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INTRODUCTION 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Ce  troisième  Volume  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  la 
Faculté  des  Sciences  dans  ces  trois  dernières  années.  Il  est, 
comme  je  Pavais  annoncé,  à  peu  près  entièrement  consacré  à 
Fétude  des  équations  différentielles.  On  ne  trouvera  pas  cepen- 
dant, dans  ce  Volume  et  dans  ceux  qui  suivront,  un  Ouvrage 
didactique  sur  ce  sujet  qui  est  immense  ;  bien  des  points  clas- 
siques ont  été  laissés  de  côté,  et,  à  cet  égard,  le  titre  de  Traité 
d'Analysey  s'il  n^'était  consacré  parla  tradition,  serait  assez  mal 
choisi.  Le  temps  des  encyclopédies  semble  passé  ;  j'ai  eu  surtout 
pour  but  d'exposer  dans  mes  Leçons,  avec  les  préliminaires 
nécessaires,  queiques-imes  des  questions  (jui  intéressent  parti- 
culièrement aujourd'hui  les  analystes,  et  dont  l'étude  peut  être 
utilement  poursuivie. 

Il  suffira  d'indiquer  succinctement  les  principales  subdivi- 
,  sions.  L'étude  des  singularités  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles ordinaires,  qui  trouve  son  origine  dans  le  Mémoire 
classique  de  Briot  et  Bouquet,  forme  le  sujet  des  premiers  Cha- 
pitres. Otte  partie  importante  de  la  Théorie  a  fait  récemment 
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Tobjel  d^  divers  travaux  sur  lesquels  jç  m'étends  ass<*2  longue- 
iiieiit,  en  dounanl  quelriues  applicaiioos. 

LebrilIciEil  dëveloppemeiil  de  la  Lliéorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  avait  fait  un  peu  trop  laisser  de  côté  l'exa- 
men du  cas  où  tous  les  eléîrieiits  figurant  dans  les  équations  dif- 
férentielles sont  réels.  Sous  rînfluence  des  travaux  de  M,  Foin- 
caré  sur  les  courbes  définies  par  des  équalions  différentielles^  ces 
questions^  depuis  quelques  années^  ont  été  reprises.  Je  reviens 
d'abord  ^nv  mes  recherches  relatives  à  diverses  méthodes  d'ap- 
proximations successives,  en  me  bornant  pour  le  moment  aux 
é(juaUons  dinérentielles  oriliuaires,  el  je  passe  ensuite  aux  Ira- 
vaux  de  M.  Poincarê  sur  les  sol  niions  périodiques  et  asy  m  p  to- 
riques. Dans  le  même  oidre  d'idées,  lespiofundes  recherches  de 
réniineiiL  géomètre,  sur  la  forme  des  courbes  satisraisanl  à  une 
équation  dilTérentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  dej^ré  et, 
en  particulier,  sa  belle  théorie  des  cycles  limites  trouvent  ici 
leur  place. 


Le  reste  du  Volume  e^st  consacré  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires;  c'est  un  sujet  qui  a  fait  depuis  trente 
ans  lobjet  d'un  oojnbre  considérable  de  ti'avaux.  Je  dirai  seule- 
nienl  ici  nu  mot  sur  une  digression  ijui  pourra,  au  premier 
abord,  étonner*  Voulant  étudier  les  anahïgies  entre  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires  et  celle  desé<]uationsalgé- 
briques,  il  m'a  paru  indispensable  de  re]irendre  les  théories 
algébriques  pour  (aciliter  au  lecteur  la  comparaison  ;  c'est  ainsi 
que  j'ai  consacré  un  long  (Chapitre  a  la  théorie  des  substitutions 
et  aux  idées  fondannuitates  introduites  dans  la  Science  par 
(i  a  lois.  On  pourra  suivre  ainsi,  j'espèi^,  avec  la  plus  grand*»  faci- 
lité, le  pataUélisme  entre  le  groupe  detîalois  jiour  une  l'^quation 
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algébrique  et  ce  que  j'ai  appelé  le  groupe  de  transformations 
d'une  équation  différentielle  linéaire,  étude  qui  fait  le  principal 
objet  du  dernier  Chapitre. 

J'adresse  encore  à  M.  Simart  mes  affectueux  remerciments 
pour  les  conseils  qu'il  m'a  donnés  en  corrigeant  les  épreuves,  et 
qui  m'ont  permis  d'apporter  d'heureuses  modifications  à  ma 
rédaction  primitive 

EMILE  PICARD. 
Paris,  le  25  mars   1896. 


PRÉFACE 

DK  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Le  plan  de  celte  deuxième  édition  ne  dififère  pas  de  la  pre- 
mière. J'ai  fait  diverses  additions,  particulièrement  dans  la  dis- 
cussion des  sinjçularités  des  équations  difterentiellcs  ordinaires, 
et  dans  l'étude  de  leurs  solutions  au  point  de  vue  de  la  stabilité, 
telle  que  Tentend  M.  Liapounoff.  L'étude  des  représentations 
asymptoliques  des  intégrales  des  équations  linéaires  a  reçu  aussi 
divers  compléments,  et  j'ai  pu  consacrer  quelques  pages  à  des 
travaux  récents  de  M.  Landau  sur  la  théorie  des  fonctions. 

Je  remercie  M.  d'Adhémar,  qui   a   bien  voulu  corriger  les 

épreuves  de  ce  Volume. 

EMILE   PICARD. 
Paris,  le  30  novembre  1908. 
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CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Intégrales  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  singulières. 

l.  On  peut,  comme  nous  ravons  vu  prccédemment  (t.  Il,  p.  356), 
rattacher  la  recherche  des  inté^ales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires  à  l'élude  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles.  Reprenons  l'équation 

dx  OXx  dXn 

où  X,  X«,  . . .,  X„  sont  fonctions  des  ii  -H-  i  variables  x^  :r,,  . . .,  Xn> 
Nous  avons  démontré  que,  si  les  coefficients  de  celte  équation  sont 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  x®,  x\^  . . .,  a:®  et  si 

X(a;o,ar;,  ...,x%) 

nest  pas  nul,  il  existe  une  fonction /(a:,  X\^  x^^  . .  -,  Xn)  satisfaisant 
P.  —  m.  1 
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à  l'équation  (i),  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x^^  x",  ...,  j;",  et 
se  réduisant  pour  x  =  Xq  k  une  fonction  donnée  à  l'avance 

?(^i»^îï  .. .,  ^«)» 

elle-même  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x%  x?^j  . . .,  x^^. 

Nous  avons  déduit  ce  théorème  (voir  t.  H,  p.  36o)  d'une  proposi- 
tion plus  générale.  Si  Ton  a  seulement  en  vue  le  théorème  lui-même, 
on  peut,  tout  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  démontrer 
plus  rapidement  comme  il  suit.  Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 

^    ^  àx  ^  dxx  '  àx%       '  "      ^  "  dxn 

Soit,  pour  abréger, 

xo  =  a:?  =  J-;  = . . .  =  arj  =  o. 

Supposons,  de  plus,  la  fonction  o  nulle  pour  j?^  =. .  .==  x^  =  o,  ce  qui 
revient  à  remplacer  /  par/  augmentée  d'une  constante  convenable. 
Si  la  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  existe,  on 
pourra,  à  l'aide  de  l'équation  (E),  effectuer  son  développement  sui- 
vant les  puissances  de  x,  Xt,  . . .,  x^.  On  aura,  en  effet,  les  valeurs  de 
toutes  les  dérivées  partielles  de /pour 

a?  =  a?!  = . . .  =  Xft  =  o  j 

c'est  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (t.  II,  p.  36i).  Il  faut 
montrer  que  le  développement  ainsi  obtenu  est  convergent  tant  que 
les  modules. des  x  sont  suffisamment  petits. 

La  démonstration  de  la  convergence  va  encore  résulter  d'une  com- 
paraison avec  un  système  convenable.  Soit  M  le  module  maximum 
des  X  quand  x  reste  dans  son  plan  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  a 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  que  x,,  X2,  . . .,  j?/ï  restent  respective- 
ment dans  leur  plan  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  b.  Nous  pou- 
vons prendre  comme  fonction  de  comparaison 

M 
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Nous  aurons  alors  à  considérer  réquation 


M /dU  d\}  \ 


et  nous  prendrons  comme  valeur  initiale  de  U  pour  x  =  o 

N 


Xt 


-N, 


en  désignant  par  N  le  module  maximum  de  f .  Or  l'existence  de  la 
fonction  U  se  démontre  immédiatement.  On  peut  présumer  de  suite 
qu'elle  se  réduira  à  une  fonction  de  j?  et  de  s  en  posant 

Z  =  Xi-hXi-h.,.-hX„. 

On  a  donc  à  étudier  l'équation 

dV /iM  dU 

dx  "^  I         x\  l         z\    dz 


i-m-i) 


et  l'intégration  de  cette  dernière  équation  est  immédiate.  On  peut, 
si  l'on  veut,  la  ramener  à  une  équation  à  coefficients  constants,  en 
faisant  sur  x  et  sur  z  les  changements  de  variable  indiqués  par  les 
relations 


x'=  o,  z^=o  correspondant  à  j;  =  o,  z  =  o.  On  a  alors  l'équation 

dx  dz 

dont  l'intégrale  est  visiblement 

U  =  ©(^'-h/iMa?'). 

L'intégrale  qui  nous  intéresse  s'obtiendra  donc  immédiatement. 

2.   Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  le  théorème  général 
qui  précède  ne  trouverait  pas  son  application.  Prenons  l'équation  à 
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n  variables  indépendantes 

où  X|,  Xa,  ...,  X;,  sont  des  fonctions  des  n  variables  a?i,  x^^  ..., 
Xn»  Si  les  X,  holomorphes  par  hypothèse  dans  le  voisinage  de 
:ri  =  0:2  =  . .  .=  ^«=  o,  s'annulent  tous  pour  ces  valeurs  des  variables 
indépendantes,  le  théorème  précédent  ne  nous  apprend  rien  sur 
l'existence  des  intégrales  de  l'équation  (2)  dans  le  voisinage  des 
valeurs  zéro  des  variables. 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut,  en  général,  supposer  que 
les  termes  du  premier  degré  dans  les  développements  des  coefficients 
X|,  . . .,  X„  se  réduisent  respectivement  à 

Soient,  en  effet, 

Xi  =  au  a?! H-  a^  Xi-\-.  ..-h  ai^rr^-h. . . , 
Xj  =  aix  Xx  -h  ait  a?,  -h ...  -h  a^  ar^  -h . . . , 


X«=  an\Xi->r-  antXi-\-.  .  .-h  ann^n-^'  • 

Faisons  le  changement  de  variables  linéaire 

7,  =ai,a:i-|-a„d:,-H...-h  :ii„  x„, 
yt  =  «Ji  a^i -f- «ij  a:, -h . . . -h  a,;,ir„, 


^/i=  ««1^1-+-  a/îî^î-+--  ••-+-  3t/,rtar„. 


Pour  que,  dans  l'équation  transformée  en  j^,  les  termes  du  premier 
degré,  dans  les  coefficients  de 

àf         àf  df 

T — y      -\ — y       •  •  •>      -^ — y 
àyi        dyt  dyn 

soient  respectivement 

on  devra  avoir  identiquement 

(anar,-Hai,a:î4-...-Ha,«a-„)a,, -h...-i-(a;,iir,-H...-+-a„«ar„)a,« 


SINGULARITÉS    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  5 

Il  en  résulte  de  suite  que  Xi,  X2,  .  • .,  X^  sont  les  racines  de  l'équation 


an  —  X 


a,,— X 


«m 

«/in — X 


Nous  plaçant  dans  le  cas  général,  nous  supposons  distinctes  les 
racines  de  cette  équation,  et  nous  pourrons  alors  déterminer  le  chan- 
gement de  variables  donnant  à  Téquation  la  forme  indiquée. 


3.   Partons  donc  de  l'équation 

(3)       (X,x,- 


)^  -4-(X,x,-4-...)^-h...-4-(Xnar„-h. 


•'é=". 


les  termes  non  écrits  dans  chacune  des  parenthèses  étant  de  degré 
supérieur  au  premier  en  x^^  X2^  . . .,  :r„. 

Nous  allons  chercher  à  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  cette 
équation.  On  ne  pourra  pas,  en  général,  trouver  de  fonction  holo- 
morphe  au  voisinage  de  x^=. .  ,=^  Xf,=  o. 

Laissant,  pour  un  moment,  de  côté  l'équation  (3),  nous  envisage- 
rons l'équation  suivante  : 


(X,x,- 


.)i;-....-H(x„.„^...)|i=x./. 


Peut-on  obtenir  une  intégrale  de  cette  dernière  équation,  holo- 
morphe  au  voisinage  de  Xi  =  X2=. .  .=  Xn=  o,  intégrale  qui  devra 
nécessairement  s'annuler  pour  ces  valeurs?  En  dérivant  successive- 
ment l'équation /?«  fois  par  rapport  à  x^^  p^  fois  par  rapporta  o^a,  ..., 
pn  fois  par  rapport  à  x„,  et  faisant  j?i  =  J72  =  •  •  •  =  ^«  =  0,  on 
obtiendra  la  valeur  de 


(4) 


dPx-^Pf^"-^Pi 


1 


dxP^',,.dxPi^ 


(pour  ari  =  a:,  =  ...=  a?„=  o), 


exprimée  à  l'aide  des  valeurs  des  dérivées  partielles  de /d'ordre  infé- 
rieur à  /?! -|-/>2  4- •  •  • -+-/>«?  correspondant  aux  mêmes   valeurs  des 

variables.  Seule  la  dérivée  j^  (pour  x^  =. .  .=  Xn  =  o)  ne  se  trouve 

pas  déterminée  par  l'équation   différentielle,   tandis  que  les  autres 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont  une  valeur  nulle. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  le  coefficient  de  l'ex- 
pression (4)  n'est  pas  nul;  or  ce  coefficient  se  calcule  immédiate- 
ment :  il  est  égal  à 

^i(/>i  — 0-^-^î/>î-«-•••-+-^«/>/»• 
Nous  devons  donc  supposer  que  la  somme  précédente  ne  s* annule 
pour  aucune  valeur  positive  et  entière  de p^ ,  /?2,  • . .,  Pny  à  l'excep- 
tion, bien  entendu,  de 

Dans  ces  conditions,  ayant  pris  arbitrairement  le  coefficient  de  x^ 
dans  le  développement,  tous  les  autres  coefficients  sont  déterminés. 
//  s'agit  de  savoir  si  ce  développement  est  convergent,  les  x  ayant 
des  modules  suffisamment  petits. 

4.  Nous  ferons,  en  premier  lieu,  une  observation  d'un  caractère 
géométrique.  Considérons  le  quotient 

/?!  — I-H/>,-H...-h/yn 

Nous  aurons  besoin,  pour  la  démonstration  de  la  convergence,  de 
supposer  que  le  module  de  ce  quotient  reste  supérieur  à  un  nombre 
fixe  différent  de  zéro  (les/?  étant  des  entiers  positifs  quelconques,  en 
excluant  seulement  la  combinaison  /?|  =  i ,  /?2  =  /^3  =  •  •  •  =  /^«  =  <^)- 
On  aperçoit  facilement  un  cas  dans  lequel  il  en  sera  certainement 
ainsi.  Marquons  sur  un  plan  les  points  Xi,  X2,  ...,  X,,,  et  supposons 
qu'on  puisse  tracer  un  contour  convexe  C  comprenant  à  son  intérieur 
les  points  précédents,  mais  ne  comprenant  point  l'origine.  On  est 
alors  assuré  que 

/?l-i-/?j-t-...-H/?«  I 

reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  car  le  quotient  entre  crochets  est 
l'affixe  du  centre  de  gravité  de  masses  /?|,  /?2,  . . .,  Pn  respectivement 
placées  aux  points  X|,  X2,  . . .,  X„,  et  ce  centre  de  gravité  est  certaine- 
ment à  l'intérieur  de  C.  Ecrivons  maintenant  l'expression  (5)  sous  la 
forme 

Xi/>i  -+-.  .  .H-Xn/?/! Xj 

I 
^^  Pl-^Pt-^'-^Pn 
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Or  les  seconds  termes  du  numérateur  el  du  dénominateur  deviennent 
de  plus  en  plus  petits  à  mesure  que  les  p  augmentent.  Donc,  quand 
P\-\- p^-\-  -"+  pn  est  supérieure  à  un  certain  nombre  assignable, 
Texpression  (5)  n'est  certainement  pas  nulle.  D'autre  part,  quand  la 
somme  des  p  reste  inférieure  à  un  nombre  déterminé,  le  module  du 
numérateur  de  (5)  doit  nécessairement  avoir  un  minimum,  et  ce 
minimum  ne  peut  pas  être  nul  d'après  la  supposition  du  numéro  pré- 
cédent. Nous  sommes  donc  assuré,  sous  la  condition  des  deux  hypo- 
thèses faites,  que  le  module  de  r expression  (5)  reste  supérieur  à 
un  nombre  fixe  que  nous  désignerons  par  e. 

o.  Nous  allons  démontrer  que  le  développement  obtenu  est  con- 
vergent en  adoptant  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus.  Posons 

/=  Aj-, -+-P, 

V  commençant  par  des  termes  du  second  degré  et  A  étant  une  con- 
stante arbitraire.  Nous  aurons 

[  ^         dv        ^         ôv  -     ov        ^ 

1       OXx  OXf  dXn 

(t>)         < 

i        dv  dv  dv 

les  développements  de  Çi,  ©a,  . . .,  (p,,  et  i^  commençant  par  des  termes 
du  second  degré. 

Désignons  par  M  le  module  maximum  de  ©,,  ©a?  •••»  f«  et  if 
quand  les  variables  sont  respectivement  dans  leur  plan  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  a.  Nous  considérons  l'équation 


e(^l  XÎ-  -+-^«  TT- -+-•  • --^  ^n  ^  -  Vj 


(7) 


\dxx        dx^  dxn        I 


Nous  allons  voir  dans  un  moment  qu'il  existe  une  intégrale  V  de 
cette  équation  s'annulant,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  pour  a?,  =  j;2  =  . .  .  =  ^7;,=  o.  Or  la  comparaison  des  équa- 
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lions  (6)  et  (7)  est  immédiate;  le  coefficient  de 

dPx-^"'-*-PnV 


dxP^\,,dxP^ 


(pour  ar,  =  ...  =  a:«=o), 


dans  le  calcul  des  dérivées  successives  à  l'aide  de  l'équation  (6),  est, 
comme  nous  l'avons  vu,  égal  à 

tandis  que,  pour  l'équation  (7),  le  coefficient  correspondant  est 

e(/>,  — !-•-/?,-+-...-+-/>„). 

Il  est  donc  clair,  d'après  la  définition  même  de  c,  et  en  remarquant 
que  ç«,  ^27  •  •  -î  f/i  et  J/  ont  été  remplacées  par  des  fonctions  de  com- 
paraison jouissant  des  propriétés  que  l'on  sait  relativement  aux 
valeurs  de  leurs  dérivées  partielles,  que  la  série  v  tirée  de  (6)  con- 
vergera quand  la  série  V  tirée  de  (7)  sera  elle-même  convergente. 
Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  étudier  Téquation  (7). 

Nous  pouvons  présumer  que  V  est  une  fonction  de  w,  en  posant 

a  =  a?!  H- r j -i- . . . -f-  x„. 
L'équation  (7)  devient  alors 


que  nous  pouvons  écrire 

du  a  —  u\     du         /  ' 


M'  étant  une  constante.  Il  faut  voir  si  cette  équation  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  voisinage  de  //  =  o,  et  s'annulant  pour  cette 
valeur  ainsi  que  sa  dérivée  première.  Or  l'équation  précédente  est 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre  que  nous  mettons  sous  la 
forme 

\  a  —  u  /  du  ~"a  —  u 

Une  intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est 

U9(U), 
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o{u)   représentant  une  fonction   hoiomorphe    autour    de    l'origine 

[ç(o)^o].  Posant  alors  V  =  Cwç(tt),  nous  trouvons  pour  -j-  une 

fonction  hoiomorphe;  C  sera  complètement  déterminé  par  la  condi- 
tion de  s'annuler  pour  u  =  o,  et  nous  aurons  hien  pour  V  une  fonc- 
tion hoiomorphe  dont  le  développement  commence  par  un  terme 
en  a*.  Notre  démonstration  est  donc  complète. 

6.   Nous  pouvons  élargir  un  peu  l'hypothèse  faite  au  §  3.  Il  a  été 
admis  dans  ce  numéro  que  l'expression 

ne  s'annulait  pour  aucune  valeur  positive  ou|  nulle  des  /?,  autre  que 
y>,  =  I ,  y92  =  •  •  •  =Pn  =  o.  Cette  somme  pourrait  s'annuler  pour  des 
valeurs  positives  des  p  correspondant  à 

sans  que  notre  démonstration  subît  de  modification  importante.  Ceci 
revient  à  dire  qu'w/ie  des  quantités  X2,  ...,  X,|  pourrait  être  égale 
à  A|-  Qu'arriverait-il,  en  effet,  dans  ce  cas? 

Si  l'on   a,    par  exemple,  X/=X«(i^2),    la   dérivée  partielle   du 

premier  ordre  -p-  pour  les  valeurs  nulles  des  variables  ne  sera  pas 

déterminée  par  l'équation  difl'érentielle,  elle  restera  donc  arbitraire; 

à  ce  point  près,  rien  ne  sera  changé  dans  la  démonstration.  On  posera 

seulement 

/=  Xxi  -h  Ba;,-+'  V, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  démonstration  se  pour- 
suivra comme  au  §  5. 

En  résumé,  Véquation 
(«)       a.:r.  +  ...)g+(X,x,  +  ...)|^-h...  +  (X„x„-H...)£=X./ 

admettra  une  intégrale  hoiomorphe  dépendant  au  moins  d^une 
constante  arbitraire,  si  les  conditions  suivantes  sont  remplies  : 

1**  La  relation 
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n^est  vérifiée  pour  aucune  valeur  entière  et  positis^e  des  entiers  p 
satisfaisant  à  Vinégalité 

/>l-H/>j-H...-4-/?«^2; 

2°  Si  Con  marque  sur  un  plan  les  points  correspondant  aux 
affixes  X|,  X2,  . . .,  X„,  on  peut  tracer  un  contour  convexe  compre- 
nant ces  points  à  son  intérieur,  mais  ne  comprenant  pas  l* origine. 

On  peut  évidemment  substituera  la  seconde  condition  la  suivante  : 
Une  certaine  droite  passant  par  l* origine  laisse  tous  les  points 
d'un  même  côté. 

7.  En  supposant  remplies  les  conditions  indiquées,  cherchons 
maintenant  ce  que  nous  pourrons  tirer  du  théorème  précédent  pour 
Tétude  de  l'équation  proposée 

(8)      (X,ar,-H...)^-f-(X,r,-i-...)^  -H...-t-(X«.r„-h...)^=o. 

Désignons  par/i  une  intégrale  holomorphe  de  l'équalion  (a),  pary"2 
une  intégrale  holomorphe  de  Téquation  analogue  à  (a),  mais  où  X|  a 
été  remplacé  parXj.  Nous  avons 


ce  qui  peut  s'écrire 


1 


OXi  OJ',, 


par  suite,  en  retranchant  ces  deux  équations,  on  voit  que 

f}i  Al 

1<^S      1"       et  par  suite     •'y 

/F  fY- 

satisfont  à  l'équation  (^). 
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II  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  cette  intégrale  ne  devient  pas 
illusoire  quand  \^  =  X2-  En  effet,  dans  ce  cas,  les  termes  du  premier 
degré  en  x^  et  X2  sont  arbitraires  dans  /«  et  dans  /2  {voir  §  6);  on  a 
donc 

/i  =  K'Xi  H-  B'arj  -h . . . , 

en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré;  les  A  et  les  B  étant 
arbitraires,  le  quotient  ~  ne  se  réduit  certainement  pas  à  une  con- 
stante. 

En  mettant  successivement  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (a),  à  la  place  de  X|,  les  autres  valeurs  des  A,  on  obtiendra 
n  fonctions  holomorphes 

fu     fil      •••!    /«» 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  aura  n  —  i  intégrales  de 
l'équation  (P),  à  savoir  : 

L         1.  _L 

z«-,    A.,    ...,    JjL.. 

fh  /h        /^ 

Ces  n  —  1  intégrales  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas 
entre  elles  de  relations.  Dans  le  cas  contraire,  on  aurait  une  relation 
entrey,,y*2,  ...,//i,  et,  par  suite,  le  déterminant  fonctionnel 

serait  identiquement  nul.  Pour  démontrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi, 
prenons  d'abord  le  cas  où  tous  les  X  sont  distincts;  on  aura  alors 

/i  =  A,ari  -I- 
/,  =  A,ar,  -h. 


Jn  —  Art  Xfi  -I- 

en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré.  Les  A  étant  arbi- 
traires, le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonctions  ne  peut  être  iden- 
tiquement nul. 


\ 
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Si  l'on  suppose  que  deux  ou  plusieurs  des  quantités  X  sont  égales 
entre  elles,  il  n'y  a  pas  plus  de  difficultés,  puisqu'on  peut  encore 
donner  cette  même  forme  aux/. 

En  résumé,  on  pourra  obtenir,  dans  le  voisinage  de 

un  système  de  n  —  i  intégrales  distinctes  de  Inéquation 

(Xiar,-H...):;^-H(X,ar,-h...)-;^  -h  . . . -H(X„a:„H-. . .)  t^-  =o 

OX\  OXi  OX,i 

quand  les  conditions  du  §  3  seront  vérifiées  (*).  Il  faut  ajouter, 
bien  entendu,  qu'à  la  première  condition  mentionnée  dans  ce  numéro 
doivent  s'ajouter  celles  qui  en  dérivent  par  permutation  des  nombres 
I,  2,  ...,  n. 


II.  —  Applications  aux  équations  différentielles. 

8.  Nous  pouvons  déduire  des  théorèmes  précédents  des  résultats 
intéressants  concernant  les  équations  difl'érentielles  ordinaires.  Envi- 
sageons le  système  d'équations  différentielles  ordinaires  du  premier 
ordre 

dxx        dx^  dxn 

(»)  —-  =  -—=...=  —-, 

Al  Aj  A„ 

les  X  s'annulant  pour  ^,  =  j?^  =  •  •  •  =  -^^/i  =  o  ;  nous  allons  indiquer 
un  cas  étendu  où  nous  aurons  des  courbes  intégrales  passant  par 
l'origine.  11  ne  sera  pas  inutile  de  préciser  cette  expression  de  courbes 
intégrales.  Tout  système  de  quantités  j?i,  Xa,  . . .,  .r,,,  satisfaisant  aux 
équations  différentielles  précédentes,  forme  une  multiplicité  à  une 
dimension  (c'est-à-dire  dépendant  d'un  paramètre),  et  l'on  peut,  si 
l'on  veut,  considérer  celte  multiplicité  comme  une  courbe  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions.   C'est  dans  ce  sens  que  nous  parlons  d'une 


(*)  Ce  ihéorérnc,  sous  sa  forme  générale,  a  été  dénionlré  par  M.  Poincaré  dans  sa 
Thèse  Sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  les  équations  aux  différences 
p  rtielles  (Paris,  1879).  La  forme  géométrique  donnée  aux  conditions  est  parlicu- 
lièremcnt  intéressante. 
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courbe  intégrale  :  nous  ne  faisons  qu'étendre  à  n  quelconque  une 
expression  dont  le  sens  est  immédiat  dans  le  cas  de  tieux  et  trois 
dimensions.  Le  système  (8)  étant  l'équivalent  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

djTi  OXt  àxn 

nous  sommes  assuré  de  pouvoir,  en  général,  par  un  changement 
linéaire  de  variables,  réduire  les  équations  à  d'autres,  dans  lesquelles 
on  aura 

X|  =  Xi  j?,  -+-.. ., 

Xj  =  X,a7i  H-..  ., 


X/i  —  Kn  Xfi  -h  .  . 


en  nous  bornant  à  écrire  les  termes  du  premier  degré.  Plaçons-nous 
donc  dans  cette  hypothèse.  Je  considérerai  alors  le  système  suivant  : 

dxx        dxi  __  dxn        dt 

\\  Xj  X,i         t 

t  étant  une  variable  en  fonction  de  laquelle  nous  voulons  exprimer 
X|,  j:2,  . . .,  x„.  Nous  avons  un  système  de  même  forme.  On  a  à  con- 
sidérer ici  les  n  -h  I  équations 

^S,  -^S:----^S„  -4  =W'    c-'^ «)' 

dXi  OXt  OXn  Ot  ^ 

on  pourra  prendre  pour  les// des  fonctions  indépendantes  de  t  et  qui 
seront  précisément  celles  que  nous  avons  étudiées  dans  la  Section 
précédente,  dans  Vhypothèse  où  les  \  satisfont  aux  conditions 
indiquées.  La  fonction//  contient  simplement  un  terme  en  Xi  comme 
terme  du  premier  degré;  nous  regarderons  les  fonctions  fi  comme 
parfaitement  déterminées,  en  donnant  aux  constantes  désignées  pré- 
cisément par  A/  (§  7)  des  valeurs  numériques. 

Nous  pouvons  ensuite  prendre  pour  n  -\-  i"'"*'  fonction 

/«H-t  =  t. 
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Nous  avons  donc  les  n  intégrales 

â. =^'^ 

W. =  '^" 

> 

fiT. ^^'- 

9.  Des  équations  précédentes  on  peut  tirer  des  développements 
de  Xs^  Xxt  '  "',  Xn  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  t^t^ 
^^«,  ...,  /^«,  puisque  le  déterminant  fonctionnel  des  /  ne  s'annule  pas 
pour  les  valeurs  nulles  des  x.  Le  développement  sera  convergent  si 
les  modules  de 

C,A.,    Ctt\     ...,    Cl  A» 

sont  suffisamment  petits.  Des  circonstances  très  diverses  pourront  à 
cet  égard  se  présenter.  Un  cas  très  favorable  serait  celui  où  les  parties 
réelles  de  tous  les  A  seraient  positives.  Dans  ce  cas,  t  tendant  vers 
zéro  dans  une  direction  quelconque,  les  modules  précédents  ten- 
draient vers  zéro,  et  x^,  x^,  . . .,  x,i  tendraient  eux-mêmes  vers  zéro. 

Nous  avons  donc  alors  un  ensemble  de  courbes  intégrales  passant 
à  l'origine  et  dépendant  de  /i  —  i  constantes  arbitraires  (l'élimination 
de  t  ne  laissant  manifestement  que  n  —  i  constantes). 

Le  cas  où  les  parties  réelles  des  X  seraient  toutes  négatives  n'est  pas 

différent  du  précédent,  puisqu'il  suffit  de  changer  ^  en  -  pour  y  être 

ramené. 

Supposons  maintenant  que  les  parties  réelles  soient  seulement 
positives  pour 

X,,    X,,     ...,     Xp        {p<n). 

On  fera  C^^.!  =...==  Ci  =  o,  et  l'on  aura  des  développements 
de  x^^  ^Ta,  ...,  Xfi  suivant  les  puissances  de  t^t^  t^*,  ...,  t\;  ce  qui 
donne  un  ensemble  de  courbes  intégrales  passant  à  l'origine  et  dé- 
pendant de  p  —  I  constantes  arbitraires.   En  changeant  /  en  -^   et 

faisant  alors  C|  =  C2=. .  .=  Cp=  o,  on  aura  un  autre  ensemble  de 
courbes  intégrales  passant  à  l'origine  et  dépendant  de  n  — p  arbi- 
traires. 
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Nous  nous  sommes  placé  dans  les  cas  les  plus  simples,  de  manière 
à  pouvoir  faire  tendre  t  vers  zéro  dans  une  direction  quelconque 
(l'argument  seulement  restant  fini). 

On  pourra  avoir  d'autres  intégrales  qui  correspondent  à  t  tendant 

vers  zéro  suivant  une  certaine  loi.  Ainsi,  soit  X|  =  i,  ce  qui  ne 

diminue  en  rien  la  généralité,  puisqu'on  peut  diviser  les  X  par  X<, 

et  soit 

•  X,  =  a  -4-  6i, 

a  étant  négatif.  Pour  ne  pas  m'occuper  des  autres  valeurs  des  X,  je 

fais 

C,  =  ...=  G„=o. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  6  >•  o.  En  posant 

t  =  re^i, 
on  a 

Faisons  suivre  au  point  (/',  6)  la  spirale 

r  =  tf-'«ô         (/n>o), 

Ô  tendant  vers  l'infini  positif.  On  aura 

alogr  —  60  =  —  (a/n-h  6)6. 

Si  donc  m  a  été  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

ani  -h  6  >  o 

(et  il  suffit  pour  cela  de  le  prendre  assez  petit),  on  est  assuré  que  |  /  |  et 
1 1^    tendent  vers  zéro. 

Si  l'on  avait  eu  6  <  o,  on  aurait  pris  une  spirale 


=  ejn^ 


(m>o), 


H  tendant  vers  l'infini  négatif. 

On  obtient  donc  ainsi,  dans  tous  les  cas,  un  ensemble  de  courbes 
intégrales  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  qui  ne  rentrera  pas, 
en  général,  dans  les  ensembles  de  courbes  intégrales  considérés  plus 
haut. 

10.   Nous  pouvons  facilement  généraliser  les  résultats  précédents 
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en  considérant  le  système 

t  -^   =  «pi  (Xi,  a?,,  .  .  . ,  Xny  /), 

•  • » 

les  cp  étant  des  fonctions  holomorphes  dans  le  voisinage  de 

X\  =  Xi  =  ,  ,  .=  Xfi  :=  /  :=  O 

et  s'annulant  pour  ces  valeurs.  On  voit  bien  aisément,  comme  plus 
haut,  qu'en  général  (*)  les  termes  du  premier  degré  en  j?<,  x^^  ..., 
Xn^  t  peuvent  être  supposés  respectivement  réduits  dans  y^,  ...,  -^n 
àXfj?!,  X2X2)  •••?  ^n^n  '  c'est  ce  à  quoi  Ton  parvient,  en  gardant  la 
variable  t  et  en  elFectuanl  sur  les  x  un  changement  de  la  forme 

x\  =  aiiXi-h. .  .4-^1/1  a^rt-f-  bit, 


^'n  =  «ni  a^i  -+- .  .  .  H-  Unn^n  H"  ^n  t. 

Nous  considérons  donc  le  système 

t-j^  =  A,  x,  -h .  . . , 
•  ••••• » 

mais  où  les  termes  du  second  degré  ou  de  degré  supérieur  peuvent 
renfermer  t\  c'est  ce  qui  distingue  le  cas  actuel  de  celui  que  nous 
avons  examiné  dans  les  deux  numéros  précédents.  Si  les  n  -|-  1  quan- 
tités 

Al,      Aj,      •  •  .,      A/i,      I 


(')  II  y  a  des  cas  particuliers  où  cette   réduction  est  impossible,  mais  nous  ne 
nous  y  arrêtons  pas  pour  n  quelconque.   Nous  en  ferons  Télude  approfondie  pour 
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satisfont  aux  conditions  requises  pour  l'application  de  la  théorie 
développée  ci-dessus  (première  Section  de  ce  Chapitre),  nous  aurons 
le  système  d'intégrales 

— =   (.,  (l  r=   I.    7,   .  ..,  /l), 

les  y  étant  des  fonctions  holomorphes  en  /,  J7<,  X2^  . . .,  j:„,  et  le  dé- 
veloppement de  /i  ne  renfermant  que  Xi  comme  terme  du  premier 
degré.  On  peut  étendre  à  ce  système  les  remarques  du  numéro  pré- 
cédent :  les  X  se  présenteront  sous  la  forme  de  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de 

/,    ^'^s    A» /^-, 

et  Ton  doit  ici  supprimer  ce  qui  était  relatif  au  changement  de  ^  en  -. 
qui  n'aurait  plus  aucune  application,  puisque  les /dépendent  de  /. 


III.  —  Étude  directe  de  la  forme  des  intégrales  des  équations 
différentielles  ordinaires. 

il.  Les  développements  de  r,,  x.j,  ...,  x^  suivant  les  puissances 
de  /^«,  Û'tj  . . .,  Z^",  d'où  nous  venons  de  tirer  (n"*  8  et  9)  des  consé- 
quences importantes  relativement  aux  intégrales  du  système 

n'ont  été  établis  que  si  les  \  satisfont  aux  conditions  indiquées 
dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre.  Dans  le  cas  ronlraire, 
rien  ne  subsiste  de  nos  résultats.  Il  y  a  là  une  lacune  que  nous  allons, 
autant  que  possible,  chercher  à  combler. 
Repremms  donc  les  équations  du  n"  8: 

les  X  ne  dépendant  que  de  .r<,  ^2,  ...,  Xn  et  ayant  respectivement 
pour  ternies  du  premier  degré  X|  x^ ,  XjJ^î  •  •  m  ^t^n-  Supposons  que 
parmi  les  quantités  A  on  puisse  en  trouver  v, 

X|,    X,,     ...,    Xv       (''^«), 

p.  -  m.  a 
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satisfaisant  aux  conditions  suivantes,  dont  les  deux  premières  rap- 
pellent celles  de  la  Section  I. 

i"  On  peut  tracer  une  droite  passant  par  Forigine  et  laissant  d'un 
même  côté  les  points  du  plan  ayant  pour  afiixes  X<,  Aj,  . . .,  Xy. 

2"   A.uciine  des  équations 

^t  (/>t  —  0  -H  ^t/>s -+-. . . -H  ^v/>v  =>  o, 

^t/?t-HX,/>,-4-...-hXv(/>v— l)  =0 

ne  peut  être  vérifiée  pour  des  valeurs  des  p  entières  et  positives  satis- 
faisant à  rinégalité 

3®  Nous  supposons  enfin  que  pour  aucune  valeur  des  entiers  po- 
sitifs/? on  n'ait 

Xt/?i  -h  X,/>,  -t- . . .  H-  Xv/>v  =  X|        (  ï  =  V  -H  I ,  . . . ,  n  ), 
les  p  satisfaisant  à  la  même  inégalité. 

12.  Nous  allons  démontrer  qu'on  peut  trouver  pourxx^x^^  •  • .,  ^n 
des  développements  procédant  suivant  les  puissances  de 

et  convergents  si  les  modules  de  ces  quantités  sont  suffisamment 
petits. 
Soient 

On  va  considérer  pour  un  moment  les  x  comme  fonctions  des 
variables  indépendantes  y  (*).  En  écrivant  que  les  équations  (9) 
sont  vérifiées,  nous  obtenons  le   système  d'équations  aux  dérivées 


(*)  J'ai,  pour  la  première  fois,  appliqué  cette  idée  de  substituer,  pour  l'étude  de 
leurs  intégrales,  à  des  équations  différentielles  ordinaires  des  équations  aux  dérivées 
partielles  convenables,  dans  deux  Notes  Sur  la  forme  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques  (  Comptes  rendus^ 
t.  LXXXVII,  1878).  L*analyse  qui  suit  n'est  que  le  développement  de  cette  idée. 


partielles 
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«,          àXi 

.        àx^ 

-h.. 

,         àx, 

=  X,ar|  -H..., 

-h. 

.        àxt 

=  X,a7,-H..., 

*            dXn 

-. 

=  X/ia7n-»-.... 

Montrons  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour 
les  X  des  fonctions  holomorphes  des  y,  La  démonstration  présente 
une  grande  analogie  avec  celle  qui  nous  a  occupé  au  §  5.  * 

Les  équations  précédentes  permettent  de  calculer  de  proche  en 
proche  les  dérivées  partielles  des  x  pour  les  valeurs  zéro  des  va- 
riables^. Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

dx\        dxf  dxy 

•7 9  3 »  •    •   •    > 

àyi        àyt  âyy, 

restent  arbitraires  (  *  ). 

Le  coefficient  d'une  dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x, 

(h  =  1,  2,  ...,n), 


âyP*dyP^...dyP^ 
est  de  la  forme 

Xi/>i-4-X,/>,-+-.,.-i-Xa(/>a— i)H-...-+-^v/?v        (pour  A<v) 

et  de  la  forme 

^i/>i-+-Xï/?i -*-••-»-  ^v/?v— ^A        (pour  A>  v). 

D'après  les  hypothèses  faites  au  numéro  précédent,  les  modules  de 
ces  coefficients  sont  supérieurs  à 

€  étant  un  nombre  fixe.  On  le  voit  en  raisonnant  absolument  comme 
au  §  4  de  ce  Chapitre. 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  des  équations  de  comparaison 
permettant  d'établir  la  convergence  des  développements  que  nous 


(  '  )  En  disant  ceci,  je  suppose  tous  les  X  diiïérents;  mais  le  cas  où  deux  ou  plu- 
sieurs X  sont  égaux  ne  présente  pas  ici  plus  de  difficultés  que  dans  la  Section  I. 
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venons  de  former.  Ecrivons  d'abord  les  équations  sous  la  forme 

^         dxn       \         àXfi  -v         àXfi       ^  , 

les  o  ne  renfermant  pas  de  termes  du  premier  degré.  Nous  formons 
alors  le  système 


V, 

I 


_M M       M^i-^     --^^z»  /  (*"=»,^-»  ...,/i). 


Par  raison  de  symétrie,  tous  les  V  sont  égaux,  et  nous  avons  seu- 
lement une  seule  équation,  qui  se  réduit  à  une  équation  à  une  seule 
variable  V,  ne  dépendant  manifestement  que  de 

On  a  finalement  une  équalion  de  la  forme 

dW      „         M'V* 
au  a  —  n\ 

et  cette  équation  admet  une  intégrale  holomorphe  s'annulant  pour 
w  =  o,  et  dont  la  dérivée  première  prend,  pour  cette  valeur  de  w, 
une  valeur  arbitrairement  donnée. 

Nous  avons  donc,  pour  x,,  x^^ r,,,  des  fonctions  bolomorplies 

de  y,,  y^^  •••?  Vv  dans  le  voisinage  de 

y\  =.rj  =  ...=jv=  o. 

En  remplaçant  r  1,^2 î     -m.^'v  respectivement  par 

on  obtient,  sHl  est  possible  de  faire  tendre  t  vers  zéro,  de  manière 
que  les  modules  de  toutes  ces  puissances  de  t  tendent  en  même 
temps  vers  zéro,  des  intégrales  du  système  (^c))  tendant  vers  zéro  avec 
la  variable  t.  Ces  intégrales  dépendent  de  v  constantes  arbitraires. 
On  voit  que  le  résultat  que  nous  venons  d'établir  est  plus  étendu. 
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tout  en  étant  de  même  forme,  que  celui  de  la  Section  précédente. 
Les  hypothèses  essentielles  portent  seulement  sur  v  des  constantes  \ 
au  lieu  de  porter  sur  toutes  ces  quantités. 

13.   La  généralisation  est  immédiate  pour  le  cas  où  les  X  contien- 
draient /,  et  où  nous  aurions,  comme  au  §  10,  le  système 


'-^  =  ?n(a?i,ar„  ,..,Xn,t), 


Nous  pouvons,  comme  au  paragraphe  cité,  supposer  que  les  termes 
du  premier  degré  en  Xi,  ^r^,  . . .,  jT/j  et  /  se  réduisent  respectivement, 
dans  y,,  ...,  «/i,  à  X,j?,,  ...,  X„x„. 

Nous  cherchons  ici  un  développement  ordonné  suivant  les  puis- 
sances de 

t,    t^i.    t^,     ...,     t^       {"^kn). 

Nous  aurons  les  mêmes  hypothèses  à  faire  que  plus  haut,  sauf  que 
nous  avons  ici  v  +  i  quantités 

On  devra  donc  pouvoir  mener  par  l'origine  une  droite  laissant  d'un 
même  côté  les  v  +  i  points  ayant  ces  affîxes.  De  plus,  on  supposera 
qu'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

/>i^'i  -H/'îÀj-f-...-l-(>»A— i)XAH-...-f-/?vXvH-/>v4-:  =  o         (pour  /ï^v), 

les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la  somme  est  au  moins  égale  à 
deux. 

Enfin  on  n'a  pas  de  relation  de  la  forme 

/>iX, H-y»,X,-»-...-h/>vXv-r-/?v-ti=  Xi        (i  =^  v-t-i,  ...,  n), 

les  p  étant  assujettis  aux  mêmes  conditions. 

11  n'est  pas  besoin  de  recommencer  un  nouveau  raisonnement. 
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Nous  sommes  ramené  au  cas  précédent  eu  considérant  le  système 
dxx 


dXn 


et  en  prenant  la  constante  qui  figure  dans  X/i^i,  de  manière  que  celle- 
ci  se  réduise  à  t. 

Nous  trouvons  ainsi  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 

de 

t,    t\    t\    ...,    t\ 

et  qui  dépendent  de  v  constantes  arbitraires. 

On  pourra  toujours  tirer  parti  du  théorème  précédent,  ne  fût-ce 
qu^en  se  bornant  à  v  =  o.  On  aura  alors  pour  les  x  des  fonctions 
holomorphes,  qui  ne  dépendront  d'ailleurs  d'aucune  arbitraire. 
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CHAPITRE  II. 

DES  ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES  OUDINAIKES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES. 


I.  —  Examen  da  cas  général. 

i.  Nous  allons  appliquer  à  l'équation 

dx  _^  dy 

les  résultats  généraux  qui  viennent  d'être  établis  dans  le  Chapitre 
précédent. 

On  suppose  que  X  et  Y  s'annulent  pour  j:=y  =  o  et  sont  des 
fonctions  holomorphes  de  j?  et  y  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 
Soient 

X  =  ax  -«-  by  -+-..., 
Y  =  a'x  -+-  b'y  -4-. . .. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  (Chap.  I,  §  2),  on  pourra  faire  un 
changement  linéaire  de  variables  sur  x  ti  r,  si  Téquation  du  second 
degré 

I  a-X        b 

I       a         o  —  A 

a  ses  deux  racines  distinctes,  de  telle  sorte  que  l'équation  devienne 

dxi  dxi 


\\Xi-k-...        XjXj-î-... 

les  termes  non  écrits  dans  les  dénominateurs  étant  au  moins  du  se- 
cond degré;  les  deux  coefficients  "ki  et  X2  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion (1).  On  peut  évidemment  supposer  que  l'une  d'elles  se  réduit  à 
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Tunilé.    Nous    écrirons    alors,    comme    précédeinineiit,    le    système 
d^éqiialious 

et  nous  n^avons  qu^à  appliquer,  dans  ce  cas  particulier,  nos  conclu- 
sions générales. 

Reportons-nous  au  Chapitre' précédent;  nous  avons  à  considérer 
les  deux  points 

I     et     X         (on  suppose  X  7^  o). 

Si  \  n'est  /tas  une  quantité  réelle  négative,  on  pourra  é\idem- 
ment  mener  par  Torigine  une  droite  laissant  les  points  d'un  même 
coté.  Supposons  de  plus  que  X  ne  soit  pas  un  entier  posilij'  ou  l* in- 
verse d'un  entier  positif.  Dans  ces  hypothèses,  aucune  des  égalités 

X(/>,  — !)-+-/>,=  O, 

\px-\-pt  —  \       =o 

ne  peut  se  trouver  vérifiée,  les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la 
somme  est  supérieure  ou  égale  à  deux.  Nous  aurons  donc  des  déve- 
loppements de  Xs  et  X2  suivant  les  puissances  de 

G/     et     G f^        (C  et  G' coiislanles  arbitraires), 

développements  convergents  si  C^  et  C'/^  sont  de  modules  suffisam- 
ment petits. 

Une  distinction  est  manifestement  à  faire,  suivant  que  la  partie 
réelle  de  \  est  positive  ou  négative.  On  pourra,  dans  le  premier  cas, 
faire  tendre  t  vers  zéro  d'une  manière  quelconque  (son  argument 
restant  fini).  Dans  le  second  cas,  il  faut,  au  contraire,  faire  tendre  t 
vers  zéro  d'une  manière  convenable.  Soit 

X  =  a  -t-  ôt        (a  <  G), 
et  supposons  6  >  o.  En  posant  t  =  re^',  on  a 

I  ;X  I  =  ^al"«r-A6  ; 

faisons  suivre  au  point  (r,  6)  la  spirale 

r  =  e  "'^        ^m  >  o). 


ÉQUATIONS   DIPFÉREKTIELLBS   A    DEtX    VARIABLKS.^  20 

h  tondant  vers  Tinfinl  positif.  On  aura 

alogr  —  bh  -'  —  {am  -h  6)6. 

Si  donc  m  a  été  choisi  (il  suffit  de  le  prendre  assez  petit)  pour  que 

am  -h  A  >  o, 

I  /'^    et  I  /  ]  tendront  tous  deux  vers  zéro. 

Si  Ton  avait  eu  6<^o,  on  aurait  pris  une  spirale 

r  =  e'»^        (m>o), 

H  tendant  vers  l'infini  négatif. 

Ainsi,  avec  les  hypothèses  faites  plus  haut,  nous  pouvons  dire  que 
Téquation 

dur  __  dr 

T  "■  "Y 

a  une  infinité  de  courbes  intégrales,  dépendant  d'une  constante  ar- 
bitraire, passant  par  r  origine  ou  s'en  rapprochant  indéfiniment  y 
suivant  que  la  partie  réelle  de  A  est  positive  ou  négative. 

Je  rappelle,  comme  je  l'ai  expliqué  (Chap.  1,  §  8),  que  j'entends 
par  courbe  intégrale  la  multiplicité  réelle  ou  imaginaire  à  une  di- 
mension, satisfaisant  à  l'équation  diflTérentielle. 

Ajoutons  la  remarque  très  importante  qu'^7  n'existe  pas  d^ autres 
courbes  intégrales  passant  par  V origine  ou  s'en  rapprochant  in- 
définiment que  celles  que  nous  venons  d'obtenir.  Pour  le  démontrer, 
il  suffit  de  généraliser  le  raisonnement  fait  au  Tome  II  (p.  356)  pour 
établir,  en  dehors  des  points  singuliers,  l'existence  unique  d'un  sys- 
tème d'intégrales  par  les  valeurs  initiales.  Reportons-nous  à  la  forme 
de  l'intégrale  générale  (Chap.  I?  §  7) 

1 

Ai^y.y) 

f\  et  fil  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  jc  =  o,  y  =  o  et 
sannulant  pour  ces  valeurs.  La  première  fonction /i  renferme  seu- 
lement un  terme  en  y  comme  terme  du  premier  degré,  et  /l»  un 
terme  en  x. 

Or  on  peu t^ poser 
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on  aura  alors  nécessairement 

Pour  une  courbe  intégrale  passant  à  l'origine,  ou  s'en  rapprochant 
indéfiniment,  t  et  Ù"  tendront  nécessairement  vers  zéro,  et  les  déve^ 
loppements  précédents  donnent  y  par  suite,  toutes  les  courbes  in- 
tégrales (  *  ). 

2.  Briot  et  Bouquet  ont,  les  premiers,  entrepris  l'étude  des  courbes 

intégrales  de  l'équation 

dx  ^  dy 
T  -   Y 

passant  par  x  =  o,  y  =  o,  dans  le  cas  où  X  et  Y  s'annulent  pour 
ces  valeurs  des  variables.  Dans  leur  mémorable  Mémoire  (-'),  sur 
lequel  nous  reviendrons  bientôt,  ces  éminents  géomètres  montrent 
que,  en  général,  cette  étude  peut  se  ramener  à  celle  de  l'équation 

dy 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  un. 

Les  racines  X  sont  égales  à  un  et  6,  On  peut  ici  prendre  t  =  x^  et, 
d'après  le  §  1,  nous  aurons,  pour^,  un  développement  ordonné  sui- 
vant les  puissances  de 

X    et    C'x^, 

la  constante  que  nous  avons  désignée  par  C  étant  égale  à  l'unité. 
Cette  conclusion  suppose  que  b  n'est  ni  un  entier  positif,  ni  l'inverse 
d'un  entier  positif,  ni  une  quantité  réelle  négative,  comme  on  le  voit 
en  se  reportant  au  §  1.  Sauf  quand  b  est  un  entier  positif,  l'équation 
admettra  toujours  une  intégrale  holomorphe,  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant G'=  o. 

Sans  se  servir  de  développements  en  séries,  Briot  et  Bouquet  ob- 


(*)  Outre  les  Notes  citées  (p.  i8),  je  mentionnerai  encore  sur  cette  question  un 
article  de  M.  Poincaré  [Sur  les  propriétés  des /onctions  définies  par  des  équations 
diJférentieUes  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  Cahier  \LV;  1878)]  et  une  Note 
que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  eo  1884  {Sur  la  forme 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques). 

(  ■-•  )  Bkiot  et  Bouquet,  Becherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI;  i856). 
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tiennent  les  résultats  que  nous  venons  d'indiquer.  Je  veux  seulement 
faire  une  remarque  sur  une  contradiction  apparente  entre  un  résultat 
du  Mémoire  que  nous  citons  et  un  des  résultats  du  §  1.  Ainsi  on 
trouve  dans  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet  le  théorème  suivant  :  • 

Quand  dans  V équation 

dx  -^ 

la  partie  réelle  de  b  est  négative,  l'équation  n'admet  pas  d'autre 
intégrale  s'annulant  pour  ;r  =  o  que  V intégrale  holonxorjthe. 

Ce  résultat  suppose  implicitement  que  x  tende  vers  zéro  en  décri- 
vant un  chemin  de  longueur  finie  et  correspondant  à  un  argument 
restant  fini.  Nous  avons  vu,  au  contraire  (§  1),  qu'il  y  a  (6  étant 
complexe)  une  infinité  de  courbes  intégrales  se  rapprochant  indéfi- 
niment de  l'origine.  Mais,  et  c'est  ce  qui  explique  l'apparente  con- 
tradiction, elles  correspondent  à  x  tendant  vers  zéro  en  tournant  une 
infinité  de  fois  autour  de  l'origine. 

Briot  et  Bouquet  démontrent  de  la  manière  suivante  (/oc.  cit,^  leur 
théorème.  Ils  ont  établi  précédemment  l'existence  d'une  intégrale 
holomorphe  ^1 .  En  posant 

l'équation  prend  la  forme 

dz 

a? -7-  =  x(6 -+- a5 -+- pa? -h. .  .)7 


que  l'on  peut  encore  écrire 

dz 
dx 


dz 


et,  par  suite 


=  h —  -h  .|;(*,  x)  dx^ 


^(i  H- a'x-4-. . .)  X 

i^i^z^x)  étant,  comme  tp(2,  j;),  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
2  =  .r  =  o.  En  intégrant  le  long  d'un  arc  de  courbe  aboutissant  à 
l'origine  et  désignant  par  z^  la  valeur  de  z  en  un  point  x^  de  cette 
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courbe,  on  a 

log—  -4-<p(z)=  l0g(  —  )     -h/       ^(Z,T)dx, 

o(z)  étant  holoinorphe  dans  le  voisinage  de  z  =  o.  Puisque  l'arc  a, 
par  hypothèse,  une  longueur  finie,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  restera  inférieure  à  une  limite  fixe;  d'autre  part,  l'argument 
de  X  restant  fini,  la  partie  réelle  de 


'-■(!)' 


grandit  indéfiniment  en  étant  positive.  Dans  le  premier  membre,  au 
contraire,  la  partie  réelle  grandit  indéfiniment  en  étant  négative;  il 
y  a  donc  une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  que  nous  vou- 
lions mettre  en  évidence.  La  même  conclusion  serait  encore  appli- 
cable si  la  partie  réelle  de  b  était  nulle. 

8.  Nous  avons  exclu,  au  §  1,  le  cas  où  X  était  une  constante  réelle 
négative.  Nous  ne  pourrons  plus  faire  usage  des  mêmes  développe- 
ments si  X  est  réel  et  négatif,  ou  du  moins  ils  ne  peuvent  être,  en 
général,  convergents  que  si  C  ou  Cl  est  nul. 

En  faisant  d'abord  C'=  o,  on  aura  pour  x  ely  des  développements 
suivant  les  puissances  de  /,  convergents  pour  /  assez  petit  et  qui 
tendront  vers  zéro  en  même  temps  que  t.  Nous  avons  ainsi  une  pre- 
mière courbe  intégrale  ne  renfermant  aucun  arbitraire. 

Une  seconde  intégrale  nous  sera  fournie  en  posant 

C  =  o: 

les  développements  sont  alors  convergents  pour  1 1  \  suffisamment 
grand,  et  x  ei y  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  -• 

Nous  obtenons  donc  ici  deux  courbes  intégrales  passant  à  l'ori- 
gine. 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  l'hypothèse  où  nous  sommes  placé, 
il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  intégrale  de  l'équation 

dy  _  a'x  H-  b' y  -h . . . 
dx  "~   ax  ■+■  by  H- . . . 

passant  à  l'origine,  avec  une  tangente  déterminée,  c'est-à-dire  avec 
une  limite  finie  et  déterminée  pour  ^  quand  le  point  (j^,  y)  se  rap- 
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proche  de  l'origine,  el  de  plus  x  se  rapprochant  indéfiniment  de 
l'origine  en  suivant  un  arc  de  longueur  finie.  Soit,  en  effet, 

l'équation  devient 

-,  dt        (a'-+-6'/)— <(«-+- 6/)-+- ar9(a^,n 

I  U,  I  3P—Z-    ^   -, r- » 

dx  a  ■{- bt -\- x']f{x,  t) 

t  tendant,  par  hypothèsey  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  zéro; 
cette  limite  ne  peut  être  que  Tune  ou  Tautre  racine  de  Téquation  du 
serond  degré 

a:-\-b't  —  ^(tf-H  bt)  =  o. 

tn  effet,  si  la  limite  était  une  quantité  t^  différente  d'une  racine 
de  cette  équation,  l'équation  précédente  pourrait  s'écrire 

dx 

•/{iy  X)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ^  =  ^0,  j:  =  o.  Pour 
cette  équation,  on  aurait  une  intégrale  x  tendant  vers  zéro  quand  t 
tend  vers  /oî  mais  ceci  est  impossible,  car  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion s'annulant  pour  t:=  Iq  est  nécessairement  x  =  0  identiquement, 
l/rquation  (E)  aura  la  forme  de  celle  que  nous  avons  considérée 
au  §  2  avec  Briot  et  Bouquet.  En  désignant  par  t^  une  racine  de 
l'équation  du  second  degré  et  posant  ^  =  ^|  -f-  8,,  nous  avons 

J7 -7—  =  A,  a? -♦-  B,  0| -h . . . , 
et,  pour  la  seconde  racine  ^2,  nous  avons  une  équation  analogue 


db. 
^-i—  =  A,a: -f- BjOjH-. 


Or  l'équation  en  X, 


a  —  X         b 
a!        b'- 


a,  comme  nous  l'avons  supposé  au  §  1,  pour  racines  1  et  X.  Un  calcul 
très  facile  montre  alors  que 

B,  =  -?^l^,         B,=  X-i, 
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B|  et  B2  étant  négatifs  :  les  conclusions  du  §  S  sont  alors  applicables, 
et  nous  n'avons  pas  d'autres  intégrales  pour  les  deux  équations  en  6 
que  les  intégrales  holomorphes,  ce  qui  montre  que  Téquation 

dy  _  a'  r  -+-  b' y  -h . . . 
dx        ax  -{-  by  -h . . . 

n'a  pas  d'autres  intégrales  satisfaisant  aux  hypothèses  faites  que 
les  deux  intégrales  signalées  plus  haut. 

On  a  longtemps  présumé  que  ces  deux  intégrales  sont,  en  dehors 
de  toute  hypothèse,  les  seules  qui  passent  à  l'origine  ou  qui  s'en 
rapprochent  indéfiniment. 

Dans  un  excellent  travail  sur  les  points  singuliers  des  équations 
différentielles  (*),  M.  Dulac  a  montré  que  la  question  était  très  com- 
plexe. Prenons,  par  exemple,  l'équation 

dy 

où  V  est  positif,  équation  à  laquelle  peut  toujours  se  ramener  le  cas 
où  X  est  négatif. 

M.   Dulac  examine  particulièrement  le  cas  où  v  est  un  nombre 

rationnel  ->  et  montre  (\VLil  y  a  alors,  en  général,  une  infinité 

dUntégrales  pour  lesquelles  x  et  y  tendent  vers  zéro.  Citons, 
comme  exemple,  l'équation 

r  dy  -{- y{\  —  Ty)dx  =  0^ 

dont  l'intégrale  générale  est 

Cxy  =  I  -+-  xy  logj", 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

II.  —  Étude  d'un  cas  particulier  remarquable. 

4.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  l'équation  (i) 
en  X  avait  ses  deux  racines  distinctes.  Reprenons  donc  l'équation 

(^)  H.  Dulac,  Recherches  sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  IX*  Cahier,  1904).  Voir  aussi  la  suite  de» 
recherches  de  cet  auteur  dans  les  Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XVII, 
igoS  et  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  1906. 


fiQL'ATlONS    DIFPÊRBNTIEI.LES   A 

DFXX    VARIABLES 

difrëreutielle 

dx                                dy 

ax  -H  by  -+-. . .  "  a' X  -f-  b' y  -4  . . .  ' 

eu  supposant  que  l'équation  en  \ 

a  — X        b 
a'        6'-X 

=  0 

ait  une  racine  double.  On  peut  alors  effectuer  sur  x  ^\.  y  une  substi- 
tution linéaire  de  telle  sorte  que  les  équations  prennent  la  forme 

dx       ^  dy 

Xx-h...  ^  }ia? -hXj^ -+-. . . 

Considérons,  en  effet,  Téq nation 

(aar-H6y-+-...)-^-  -h(  a'x  -h  b'y  -h . . .  )  ^^  =  o. 

•^  '  dx  '^  à  y 

Faisons  le  changement  de  variables 

a?i  =  aar-4-  ^y, 
^1=  Yir-f-  hy\ 
nous  avons 

(ax^6^^...)(.^+-r|^)-(«'x^*>+...)(p|;-8|;)=o. 

On  détermine  a  et  ^  par  la  condition  que 

7.(ax  -H  by)  -h  p(a'a7  -h  6'^)  =  X(a4?-H  pj'), 

ce  qui  donne  pour  X  la  racine  de  Téquation  du  second  degré  écrite 
plus  haut.  Posons  ensuite 

^{ax  -^  b  y)  -\-h{a'  X  -\-  b'  y)  =  \i.{olx  ->r^y)  -HX(Yar-h  hy)^ 
c'est-à-dire 

.^6-f-8(6'-X)  =  |ip, 

et  ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule,  comme  on  le  vérifie 
aisément,  en  s'appujant  sur  ce  que  l'équation  du  second  degré  a  une 
racine  double. 

On  a,  par  suite,  à  considérer  les  deux  équations  (en  divisant  les 
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(iénominateiirs  par  X,  ce  qui  revient  à  faire  À  =:  i) 

dx 

(a) 


('rf?=' 


(4=- 


5.   iNous  allons  chercher  si  l'on  peut  obtenir  des  intégrales  de  cette 
équation  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

u  =.  —  /,        V  =  t  log/. 
Nous  formons  ainsi  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 


dx         ôx  Ox 

H-P-T /i-T-   =07-+-. 

(3) 


/      Ox 

< 

J      à  Y  ày  dy 


du  ôv  dv 

en  substituant  dans  les  équations,  pour  x  et  y,  des  fonctions  de  u 
et  p,  que  nous  allons  pour  un  moment  considérer  comme  des  va- 
riables indépendantes. 

Les  équations  (3)  admettent-elles  un  système  d'intégrales  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  de  w  =  o,  p  =  o?  Nous  remarquons 
d'abord  qu'elles  permettent  de  calculer  les  dérivées  partielles  succes- 
sives de  X  et  y  pour  u  =  o,  i'  =  o. 

Kn  différentiant,  en  elVet,  p  fois  par  rapport  à  u  et  n  fois  par  rap- 
port à  p,  la  première  équation  nous  donne  l'expression 

exprimée  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  J7  et  >^  d'ordre  inférieur 
à  n-\-  p.  Donc,  on  pourra  calculer  toutes  les  dérivées  partielles  de  x 
d'un  ordre  déterminé  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  inférieur  de  x 
et  r;  la  seconde  équation  donnera  alors  les  dérivées  partielles  du 
même  ordre  de  y  en  fonction  des  mêmes  dérivées.  La  seule  dérivée 

partielle  restant  arbitraire  est  la  dérivée  -— • 
^  Ou 

Nous  pourrons  donc  former  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  u  et  p,  et  11  reste  à  démontrer  que  ces  séries 
convergent  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  u  et  v.  Nous 
nous  trouvons  ici  dans  des  circonstances  assez  dillerentes  de  celles 
que  nous  avons  précédemment  rencontrées. 
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6.  Considérons,  au  lieu  du  système  (2),  le  système 


I 


dx 


qui  ne  difiere  de  (2)  qu'en  ce  que,  dans  le  second  membre,  le  coeffi- 
cient àey  est  \  au  lieu  àe  un\\  désigne  une  constante  positive  infé- 
rieure à  un. 

.\vec  le  système  (4),  nous  rentrons  dans  le  cas  général,  et  nous 
avons  des  intégrales  développées  suivant  les  puissances  de 

/    et    />. 

Nous  pouvons  aussi  considérer  ces  intégrales  comme  développées 
suivant  les  puissances  de 

A-/ 

—  /        et        rr 

X  I 

En  posant 

a  = t,  V  =  -r , 

A  --  I 

on  est  conduit  à  former  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

(dx      .     dx  dx 

Ou  âv  ov 

]      ày       ^     âr  dy  . 

f   u^  -\-\v-r u  -=f-  =  aa7-K  Ay-+-. ... 

\       du  dv  ôv        '  -^  * 

et,  ce  système  correspondant  au  cas  général,  nous  sommes  assuré 
qu'on  peut  y  satisfaire  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  u  et  c^. 

Or  la  comparaison  des  systèmes  (3)  et  (5)  est  très  facile;  le  coeffi- 
cient de  la  dérivée 

()"-^PX 

ôuP  dv'^ 

est,  pour  le  premier  système,  p -\- n  —  1,  tandis  qu'il  est,  pour  le 
second, 

/?  -h  Xn  —  I. 

Donc,  dans  le  développement  tiré  de  (5),  les  coefficients  auront 
des  dénominateurs  numériques  plus  petits  (X  <  i)  que  dans  le  déve- 
P.  -  III.  3 
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loppement  tiré  de  (3).  La  convergence  des  développements  que 
nous  avons  déduits  des  équations  (3)  est  donc  assurée. 

Les  intégrales  du  système  (2)  se  présentent  donc  sous  forme  de 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

t    et    t\o%t\ 
elles  dépendent  d'une  constante  arbitraire, 

7.  Dans  les  conclusions  générales  du  paragraphe  1  de  ce  Chapitre, 
a  été  exclu  le  cas  où  X  est  un  entier  positif  ou  l'inverse  d'un  entier 
positif.  Ces  cas  se  ramènent  au  cas  particulier  que  nous  venons  d'étu- 
dier. Pour  le  faire  voir,  considérons  le  système 

dx 

<-j^  =  m  y  -h  aa?  -+-.. ., 

les  ternies  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier,  et  m 
étant  un  entier  positif.  En  posant, 


^  =  ^(/+r=^)' 


on  ramène  ce  système  au  suivant, 
dx 

dy'      ,  ,      , 

c'est  un  système  de  la  même  forme  où  m  est  remplace  par  ni  —  i .  On 
pourra  donc,  en  opérant  de  proche  en  proclie,  être  ramené  au  cas 
où  m  =  I,  que  nous  venons  d'étudier. 


III.  —  Réduction  de  l'équation  à  des  formes  simples. 

8.  Nous  avons  dit  (§  2)  que  Briot  et  Bouquet  (*)  réduisent,  en 
général,  l'équation  à  une  forme  plus  simple,  moyennant,  il  est  vrai, 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique^  t.  \\l,  p.  161. 
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quelques  hypothèses  complémentaires.  Reprenons  Téquation 


dx  __  dy 
X""  T' 


que  nous  écrirons 


Les  quantités  x  tl  y  s^annulent  en  même  temps.  Supposons  que^v 

dy 
soit  d'un  degré  déterminé  [jl  par  rapport  à  x,  et  de  telle  sorte  que  ^- 

soit  de  degré  [jl  —  i .  11  devra,  dans  ces  conditions,  y  avoir  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  précédente  des  termes  de  même  degré, 
à  savoir  les  termes  de  moindre  degré.  On  aura  alors  une  relation  de 
la  forme 

ce  qui  donne 

^       a'-f-i  — a 

Le  degré  [jl  est  donc  alors  un  nombre  commensurable  (  *  ). 

Soit  [ji=  —  ;  posons 

x  =  ti^ 
y  =  vtP, 
il  viendra 

(AV«'r/'»'-»-^P'-H...)  (ptP-^v-h  tP'^\  —  (A('«^/'«'*-«'P-+-...)^/^-»=  o; 

mais  on  a 

(a'H-i)(ji-f-  P' =  a|i -+-  P  -h  I 

ou 

/?(a'-H  i)  H- y  p' = /?« -h  ^(  P -h  I). 

La  variable  t  entre  donc  au  même  degré  dans  tous  les  termes  du 
premier  groupe,  et  à  un  degré  plus  élevé  dans  les  autres  termes. 


(<)  Nous  supposons  que  l'équation  donnant  (i  ne  se  réduise  pas  à  une  identité. 
Cette  circonstance  peut  se  présenter;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l'équation 

où  k  représente  une  constante.  Le  degré  de  y  par  rapport  à  x,  qui  est  k^  n'est  pas, 
en  général,  commensurable. 
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Après  division  par  la  puissance  de  t  en  facteur  dans  chaque  terme, 


on  aura 


Considérons  alors  l'équation 

Soit  s'q  une  racine  de  celle  équation;  en  posant 

nous  avons  pour  u  l'équation 

du 

o  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  w  =  o,  ^=  o  et  s'annulant 
pour  ces  valeurs.  Ceci  suppose  que  r©  n'annule  pas  séparément  les 
deux  polynômes 

At>«-h...     et    AV«'h-.... 

9.  Pour  trouver  l'ensemble  des  termes  correspondant  au  moindre 
degré,  Briot  et  Bouquet  procèdent  comme  dans  l'étude  des  fonctions 
algébriques.  Dans  un  plan,  traçons  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oy^  et  marquons  les  points  qui  ont  pour  coordonnées  (a,  ^-1-  i), 

(a'-i-  i ,  p'), Nous  voyons  d'abord  qu'à  des  termes  de  même  degré 

infinitésimal  correspondent  des  points  placés  en  ligne  droite;  et,  en 
effet,  la  valeur  de  [x  trouvée  précédemment  montre  que  la  droite  qui 
joint  les  points  correspondant  à  deux  termes  de  même  degré  a  une 
direction  constante;  celle  droite  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  obtus 
dont  la  tangente  en  valeur  absolue  est  égale  à  [jl.  Si,  par  un  point 
quelconque,  (a"H-i,  3'')  ou  (a",  &"-[-i),  on  fait  passer  une  droitie 
parallèle  à  la  direction  constante,  cette  droite  ayant  pour  équation 

^— S'  =  — iKir  —  a'-i) 
OU 

son  ordonnée  à  l'origine  P"-i- [A(a"-f- i)  ou  ,3"h- i  H- [xa"  surpasse 
d'une  unité  le  degré  du  terme  correspondant.  Il  en  résulte  que  les 
droites  parallèles  sur  lesquelles  sont  placés  les  points  qui  corres- 
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pondent  aux  divers  groupes  de  termes  s'éloignent  de  Torigine  à 
mesure  que  le  degré  de  ces  termes  augmente;  par  conséquent,  la 
droite  qui  passe  par  des  points  d'un  groupe  de  moindre  degré  laisse 
à  sa  droite  tous  les  autres. 

Nous  sommes  donc  conduits,  comme  dans  l'étude  des  courbes 
algébriques,  à  former  une  ligne  polygonale,  aux  différents  côtés  de 
laquelle  correspondront  des  termes  de  même  degré.  Que  l'on  imagine 
une  droite  coïncidant  d'abord  avec  Or  et  se  mouvant  parallèlement 
à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  premier  point;  qu'on  la 
fasse  alors  tourner  autour  de  ce  premier  point  en  diminuant  son 
ordonnée  à  l'origine  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  deuxième  point; 
qu'on  la  fasse  tourner  autour  de  ce  deuxième  point  dans  le  même 
sens  jusqu'à  ce  qu'elle  en  rencontre  un  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  la  droite  devienne  parallèle  à  Ox.  On  formera  ainsi 
une  ligne  polygonale  dont  chaque  côté  passe  par  deux  ou  plusieurs 
points  et  laisse  tous  les  autres  à  sa  droite.  Chacun  des  côtés  de  cette 
ligne  convexe  donnera  une  manière  d'établir  un  groupe  de  termes 
permettant  de  faire  la  transformation  du  paragraphe  précédent,  et  l'on 
aura  ainsi  les  diverses  intégrales  répondant  aux  conditions  initiales. 

10.  Revenons  à  l'équation 
du 

e-^  =?(w,  0»       0(0,  o)  =  o. 

Son  étude  complète  se  trouve  faite  dans  les  deux  Sections  précé- 
dentes, pour  le  cas  général  où,  posant 

(p (  M,  i  )  =  a^  -+-  6a  -H . . . , 

le  coefficient  b  n! est  pas  nul. 

Nos  théories  générales  ne  s'appliquent  pas  à  ce  cas  particulier. 
Nous  savons  seulement  qu'il  y  a,  dans  ce  cas,  une  intégrale  holo- 
morphe  dans  le  voisinage  de  ^  =  o  et  s'annulant  pour  ^  =  o  ;  son 
existence  se  trouve  établie  par  la  même  analyse  que  celle  qui  a  été 
employée  dans  l'étude  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  t  et  ^,  au  cas  où  b  n'était  pas  nul  (on  ne  considère  ici 
qu'un  développement  suivant  les  puissances  de  t).  En  désignant 
par  Wo  l'intégrale  holomorphe,  et  posant 

a  =  Mo  -*"  ^ 
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on  aura  une  équation  de  la  forme 
dv 

le  terme  Ai'"»(m^i)  étant  le  terme  de  moindre  degré  en  v  se  rencon- 
trant dans  la  parenthèse.  Pour  avoir  quelque  renseignement  sur  les 
intégrales  de  cette  équation,  posons 

on  aura  une  équation  de  la  forme 

<}^()v,  v)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  X  =  o,  vz=  o,  et  étant 
différente  de  zéro  pour  ces  valeurs  de  X  et  v.  Écrivons  l'équation 
précédente 

çm-t-i       =  x[A  ^-  Bi;  -h. .  .H-  Hi^'w-h  K(;'«-^->-4-. . .-+-  X/(X,  v)], 
et  considérons  d'abord  Téquation 

pm-t-i        =X(A-hB(>-h...-+-Hp'«). 
av 

L'intégration  est  immédiate. 
Nous  aurons 

en  posant 

/   X         A  B 

*^    ^       /np"»        (m  — !)(;"»-> 

Si  Ton  fait  tendre  (^  vers  zéro,  dans  une  direction  convenable, 
X  tendra  vers  zéro.  Prenons  alors 

X=  wv^e-r*'^; 

l'équation  à  laquelle  satisfera  w  sera 
dw 

On  aura  pour  cette  équation  une  intégrale  tendant  vers  une  valeur 
arbitraire  iv©,  quand  ç  tend  vers  zéro  dans  une  direction  telle  que  e~9^*'^ 
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tende  vers  zéro  en  même  temps  que  i',  ce  qui  est  évidemment  pos- 
sible. Mais  on  a  ' 

Donc  /  tendra  aussi  vers  zéro,  en  tournant  d'ailleurs,  en  général, 
une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine.  Nous  arrivons  donc  à  la 
conclusion  suivante  : 


L'équation 

» 

dt 


t-^  =o(a,  0         [?(o.  o)  =  o], 


o(ii,  i)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o^  t  =  o  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  w,  admet  une 
infinité  de  courbes  intégrales  se  rapprochant  indéfiniment  de 
l*  origine, 

11.  En  faisant  la  réduction  du  §  8,  nous  avons  supposé  que  v^ 
n'annulait  pas  à  la  fois  deux  polynômes  en  ç.  S'il  en  était  ainsi, 
l'équation  entre  a  et  ^  prendrait,  en  général,  la  forme 


du  _    au-^  bt 


En  posant 
elle  devient 


dt       a' u-^  b' t -{-,, 
au-^  bt  =  wt^ 


dw 
(6)  /i_  =:a(v-hp/-h.... 

C'est  là  un  type  d'équations  pour  lequel  se  présentent  des  cir- 
constances toutes  différentes  de  celles  que  nous  avons  rencontrées 
jusqu'ici.  Le  point  ^  =  o  est  ici,  en  général,  une  singularité  essen- 
tielle, comme  le  montre  l'exemple  simple  de  l'équation 

.  dw 

t^—T-  =  OLW, 

dt 

L'équation  (6)  n'admettra  pas,  en  général,  d'intégrale  holo- 
morphe;  c'est  une  circonstance  qui  mérite  d'être  signalée,  car  le 
calcul  des  coefficients  du  développement  peut  se  faire  de  proche  en 
proche,  et  cependant  le   développement   n'est   pas   convergent.   Il 
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suffira,  pour  prouver  celte  asserlion,  de  considérer  l'équation 

(Iw 
Soit 

on  aura 

aA,-4-p  =  o,         A,a  =  A,,         ...,        A„a  =  (n  —  i)A;,- 1,         ...: 

donc 

A„a''-»  =  1.  •/...( /i  —  i)  Ai; 

on  a  donc  la  série  de  terme  général 

qui  ne  converge  manifestement  que  pour  a?  =  o. 

12.  Dans  les  réductions  faites  dans  cette  Section,  nous  avons  sup- 
posé, avec  Briot  et  Bouquet,  que  certaine  variable  était  de  degré 
déterminé  par  rapport  à  certaine  autre.  Pour  une  étude  plus  appro- 
fondie, nous  renverrons  aux  Mémoires  de  M.  H.  Dulac,  que  nous 
avons  cités  à  la  fin  de  la  première  Section  de  ce  Chapitre. 

En  étudiant  plus  loin  le  cas  où  x  et  ^  restent  réelles,  nous  revien- 
drons sur  les  équations  ditlérentielles  de  la  forme 

dy 

F(jr,  ^)  étant  holomorplie  autour  de  x  =  o,  ^  =  o,  et  s'annulant 
pour  ces  valeurs 

rv.  —  Équations  différentielles  du  premier  ordre  non  résolues 
par  rapport  au  coefficient  différentiel. 

13.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  des  équations  différentielles 

,    ,     dy         . 
pour  lesquelles  la  dérivée  -^  était  une  fonction  uniforme  de  x  et  ^, 

tout  au  moins  dans  le  voisinage  d'un  certain  système  de  valeurs  de  x 
et  y.  Considérons  maintenant  une  équation  non  résolue 


fE)  /(-•^'^)=«' 
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y  désignant  un  polynôme  en  -f-  •  'Soil  un  système  de  valeurs  (xq^  y^) 
de  (x,  y).  Si  l'équation 

admet,  pour  j:=jro,  v=^'oï  une  racine  simple  Yo,  on  pourra 
regarder  Y  comme  une  fonction  uniforme  Ae  x  et  y  dans  le  voisinage 
de  X  =  Xoyy=yoj  et  nous  nous  trouverons,  pour  Tétude  de  Téqua- 
tion 

dans  un  cas  simple  :  l'intégrale  ^  devenant  égale  à  ^o  pour  x  =  Xq 
sera  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  le  voisinage  de  Xq  (si  Yo 
est  fini);  si  Y©  est  infini  (simple)  pour  x  ^  Xq^  y=zy^^  l'intégrale 
devenant  égale  à  ^o  pour  x=i  Xq  a,  en  ce  point,  un  point  critique 
algébrique. 

Supposons,  au  contraire,  que  Y©  soit  une  racine  multiple  d'ordre  m 
de  l'équation 

les  circonstances  seront  tout  autres.  Soit 

nous  avons  d'une  manière  générale,  en  développant, 

àxo  (^Jo  à\o 

toutes  les  dérivées  --^f  •••>  -r^T^rr  étant  nulles. 
Posons 

y  =  Yo;r'-+-y, 

ce  qui  conduit  à  la  relation 

Y.+  Y=Y.-.g         ou         g  =  Y'. 


Nous  avons  alors 


Y''«H-...=  o, 
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dy" 
équation  diflérentielle  entre  x',  jk*  et  Y'=  ~^.  Nous  poserons  enfin 

et,  par  conséquent,  en  supposant 


on  aura 


..  ^^ 


ip'^ni  =—  mt-^x*  r^{x\  t)j 


cp(j:",  £)  étant  hoiomorphe  dans  le  voisinage  de  af  =  o^  /  =  o.  Or 
nous  savons  que  cette  équation  en  t  admet  une  intégrale  hoiomorphe 
s'annulant  pour  a?"  =  o. 

Donc,  l'intégrale  de  l'équation  (E),  prenant  pour  Xq  la  va- 
leur  y Q,  sera,  en  général,  une  /onction  ayant  m  valeurs  autour 
du  point  Xq. 

14.  Dans  le  cas  où  Ton  aurait 

âxo  dyo 

en  même  temps  que 

des  circonstances  différentes  pourraient  se  présenter.  On  aurait  alors 
à  chercher  l'ordre  infinitésimal  de  Y'  par  rapport  à  x';  il  faudrait 
pour  cela  employer  des  considérations  analogues,  quoique  dans  des 
cas  plus  compliqués,  à  celles  dont  nous  nous  sommes  servi  au  com- 
mencement de  la  Section  précédente.  Mais  nous  renverrons,  pour  ce 
point,  au  Mémoire  déjà  cité  de  Briot  et  Bouquet,  et  nous  terminerons 
ce  Chapitre  par  quelques  remarques  sur  les  singularités  des  intégrales 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre,  ayant  pour  objet  de 
compléter  ce  que  nous  avons  déjà  dit  à  ce  sujet  (t.  II,  2^  édition, 
p.  367  et  suiv.). 

Ajoutons  seulement  que  la  racine  multiple  Y©  a  été  supposée  finie; 
mais,  en  regardant  x  comme  fonction  de  ^,  la  discussion  précédente 
trouvera  son  application. 
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15.  Supposons  que  le  premier  membre  de  (E)  soil  un  polynôme 
en  K,  -^  et  même  en  x  (cette  dernière  hypothèse  ne  serait  pas  indis- 
pensable). Cherchons  quelles  circonstances  pourraient  nous  arrêter 
quand  nous  ciFectuons  le  prolongement  analytique  d'une  intégrale. 
Tant  que  Y  ne  cesse  pas  d'être  une  fonction  bien  déterminée  ayant 
une  valeur  (finie  ou  infinie)  pour  le  système  correspondant  de  valeurs 
de  X  et  y^  il  n'y  a  aucune  difficulté  ;  l'intégrale  y  sera  une  fonction 
de  X  qui  ne  présentera  que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algé- 
briques. Dans  le  cas  où  Y  cesse  d'être  une  fonction  uniforme  de  x 
el  y  pour  un  certain  système  de  valeurs  de  ces  grandeurs,  il  en  est 
encore  de  même  en  général,  comme  nous  venons  de  le  voir  au  para- 
graphe précédent.  Ceci  peut  cesser  d'être  vrai  dans  des  cas  particu- 
liers, mais  alors  les  systèmes  de  valeurs  de  a?  et  ^  devant  satisfaire 
aux  trois  équations 

/(..^.Y)  =  o,        1  =  0,         |^y|=o 

sont,  sauf  des  cas  très  particuliers  (*),  en  nombre  limité,  et  les  va- 
leurs de  {x)  pour  lesquelles  il  peut  en  être  ainsi  sont  déterminées. 

Changeons,  dans  (E),  ^  en  —  >  il  y  aura  certains  systèmes  de  va- 
leurs de  {x^  y)  où  y  sera  nul,  et  présentant  le  caractère  singulier  de 
satisfaire  à  la  fois  à  un  système  de  trois  équations  :  nous  serons  ainsi 
conduit  à  considérer  un  certain  nombre  de  valeurs  parfaitement  dé- 
terminées de  X, 

Si  maintenant  nous  écartons  les  diverses  valeurs  de  x  sur  lesquelles 
nous  venons  d'appeler  l'attention  et  que  nous  pouvons  appeler  va- 
leurs singulières,  nous  sommes  assuré  que  toute  intégrale  prenant 
en  un  point  X  différent  de  ces  points  singuliers  une  valeur  déter- 
minée aura  en  X  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un  point  critique 
algébrique. 

On  est  donc  conduit  à  cet  énoncé  que,  en  dehors  de  certains 
points  qu'on  peut  marquer  à  Vavance,  toute  intégrale  d^unc 
équation  algébrique  du  premier  ordre  ne  peut  avoir  comme  sin- 
gularités que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 


(*)  Noas  y  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant,  où  nous  traiterons  des  solutions 
singulières. 
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Ce  théorème  est  fondamental,  et  l'on  s'est  souvent  borné,  pour 
l'établir,  à  des  raisonnements  équivalents  à  ceux  que  nous  venons  de 
faire.  La  démonstration  manque  cependant  de  rigueur;  car  on  pour- 
rait se  demander  si  un  point  X,  différent  des  valeurs  singulières  que 
nous  avons  réservées,  ne  pourrait  pas  être  pour  une  intégrale  un 
point  d'indétermination  où  cette  intégrale  ne  prendrait  pas  une  va- 
leur déterminée. 

Nous  avons  déjà  examiné  cette  question  dans  le  cas  où  l'équation 

est  du  premier  degré  en  -^^  Comme  je  l'ai  dit  alors  (t.  Il,  loc*  cii,), 

c'est  M.  Painlevé  qui  a,  le  premier,  approfondi  la  difficulté  qui  sub- 
sistait. La  marche  suivie  pour  établir  le  théorème  de  M.  Painlevé 
peut  se  transporter  ici  sans  modification,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement. 

Au  point  X  correspondent  certaines  valeurs  de  Y 


Y„    Y„     ...,    Y, 


v- 


(parmi  lesquelles  peut  se  trouver  l'infini)  telles  que  l'intégrale  y^ 
prenant  pour  j:  =  X  une  de  ces  valeurs,  ait  en  X  un  pôle  ou  un 
point  critique  algébrique;  nous  avons  vu  plus  haut  comment  on 
pourrait  obtenir  ces  valeurs.  11  n'y  a  qu'à  répéter  alors  ce  que  nous 
avons  dit  (t.  11,  p.  368  et  suiv.). 
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CHAPITRE  IIL 

DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 


I.  —  Équations  du  premier  ordre  (>). 

1.  Considérons,  pour  plus  de  netteté,  une  équation  différentielle 
algébrique  entre  Xj  y  et  ^, 

(i)  A^^y^y)  =  ^' 

On  envisage  une  fonction  y  de  x  satisfaisant  à  cette  équation.  Si, 
pour  une  valeur  de  x  et  la  valeur  correspondante  de  y,  y  est  une 
fonction  uniforme  et  continue  Ae  x  el  y  dans  le  voisinage  de  ces 
valeurs,  la  solution  qui  nous  occupe  pourra,  dans  le  voisinage  au 
moins  de  la  valeur  considérée  de  J7,  être  obtenue  par  l'application  du 
ihéorème  fondamental  relatif  à  l'existence  des  intégrales.  Mais  si, 
pour  l'ensemble  des  valeurs  de  j"  et  j^  correspondant  à  une  solution, 
y  n'est  jamais  une  fonction  uniforme  et  continue  de  x  et  ^',  nous  ne 
pourrons,  en  appliquant  le  théorème  fondamental,  faire  dans  le  voi- 
sinage d'aucune  valeur  de  x  le  développement  en  série  de  cette  solu- 
tion. Si  une  telle  solution  existe,  on  la  dira  une  solution  singu- 
lière. 

Ces  solutions  s'obtiendront  en  écrivant  que  l'équation  (i),  consi- 
dérée comme  équation  en  j^',  a  une  racine  multiple.  On  aura  donc  à 


(*)  Cette  Seclioo  n'est  que  la  reproduction  d'une  Leçon  faite  en  1886  sur  ce  sujet 
et  reproduite  dans  mon  Cours  lithographie  (Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des 
Sciences,  1886-1887). 
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éliminer  j^'  entre  les  deux  équations 

On  est  ainsi  conduit  à  la  relation 

qui  peut  se  décomposer  en  plusieurs  courbes.  Les  solutions  singu- 
lières doivent  satisfaire  à  cette  équation.  Mais  celle-ci  ne  donnera 
pas  nécessairement  des  fonctions  j^  de  x  satisfaisant  à  Péquation  diffé- 
rentielle ;  il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  prendre  le  cas  particulier  de 
l'équation 

où  Q(*r,  y)  est  un  polynôme  arbitraire  en  x  et  y;  la  fonction  définie 
par  l'équation  Q(^x^  y)  =  o  ne  satisfait  pas,  en  général,  à  l'équa- 
tion (2). 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que  l'équation  (i)  n'a  pas,  en  gé- 
néral, de  solution  singulière, 

2.  On  pourrait  en  rester  là  et  se  borner  à  dire  qu'il  n'y  a  qu'une 
vérification  à  faire;  mais  la  question  mérite  d'être  approfondie, 
même  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

Reprenons  l'équation  (i)  et  l'équation 

obtenue  par  l'élimination  indiquée,  et  supposons  que  la  courbe 
Q  =  o  ne  corresponde  pas  à  une  intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle, ce  qui,  nous  l'avons  dit,  est  le  cas  général. 

Soit  j?  =  a,  y  =  P  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q  =  o.  Nous 
allons  chercher  les  intégrales  de  (i)  qui  pour  x  =  a.  deviennent  égales 
à  p,  et  telles  que  la  dérivée  correspondante  y  soit  précisément  la 
racine  multiple  de  l'équation  en  y  pour  x  =  a,  ^  =  [3. 

En  restant  dans  la  généralité,  nous  supposons  que  cette  racine 
multiple  est  double.  L'équation 

A^,y^y)  =  o 

a  alors,  pour  ^  =  a,  ^  =  p,  une  racine  double,  et  deux  racines  de  cette 
équation  se  permutent  autour  de  :r  =  a,  j^  =  [3. 
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La  somme  et  le  produit  de  ces  deux  racines  seront  des  fonctions 
uniformes  de  x  et  y  dans  le  voisinage  de  (a,  P)',  y  pourra  donc  être 
considéré  comme  racine  d'une  équation  du  second  degré  dont  les 
coefficients  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  (a,  P).  Nous  pou- 
vons, par  suite,  écrire 

y=  X(x,  y)  H-  G(a7,  y)  )/B(x,y), 

A,  C  et  B  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  àe  x  —  a 
el  y  —  p.  De  plus,  la  fonction  y  Ae  x  définie  par  Q(j:,^)  =  o  et 
prenant  pour  j?  ^  a  la  valeur  j3  annulera  identiquement  B(;r,  ^), 
puisque,  pour  les  points  de  la  courbe  Q,  les  deux  valeurs  de  y 
doivent  être  égales. 

Nous  pouvons,  pour  abréger  l'écriture,  supposer  a=  p  =  o;  on 
aura  alors 

B(ar,  >')  =  ax  -f-  by  ->r-, . ., 
A(x^  y)  =  A  ^  axx  -h  bxy  -h- 

Pour  07  =  y  =  o,  on  a  J^=  A.  Cette  valeur  doit  être  distincte  du 
coefficient  angulaire  de  la  courbe  Q  =r  o  à  l'origine  ;  car,  autrement, 
comme  cette  origine  est  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q,  celle-ci 
satisferait  à  l'équation  différentielle,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Mais  nous  avons  dit  qu'on  avait  B(x,  y)  =  o  pour  tout  point  de  la 
courbe  Q;  donc  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est 

donné  par  —  -r;  nous  devons  donc  supposer 

a  -+-  bX  ^  o. 

Ceci  étant  bien  compris,  posons 

y  =  \x\        x  =  x'^; 


on  aura 


(3) 


f  H-  G(a7'«,  \x*)ix's/a  -h  6X  -h  x'(. . .). 


On  peut  trouver  une  intégrale  de  cette  équation  différentielle  qui, 
pour  x^=  o,  prend  la  valeur  A;  car  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  x'  et  A  dans  le  voisinage  de  x'=o,  X  =  A 
(puisque  a  +  6  A  ^z^  o)  ;  de  plus,  il  s'annule  pour  ces  valeurs.  L'équa- 
tion (3)  rentre  donc  dans  le  type  de  celles  que  nous  avons  étudiées 
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(Chap.  II,  §  2);  le  coefficient  6,  qui  jouait  le  rôle  essentiel,  est  ici 
égal  à  —  2.  Nous  avons  donc  une  intégrale  holomorphe  de  cette  équa- 
tion prenant  pour  a;'  =  o  la  valeur  A,  soit 

X  =r  A  -hpx'-{-  qx'^-h 

Donc  on  aura 

^  =  Aa?  -h  px^  -h 

En  employant  le  langage  géométrique,  on  voit  que  le  point  :r=  o, 
y  =  o  est  un  point  de  rebroussement  pour  cette  intégrale;  d'où  cet 
important  théorème  : 

La  courbe  Q  =  o  {qui  est  supposée  ne  pas  satisfaire  à  l'équa- 
tion différentielle)  est,  en  général,  le  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement des  courbes  intégrales  (*). 

3.  Attachons-nous  maintenant  au  cas  où  il  y  aurait  des  solutions 
singulières.  Ces  solutions  proviennent  de  l'élimination  de  y  entre 
les  équations 

Lagrange  a  remarqué  qu'à  ces  deux  équations  on  doit  en  adjoindre 

une  troisième,  obtenue  en  dilTérentiant  la  première  et  tenant  compte 

de  la  seconde  : 

àf      àf    , 

—  -h  —  y  =  o. 

àx       à  y' 

Ainsi,  la  solution  singulière  devra  satisfaire  aux  trois  équations 

^f  ^f       ¥    , 

Ces  trois  équations,  considérées  comme  équations  en  j^,  ne  pour- 
ront pas,  en  général,  être  vérifiées  pour  une  succession  de  valeurs 
de  X  et  y  correspondant  à  une  courbe.  Une  condition  nécessaire  pour 
l'existence  des  solutions  singulières  est  donc  qu'il  y  ait  une  succes- 


(*)  On  trouvera  une  démonslriition  géométrique  de  ce  théorème  dans  uo  Mémoire 
fondamental  de  M.  Darboux  sur  cette  théorie  des  solutions  singulières  des  équa- 
tions   dilTérentielles    du    premier   ordre    {Bulletin   des    Sciences   mathématiques^ 

.873). 
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sion  de  valeurs  de  a;  et  y  correspondant  à  une  courbe  P(^,  y)  =  o, 
pour  lesquelles  les  trois  équations  aient  une  solution  commune.  Cette 
courbe  pourra  constituer  une  partie  de  la  courbe  Q(x,  y)  =  o  pré- 
cédemment considérée.  D'ailleurs,  l'équation  P{x,  y)=zo  donnera 

certainement  une  solution  singulière^  si  -p  n'est  pas  identiquement 

nul  pour  la  valeur  j^  de  x  tirée  de  Téquation  P  =  o.  Soient,  en  effet, 
les  trois  équations 

/(^,^.X)  =  o,         1  =  0,  g-HX^=o, 

qui  ont  une  solution  commune  en  X,  si  P(.r,  y)  =  o.  Cette  solution 
commune  peut  être  considérée  comme  fonction  de  ;r  ;  en  différentiant 
la  première,  on  aura 

àf        àf  dy 
ôx        ôy  dx 


et,  par  suite, 


ôy  \  dx  ) 


On  a  donc,  si  ,-  n'est  pas  nul  identiquement  quand  on  remplace  j< 
et  \  par  leur  valeur  en  fonction  de  x^ 


X  = 


dx 


ce  qui  montre  que  la  fonction  y  Aq  x  tirée  de  l'équation  P(j:,  y)  =z  o 
satisfait  à  Téquation  différentielle 


/(^i  7» 


g)" 


4.  Nous  avons  tout  à  l'heure  cherché  les  solutions  de  (i)  qui, 
pour  :r  =  a,  devenaient  égales  à  ^  quand  (a,  P)  était  sur  la  courbe  Q, 
cette  courbe  n'étant  pas  une  courbe  intégrale. 

Proposons-nous  maintenant  la  même  question  en  supposant,  au 
contraire,  qu'il  existe  une  solution  singulière  P(x,  ^)=:o.  Soit  (a,  [3) 
un  point  arbitraire  de  cette  courbe.  Nous  allons  chercher  les  inté- 
grales de  l'équation  différentielle  proposée  qui,  pour  ar  =  a,  prennent 
la  valeur  ^. 

Parmi  ces  intégrales,  il  y  a,  bien  entendu,  la  fonction  algébrique  y^ , 
P.  -  III.  4 
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définie  par  réquation 

et  pouvant  être  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a.  Nous 
allons  voir  qu'outre  celte  solution  il  y  a  une  seconde  solution.  Repre- 
nons, à  cet  effet,  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

^  =  A(ar,^)-hG(a7,^)/Blï7jÔ. 

Comme  nous  supposons  que  y^  est  une  solution  singulière,  on 
aura  à  la  fois 

Posons 
l'équation  deviendra 

^  =  5  ç,(a?)  -+-  z«  cp,(a7)  -4-. .  .-4-  C(ar,  j',  -h  z)  ^5  <|/,(a:) -h  z«  <|/,(ar) -h. . .: 

les  fonctions  ^  et  t{/  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  X — a,  et  'j'«(^),  en  général,  ne  s'annule  [pas  fpour  j:  =  a.  Nous 
avons  à  étudier  les  intégrales  de  cette  équation  en  z.  s'annulant  pour 
a;  =  a.  11  y  a  évidemment  la  solution  2  =  0.  Posant  alors 

z  =  z'*, 
on  aura  l'équation 

2  ^  =  «'?!  {x)  -h  z'5«p,(a:  )  -h  ...  -h  Q*ix,yx  -+-  V«)^iVi(ar) -+- V*  <|/,(ar) -h  .  .  .. 

Dans  le  voisinage  de  ^=a,  2'=  o,  le  second  membre  est  holo- 
morphe,  puisque  A,(a)p^o;  on  fixera  d'ailleurs  arbitrairement  le 
signe  du  radical.  Cette  équation  donnera,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental, y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  et  l'on 

aura 

z=a(j'  —  OL)'^-\-b{T — a)* -h 

Il  est  clair  que  les  deux  déterminations  du  radical  donnent,  pourjï', 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contrait  es,  par  suite,  une  même  va- 
leur pour  z.  Nous  avons  donc  la  solution  non  singulière 

j'  =  ^'  1  -h  a(  r  —  a  ;*  -h  6  x  —  a  ;»  -h . . . 
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el  il  est  évident  que  la  courbe  P(j7,  ^)  =  o  est  tangente  au  point 
(a,  ^)  à  la  courbe  représentée  par  la  dernière  équation;  d'où  ce 
théorème  : 

Quand  il  existe  une  solution  singulière,  elle  est  tangente  en 
chacun  de  ses  points  à  une  solution  non  singulière. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer,  sous  forme  géométrique,  de  la 
manière  suivante  : 

La  solution  singulière,  quand  elle  existe,  est  l'enveloppe  des 
courbes  intégrales, 

o.  Dans  cette  question  des  solutions  singulières,  on  s'est  longtemps 
placé,  a  priori,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  enveloppes.  Partant 
de  la  conception  de  l'intégrale  générale 

F(x,  7,0  =  0, 

Lagrange  remarque  que  cette  famille  de  courbes,  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire,  a  une'enveloppe  el,  puisque  l'enveloppe  est  tan- 
gente à  chacune  des  enveloppées,  cette  enveloppe  satisfera,  comme 
les  enveloppées,  à  l'équation  différentielle 

fi^^y^f)  =  *»• 

il  semblerait  donc,  à  ce  point  de  vue,  et  c'était  l'opinion  de 
Lagrange,  que  les  équations  du  premier  ordre  ont,  en  général,  des 
solutions  singulières;  ce  résultat  est  tout  à  fait  opposé  à  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut. 

L'explication  de  cette  contradiction  est  facile.  A.  une  équation 
différentielle  arbitraire  /(x,  7,  y)  =  o  ne  correspond  pas,  comme 
intégrale  générale,  une  famille  de  courbes 

F(a7,7,G)  =  o 

à  laquelle  on  puisse  appliquer  la  théorie  des  enveloppes;  je  veux  dire 
que  l'enveloppe  donnée  par  la  théorie  classique  ne  sera  pas  en  chacun 
de  ses  points  tangente  à  une  enveloppée,  mais  sera  un  lieu  de  points 
singuliers.  Il  peut  paraître  étrange  au  premier  abord  qu'à  une  équa- 
tion différentielle  arbitraire  corresponde  une  famille  de  courbes 
jouissant,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  enveloppes,  de  propriétés 
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spéciales,  tandis  qu'à  une  famille  arbitraire  de  courbes  pour  laquelle 
on  pourra  appliquer  la  théorie  des  enveloppes  correspondra  une 
équation  différentielle  spéciale,  qui  aura  une  solution  singulière. 
Mais,  comme  le  remarque  Clebsch,  ceci  n'est  pas  plus  étonnant  que 
le  fait  auquel  nous  sommes  si  habitués  relativement  aux  coordonnées 
ponctuelles  et  tangentielles.  Nous  savons  en  effet  qu'une  courbe  gé- 
nérale en  coordonnées  ponctuelles  a  des  singularités  tangentielles, 
et  inversement  une  courbe  générale  en  coordonnées  tangentielles  a 
des  singularités  ponctuelles. 

6.  Indiquons  un  exemple  des  théorèmes  généraux  démontrés  plus 
haut.  Soil  l'équation 

y  —  ixy  —  y^=o  : 
les  trois  équations  du  §  3  sont  ici 

y  —  ixy—y^=^o,     x-^y  =  o,     y=o. 

Ces    trois   équations   n'ont  de   solution  commune   en  y   que    pour 
X  =y  =  o.  Il  n'y  a  donc  pas  de  solution  singulière. 
En  éliminant^'  entre  les  deux  premières,  il  vient 

La  théorie  générale  (§  2)  nous  apprend  que  la  courbe 

y  -+-  x*  =  o 

est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales.  Dans 
le  cas  actuel,  l'intégration  complète  est  facile  à  effectuer,  l'équation 
étant  de  celles  qui  s'intègrent  par  différentiation.  On  trouve  ainsi 
pour  intégrale  générale 

{^xy-^-'AX^-^-  C)»— 4(^-4- j'«)5  =  o, 

et  l'on  voit  bien  que  y-^x^=o  est  le  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement des  courbes  intégrales. 

II.  —  Systèmes  d'équations  simultanées. 

7.  L'analyse  développée  dans  la  Section  précédente  s'étend  d'elle- 
même  à  un  système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre.  Con- 
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sidérons  le  système  de  m  équations 

(4)  )/«(->^«'         '^^-"£-'-"^)=^^ 


les/  étant  des  polynômes.  Les  dérivées  ^>  •  •  • ,  -^  sont  des  fonc- 
tions algébriques  de  j?,  ^i,  y2y  •  •  •»  ym]  elles  peuvent  donc,  d'après 
un  théorème  élémentaire  d'Algèbre,  se  mettre  sous  la  forme 

-^   =Ri  (a:,  ^,,  ...,^„„>s), 


^ri  _ 


(5)  {     dx 


=  R,  (a?,  7,,  ...,  j'm,  v), 


-^   =R/,,(ar,^„  ...,>^;„,Z), 


les  R  étant  rationnelles  en  x,  y^^  . . .,  y  m  et  2.  Quant  à  2,  il  repré- 
sente une  irrationnelle,  fonction  algébrique  de  x^  y\t  y%t  '"^ym, 
déiinie  par  une  équation  algébrique 

(6)  A^.yi^yiy  ...,^m,^)  =  o. 

8.  Envisageons  ce  que  nous  avons  appelé  précédemment  une 
courbe  intégrale,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  valeurs  de  x^  y^, 
yi^  •••?  y  m  satisfaisant  aux  équations  différentielles.  Si  pour  tout 
point  (jr,  yt^  y. 2^  . . .,  y  m)  àe  cette  courbe  intégrale  la  valeur  corres- 
pondante de  z  tirée  de  l'équalion  (6)  est  une  racine  multiple  de  cette 
équation,  de  telle  sorte  que  z  cesse  d'être  une  fonction  uniforme  des 
m  H-  1  lettres,  dont  il  est  fonction  algébrique,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  la  solution  considérée  ne  pourra  pas  être  obtenue  par  l'appli- 
cation du  théorème  fondamental  relatif  à  rcxlstence  des  intégrales  ; 
nous  la  dirons  une  solution  singulière. 

Il  est  clair  qu'ici,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  équation,  il  rCy 
aura  pas  en  général  de  solution  singulière.  Pour  avoir  une  solu- 
tion singulière,  on  devra  d'abord  évidemment  éliminer  z  entre  les 
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deux  rqiialions 

on  obtient  ainsi  une  relation 

(7)  Q(^,ri.r»i  ...,ym)=-o. 

C'est  une  certaine  surface  sur  laquelle  doit  se  trouver  la  courbe  inté- 
grale singulière.  On  aura  alors  à  chercher  si  Ton  peut  satisfaire 
simultanément  aux  équations  (4)  et  (7).  Plusieurs  circonstances 
pourront  se  présenter.  L'élimination  d'une  des  fonctions,  y,n  par 
exemple,  entre  (4)  et  (7)  conduira  à  un  système  de  m  équations  à 
m  —  1  fonctions^,,  . . .,  jK/w-M 


?/// 


(^,r........«.-..^.-.%^)=o. 


et  ces  m  équations  seront  en  général  incompatibles.  Desimpies  déri- 
vations et  éliminations  permettront  de  reconnaître  si  ces  équations 
sont  ou  non  compatibles  et  quel  est  le  degré  de  généralité  des  solu- 
tions communes.  Celles-ci  pourront,  suivant  les  cas,  être  complète- 
ment déterminées  ou  dépendre  d'une,  deux,  ...  ou  m  —  i  constantes 
arbitraires.  Si  les  solutions  ne  sont  pas  complètement  déterminées, 
elles  seront  données  par  un  système  d'équations  dilTérentielles. 

9.  Examinons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  aurait  pas  de  solution  singu- 
lière ;  nous  prenons  un  point  arbitraire  (a,  a,,  ...,  a^)  sur  la  sur- 
face 

et  nous  allons  chercher  les  courbes  intégrales  passant  par  ce  point. 
Nous  n'avons  qu'à  raisonner  comme  dans  la  Section  précédente.  En 
supposant,  pour  rester  dans  la  généralité,  que  la  racine  correspon- 
dante z  soit  une  racine  double,  nous  aurons  pour  :;  une  expression 
de  la  forme 


«  =  A  X  yu  ...,  r,rt)-HC(a?,^j,  . . .,  j^m  )  v^B(j^,  vi,  ..-,  ym)-^ 
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et  nous  aurons  par  suite 

-^  =  A,  (ar, ^,,  ,..,y,n)-hCt  (a?,^,, . . o r« ) /B(^rjî7T777!r^, 

» 

les  A.,  C  et  B  étant  des  fonctions  holoinorphes  de  x^  ytj  ...,  ym 
dans  le  voisinage  de  a,  a,,  ...,  aL^-  De  plus,  on  a  nécessairement 
B(x,  ^1,  ..,^yn)=zo  pour  tout  point  de  la  surface  Q^o  voisin 
de  (a,  tti,  ...,  OLm)'  Nous  pouvons,  pour  simplifier  Técriture,  sup- 
poser a  =  ai  = . . .  =  a/n  =  o  ;  on  aura  alors 

A/(jr,  yx,  .  ..,ym)  =  A/-t-  A/^f  -h  ai/^^,  -f-  a,/x,-t-. .  .-4-  ar„iy,n-^"  . 
(*  =  i,  i,  ...,/n), 

B(^,J'l,  ..  ',  ym)  =  kx  -h  kxyi-h.  .  ,-h  krnym-^ 

Pour  JT  =  j^,  =  . . .  =  y^  =  o,  on  a 

dy- 

■^  =  A|        (i  =  i,2,  ...,  m). 

On  devra  avoir 

A:  -h  Ati  A,  -h  Atj  Aj  -t- . . .  -h  A-,n  A,„  ^  o  ; 

dans  le  cas  contraire,  en  effet,  le  point  considéré  étant  un  point  arbi- 
traire de  Q  =o,  on  aurait  l'identité 

,„,      <^B        dB  ^   ,  ^B    ,     , 

^8)      ^  H-  ^A,(j-,  j^,,  ,.,,  y,n)  -h...-+-  —k,n{x,y^,  -.-.ym)  =  o, 

vérifiée  pour  tout  système  de  valeurs  de  J?,  jKi?  •  •  -7  y  m  salisfaisanl  à 
Téquation  Q  =  o  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  Téquation  B  =  o. 
Les  équations  différentielles 

-^  =  A,  ix,y^,  ..,,ym), 

-^    =  As  (a:,  V,,  ...,^m), 


^=X.,(T,y, y^), 
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en  prenant  pour  système  de  valeurs  initiales  un  point  de  la  surface  Q, 
donneraient  alors  une  courbe  intégrale  située  sur  cette  surface;  pour 
le  voir  bien  nettement,  il  suffit  de  prendre  les  m  équations 

-^    =A,      {x,yx,..,,y^), 
• » 

—  Ê        =  A.„i_i(x,  j^i,  . . . ,  j'/ii), 

^{x,yu  "">ym)  =o. 

Une  intégrale  est  complètement  déterminée  par  le  système  indiqué  de 
valeurs  initiales,  et  Tidentité  (8)  montre  que  Ton  aura 

-^^  =  A,„  (  j-,  yxj  . . . ,  ym  )• 
10.  Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  poser 

Le  système  d'équations  difl'érenlielles  devient 

X  -j—,  =  —  2A| -h  aAi-h. . . 
cLx 

-h  C|(a?'«,  X,a-'',  ...,  \,nx'^)'ix'  y/k  -^  A,  X,  -h  ...  -t-  k,n  Ki  -H  ir'(     ) 
(t  =  I,  2,  ...,  m). 

Il  y  aura  un  système  d'intégrales  holoniorphes  prenant  respective- 
ment les  valeurs  A,,  A^.  . . .,  A;„.  Il  en  résulte  les  intégrales 

y^    =  \i   X  -+-/>!  a-'-h..., 

3 

yt  =  Xi  x-hpi  x^-^..., 
1 

3 
y,n==  XrnX-h  /)fnX^-h 

On  voit  donc  que  Von  obtient  une  courbe  intégrale  présentant 
un  rebroussement  au  point  considéré  de  la  surface  Q.  C'est  le 
résultat  que  nous  avions  obtenu  dans  le  cas  d'une  seule  équation. 

il.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ail  une  solution  singulière.  Nous 
transformerons  d'abord  les  équations  en  posant 

B(a7,  7i,^î,  ...,  y,n)  =  z. 
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d'où  Ton  tirera  y  m  en  fonction  holomorphe  de  a:,  jKm  y^t  •  •  •»  ym^\ 
et  s,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro.  Les  équations  deviennent 

\  -j^  =  !>/  (^1^1,  -..ij'm-i, -«)-♦-£/  (a?,  7,,  ...,^^_,,z)v/>5        (1=  1,2.  ..M^w  — i), 

f    ^     =  I>m(j5",>^l,  ...,  J'm-J,>S)H-E,„(a?,  J„  ...,>^^_,,Z)/Z, 

les  D  et  E  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x^  y^^  y^i  . .  •?  ^m-i> 
z  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  grandeurs. 

Différents  cas  peuvent  se  présenter. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  D,„  s'annule  identiquement 
pour  5  =  0;  on  voit  que  l'on  pourra  satisfaire  aux  équations  en 
faisant  ;;  =  o  et  en  prenant  pour  les  j^  des  intégrales  du  système 

-^  =  D/(a7,  ^j,  ...,^«_„o)        (*  =  i,2,  ...,m  — I). 

Nous  sommes  alors  dans  le  cas  où  l'intégrale  singulière  dépend 
de  m  —  1  constantes  arbitraires.  Considérons  une  de  ces  intégrales 
singulières,  celle,  par  exemple,  qui  correspond  pour  j:  =  o  à 

^,  = . . .  =  ^,„_i  =  ^  =  o. 

Nous  allons  chercher  s'il  y  a  une  autre  intégrale  de  (9)  prenant 
pour  x^=  o  ces  mêmes  valeurs.  Ecrivons  de  nouveau  les  équations 

-^  =  l>i{x,y^,  .*',ym-U^)     -^^i   {^,yu  '"^ym-U  «)/^» 

Or,  il  suffit  de  poser  z  =  z'^  pour  avoir  un  système  qui  se  présente 
sous  la  forme  ordinaire.  Nous  obtenons  donc  un  système  d'intégrales 
autre  que  le  système  considéré  d'intégrales  singulières,  prenant  les 
mêmes  valeurs  initiales,  et  il  est  manifeste  que,  pour  l'un  et  l'autre 
de  ces  systèmes,  les  dérivées  de  premier  ordre  ont  les  mêmes  valeurs 
initiales  :  nous  pouvons  donc  dire  que  l'on  a  une  courbe  intégrale 
tangente  à  la  solution  singulière, 

12.   Nous  avons  supposé,  dans  le  paragraphe  précédent,  que 
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était  identiquement  nul.  S^il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  poserons 

On  pourra  tirer  de  là,  en  général,  ym^\  en  fonction  holomorphc 
de  a*,  ^1,  . . .,  ^m-2j  "i  et  le  système  prendra  la  forme 

-^  =^i(x,yu  ...,rm-ï»",  ^)-Hei(a-,  r,,  . . .,  ^m-i,  ", -s) /«  (i  =  i,  a,  . . ..  m 

1rs  ^  étant  holomorphes  en  a,  y«,  . . .,  J^m-a»  Supposons  que  l'on  ait 

A,„_i(:r,  r,,  ...,r,«_j,o,  o) 

identiquement  nul.  Les  deux  dernières  équations  seront  vérifiées 
pour  //  =  o,  5  =  0;  quant  aux  y^  ils  seront  déterminés  par  le  système 

dy, 

dx    ^  ^i^^^  y^^  '",ym-t^O,0)  (l  =  1,  1 m  —  à), 

et  l'on  aura,  dans  ce  cas,  des  solutions  singulières  dépendant  de 
m  —  A  constantes  arbitraires.  Prenons  Tune  de  ces  solutions;  on  peut 
toujours  supposer  que  c'est  la  solution  correspondant  aux  valeurs 
initiales  zéro.  Posons 

et  considérons  ./',  >',,  . . .,  >'/;/_•.>,  ja  comme  fonctions  de  z' ;  on  aura 
I  dx  I 


1  dz'        ^'is'-h  ^^jjjiH-..  .-h  z„,(x fji;;'.  z'*)' 

,.^  ^  '^z'[...]  -  ii['\fiZ'-h^i}x   ^...-u  £,,,(r.  ..    .iiz\z'*)] 

"   dz'  ^lZ'-^^ill-^...-h^m(^,   '  ..,  HI5',  z'*) 

dz     ~  ^'' 

les  y/  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de 

X  =^,  =...=^,„_,=  ji  =  5'=  o. 

Nous  supposons,  pour  prendre  le  cas  le  plus  général,  que  tm  ne  s'an- 
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nule  pas  pour  les  valeurs  zéro  des  lettres  dont  il  dépend.  L'étude  des 
équations  précédentes  ne  présente  alors  aucune  difficulté  :  le  coeffi- 
cient de  [X  dans  la  seconde  équation,  étant  égal  à  —  i,  est  négalif; 
nous  aurons  un  système  d'intégrales  x^  [jl,  yi,  ^2,  ...,  ^m-a,  fonc- 
tions holomorphes  de  z'  et  s'annulaût  pour  z'=  o.  En  revenant  aux 
équations  primitives,  nous  aurons  donc  une  intégrale  tangente  à  la 
solution  singulière.  Le  contact  des  deux  solutions  est  évident, 
puisque  les  dérivées  du  premier  ordre  ont  les  mêmes  valeurs  initiales 
pour  l'une  et  pour  l'autre. 

13.  On  peut  continuer  de  la  même  façon  dans  le  cas  où  les  solu- 
tions singulières  dépendraient  de  m  —  2,  m  —  3,  ...  ou  zéro  con- 
stantes arbitraires.  La  conclusion  est  toujours  la  même  : 

Si  l'on  prend  un  point  arbitraire  sur  une  courbe  intégrale 
singulière,  on  pourra,  en  général,  faire  passer  par  ce  point 
une  seconde  courbe  intégrale  non  singulière  et  tangente  à  la 
première. 

Le  cas  extrême  où  il  y  aurait  une  seule  solution  singulière  ne 
dépendant  pas  d*une  constante  arbitraire  serait  celui  des  équations 
(en  nous  bornant  à  deux  équations) 

du  /— 

—  =  a  MH-  {i  f-h.  ..-h  e|(a:,  M,  f)  /i>, 


dx 
dç_ 
dx 


— —  =  a'a  -h  pV  -h. . .-+-  ej(a:,  a,  i')  \/v, 


les  a,  ^,  a',  p\  ...  étant  des  fonctions  de  x;  la  seule  solution  singu- 
lière est  ici  donnée  par 

U  =  o,  i'  =  o. 

14.  Nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  du  plan,  la  théorie  des  solu- 
tions singulières  se  rattache  à  la  théorie  des  enveloppes.  II  en  est  de 
même  pour  un  espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Nous 
nous  contenterons  de  considérer  le  cas  de  trois  dimensions.  M.  Gour- 
sat  (  *  )  a  montré,  comme  il  suit,  comment  la  théorie  des  solutions 
singulières  se  rattachait  à  la  théorie  des  congruences  de  courbes.  Pre- 

(' )  E.  G0UR8AT,  Sur  la  théorie  des  solutions   singulières  des  équations  diffé- 
rentielles simultanées  {American  Journal  0/  Mathematics,  t.  XI  ). 
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nons  ]a  famille  de  courbes 

,p.  i  A^>y^^.  «.  ^)  =  o, 

/  o{x,  y,  z,  a,  b)  =  o, 

dépendant  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  6.  En  considérant^ 
et  z  comme  des  fonctions  de  x,  on  définit  ainsi  un  système  de  fonc- 
tions^ et  ^  de  X  satisfaisant  à  deux  équations  différentielles 

(E)  <       ^  ' 

Rappelons  les  points  fondamentaux  de  la  théorie  des  congruences 
de  courbes.  On  cherche  d'abord  à  déterminer  b  en  fonction  de  a, 

soit 

6  =  X(a), 

de  façon  que  la  famille  de  courbes 

..  \  /[^.r.  -«•  a.  X(a)]  =  o, 

/    <p[a;,^,  z,  a,  X(a)]  =  o 

ait  une  enveloppe.  On  sait  qu'il  faut  et  suffit  pour  cela  que  les  quatre 
équations  (lo)  et  (i  i) 

aient  une  solution  commune  en  x,  y  et  5,  quel  que  soit  a.  L'élimi- 
nation de  X,  y,  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une  rela- 
tion 

X[a,  X(a),  X'(a)]=o; 

la  fonction  X(a)  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre.  Chaque  courbe  de  la  congruence  appartient  donc  à 
une  ou  plusieurs  familles  de  courbes  de  cette  même  congruence  qui 
dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  et  ont  une  enveloppe.  Dési- 
gnons, d'une  manière  générale,  par  F  ces  courbes  enveloppes. 
Celles-ci  seront  nécessairement  situées  sur  la  surface  définie  par  les 
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trois  équations 

f{x,y,  z,  a,  b)  =  o, 

?(^»ri  «•  «1  b)  =  o, 
da  db        ~db  âa 

comme  on  le  voit  en  éliminant  V(a)  entre  les  équations  (i  i).  Cette 
surface  s'appelle  la  sur/ace  focale  de  la  congruence,  er.  toute 
courbe  de  la  congruence  est  tangente  aux  diiFérentes  nappes  de  cette 
surface  focale. 

L'ensemble  des  courbes  F  est  évidemment  donné  par  une  équation 
diflerentielle  du  premier  ordre,  puisque  ces  courbes  sont  données 
parles  équations  (lo)  et  (ii),  et  l'équation  ^  =  o.  Or,  considérons 
une  courbe  F  et  un  point  arbitraire  sur  cette  courbe;  par  ce  point, 
passe  une  courbe  de  la  congruence  C  tangente  à  F.  En  considérant 
donc  y  et  z  comme  fonctions  de  x^  pour  Tune  et  l'autre  de  ces  deux 
courbes,  on  peut  dire  que  pour  elles 

dy     dz 

ont  les  mêmes  valeurs  aux  points  considérés.  Nous  en  concluons  que 
les  courbes  F  satisfont  aux  équations  différentielles  E. 

En  général,  les  courbes  F  n'appartiendront  pas  à  la  congruence  ; 
elles  seront  les  solutions  singulières  du  système  (E). 


62  CHAPITRE    IV. 


CHAPITRE  IV. 

SUR  CEUTAINES  CLASSES  D  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Équations  de  Briot  et  Bouquet. 

I .  Dans  un  de  leurs  Mémoires  sur  les  équations  diflférentielles  (*  ), 
Briot  et  Bouquet  ont  considéré  les  équations  de  la  forme 

J  étant  un  poljnome,  et  ont  cherché  dans  quels  cas  Tintégrale  de 
cette  équation  est  une  fonction  uniforme  de  z. 

Nous  allons  suivre  une  tout  autre  voie  que  Briot  et  Bouquet  et 
nous  allons  démontrer  a  priori  le  théorème  suivant,  déduit  par 
M.  Hermite  (^)  des  recherches  de  Briot  et  Bouquet  : 

Quand  V intégrale  de  L^ équation  précédente  est  uni/orme,  le 
genre  de  la  courbe 

/(a,  u')  =o 
est  nécessairement  égal  à  zéro  ou  à  l'unité. 

J'ai  déjà  indiqué  la  méthode  que  je  vais  suivre,  dans  mon  Mé- 
moire :  Sur  les  /onctions  algébriques  de  deux  variables  indépen- 
dantes ('),  en  rappliquant  aux  équations  différentielles  du  second 
ordre  qui  ne  renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante. 


(  *  )  Briot  et  Bouquet,  Intégrations  des  équations  différentielles  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques  {Journal  de  V Ecole  Polytechnique^  t.  XXI). 
(')  Heumite,  Cours  lithographie  de  V Ecole  Polytechnique,  1873. 
(')  Journal  de  Mathématiques,  18S9. 
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Nous  allons  nous  appuyer  sur  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
courbes  algébriques  démontrés  dans  le  Tome  11  ;  j'ai  seulement  une 
remarque  à  ajouter. 

2.  Nous  avons  étudié  les  transformations  bit  ationne lies  d'une 
courbe  en  une  autre  ou  d'une  courbe  en  elle-même.  Soient  deux 
courbes  algébriques 

f(x,y)^o,         F(X,  Y)  =  o. 

On  peut  concevoir  qu'il  existe,  entre  les  points  {x^y)  et  (X,  Y) 
de  ces  deux  courbes  ou  des  surfaces  de  Riemann  correspondantes, 
une  transformation  biuniforme,  c'est-à-dire  telle  qu'à  un  point  ar- 
bitraire (x,  y)  de  la  première  ne  corresponde  qu'un  point  (X,  Y) 
de  la  seconde  et  inversement.  On  suppose  que  cette  transformation 
biuniforme  n'ait  d'autres  singularités  possibles  que  des  points  essen- 
tiels isolés.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ces  conditions,  la  trans- 
formation  biuniforme  sera  nécessairement  birationnelle. 

Supposons,  en  effet,  que  la  transformation  ait  un  point  singulière- 
ment essentiel  ;  soit  j?  =  a,  j^  =  6  un  tel  point,  qu'on  peut  toujours        < 
supposer  un  point  ordinaire  de  la  surface  de  Riemann.  Alors  X  et  Y 
seront  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  ce 
point  étant  un  point  singulier  essentiel  pour  ces  fonctions  :  soient 

A  une  valeur  arbitraire  de  X  correspond,  dans  le  voisinage  de  :r  =  a, 
une  infinité  de  racines  de  l'équation 

X  =  <p(a7), 

d'après  un  théorème  que  nous  avons  énoncé  (t.  II,  p.  127)  ;  pour  ces 
racines  la  fonction  i^{x)  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité  de  va- 
leurs, celles  qui  correspondent  à  l'équation 

F(X,  Y)  =  o. 

Donc,  à  un  point  arbitraire  (X,  Y)  de  la  tourbe  F  se  trouve  cor- 
respondre une  infinité  de  points  (^,  y)  de  la  première  dans  le  voisi- 
nage de  x:=  a^  y  =  b\  la  substitution  ne  serait  donc  pas  biuniforme, 
et  le  théorème  est  par  suite  démontré. 

Nous  pouvons  remarquer  que  le  théorème  précédent  ne  subsiste  pas 
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pour  deux  surf  aces  algébriques.  Entre  les  points  de  deux  surfaces 
on  peut  avoir  une  correspondance  bi uniforme  qui  ne  soit  pas  bira- 
tionnelle.  Il  suffit  pour  s'en  assurer  de  prendre  la  correspondance 
entre  deux  plans 

X 

qui  est  biuniforme,  mais  non  birationnelle. 

3.  Reprenons  maintenant  l'équation 

/(«,«')  =  o,         (S  =  "'), 

dont  l'intégrale,  par  hypothèse,  est  une  fonction  uniforme  de  z.  Dé- 
signons par  U  et  U'  ce  que  deviennent  u  et  a'  quand  on  remplace  z 
par  5  H-  A,  h  étant  une  constante  quelconque. 

Il  est  facile  de  voir  qu'à  une  valeur  (m,  w')  ne  correspond  qu'une 
valeur  de  (U,  U')  et  inversement.  En  effet,  une  intégrale  est  com- 
plètement déterminée  si  l'on  se  donne  sa  valeur  et  celle  de  sa  dérivée 
en  un  point  Zy  valeurs  liées  nécessairement  par  la  relation  y=o; 
cette  intégrale  sera  donc  déterminée  au  point  s  -f-  A,  et  il  est  mani- 
feste, d'après  la  formule  de  Taylor,  que  U  et  U'  ne  dépendent  que 
de  u^  u'  et  h  et  nullement  de  z.  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  courbe 

/(a,  a')  =  o 

admet  une  transformation  biuniforme  en  elle-même,  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire  h.  Les  seuls  couples  (w,  u')  auxquels  pourraient 
correspondre  plus  d'un  point  (U,  U')  sont  les  valeurs  de  (m,  w')  qui 
donnent  les  points  de  ramification  ou  les  points  singuliers  de  /;  ce 
sont  des  points  isolés  qui  pourraient  être  des  singularités  essentielles 
pour  la  transformation  biuniforme  ;  mais  nous  venons  de  voir  au  pa- 
ragraphe précédent  que  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter.  Nous 
arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  la  courbe  f  admet  une 
transformation  birationnelle  en  elle-même,  dépendant  d* un  pa- 
ramètre arbitraire  h,  U  en  résulte,  d'après  le  théorème  de 
M.  Schwarz  (t.  II,  p.  480),  que  la  courbe  f  est  du  genre  zéro  ou 
du  genre  un. 

4.   Le  résultat  que  nous  venons  d'établir  a  priori  permet  de  se 
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rendre  compte  bien  facilement  de  la  nature  des  fonctions  uniformes 
de  z  satisfaisant  à  l'équation  difFérentielle 


/("■è)-«- 


Supposons  d'abord  que  cette  relation  algébrique  soit  de    genre 
zéro.  Nous  pourrons  poser 


u  = 

=  R  (6), 

du 

li'- 

=  R.(9), 

R  et  R,  étant  rationnelles,  et  de  telle  sorte  que   6  soit  une  fonction 

rationnelle  de  «  et  t-  (t.  II,  p.  047),  et,  par  suite,  fonction  uniforme 

de  z. 

En  dérivant  la  valeur  de  u  et  l'égalant  à  la  valeur  donnée  par  la 
seconde  ligne,  nous  sommes  amené  à  Téquation 

£-»<•)■ 

0(8)  étant  une  fonction  rationnelle  de  6,  et  nous  avons  à  chercher 
dans  quel  cas  une  telle  équation  peut  donner  pour  8  une  fonction 
uniforme  de  z, 

U  est  d'abord  évident  que  'f  (8)  devra  être  un  polynôme  ;  ou  sinon 

-7-  deviendrait  infinie  pour  une  certaine  valeur  a  et  l'intégrale  de 

l'équation  devenant,  pour  une  valeur  arbitraire  d'ailleurs  3o,  égale 
à  a,  aurait  en  ^a  un  point  critique  algébrique  (t.  II,  p.  36^)  et,  par 
suite,  ne  serait  pas  uniforme.  Pour  la  même  raison,  en  changeant  8 

en^,  >  on  voit  que  le  degré  du  polynôme  ç(8)  ne  peut  surpasser  «^^ //or; 

sinon,  dans  l'équation  en  8',  l'intégrale  devenant  nulle  pour  ^^  aurait 
en  ce  point  un  point  critique  algébrique.  On  a  donc 


4' 


^  =a■J0«^-60-+-c, 


ce  qui  donne  immédiatement  pour  8,  soit  une  fonction  linéaire  de  e^^y 

k  étant  une  constante,  soit  une  fonction  linéaire  de  3.  Nous  arrivons 

donc  à  la  conclusion  suivante   :  quand  la  courbe  f  est  du  genre 

P.  —  III.  h 
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zéro,  la  fonction  u  supposée  uniforme  ne  peut  être  qu^  une  fonction 
rationnelle  de.  z  ou  une  fonction  rationnelle  de  e**. 

3.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe 

/(  u,  a'  )  =  o 
est  de  genre  un.  Soit 

I  R(ii,  u  )du 

l'intégrale  de  première  espèce  relative  à  cette  courbe.  Nous  avons  dit 
qu'une  certaine  transformation  bi rationnelle  contenant  un  paramètre 
arbitraire  h  transforme  en  elle-même  la  courbe/.  On  a  ainsi  la  trans- 
formation 

U  =  ^V  (M,  u\  h), 

u  et  U'  étant  ce  que  deviennent  u  et  u'  quand  on  remplace  z  par 
z  -\-  h.  On  aura  nécessairement 

R(a,  u')du  =  A.R(U,  U')rfU, 

la  transformation  birationnelle  devant  nécessairement  transformer 
une  intégrale  de  première  espèce  en  elle-même  à  un  facteur  près.  A 
priori  A  peut  dépendre  de  h  ;  mais,  comme  nous  Tavons  vu  d'une 
manière  plus  générale  (t.  11,  p.  482),  il  n'en  dépend  pas,  et,  puisque^ 
pour  h  =  o,  l'on  a 

A  est  nécessairement  égal  à  m//.  Nous  avons  donc 

R(//,  u')du=  R(U,  U')^/U, 
et,  par  suite, 

R(i/,  w  )  -r    =  R(  U,  L)') 


U  ^'  ^  '  d{z^  h) 

11  résulte  de  celte  égalité  que  la  fonction  de  z 

r>  ,   du 

R(  a,  u  )-z- 

az 

ne  change  pas  quand  on  change  c  en  z-\-  h,  h  étant  une  consUnte 
arbitraire  ;  il  faut  donc  qu'elle  ne  dépende  pas  de  z  el  nous  avons 

•>  fv  du 

K(  M,  u  )  - ,-  =  a, 
az 
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a  étant  une  constante,  .\insi 

/  R(//,  u'  )du  =  az. 

La  Fonction  ti  s'obtient  donr  par  l'inversion  d'une  intégrale  de  pre- 
mière espèce  relative  à  une  courbe  de  genre  un.  Elle  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  de  z. 

6.  En  résumé,  nous  avons  étudié  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter pour  l'équation  de  Briot  et  Bouquet 

Quand  l'intégrale  de  cette  équation  est  uniforme,  cette  fonction 
uniforme  ne  peut  être  qu^ une  fonction  doublement  périodique 
de  z,  ou  une  fonction  rationnelle  de  ^*-(A'  étant  une  constante), 
ou  une  fonction  rationnelle  de  z. 


II.  —  Généralisation  des  équations  de  Briot  et  Bouquet. 

7.  Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  peut  se  poser  sous  une  autre 
forme  qui  va  nous  conduire  à  une  généralisation  intéressante.  Si  nous 
reprenons  Téquation 

/(m,  u')  =  o, 
nous  aurons 

-'"'  "'  du 
u' 


f 


Le  premier  membre  est  une  intégrale  abélienne  relative  à  la  courbe/, 
et  Ton  a  à  considérer  les  cas  où  l'inversion  précédente  donne  pour  u 
et  u'  des  fonctions  uniformes  de  z.  On  peut  donc  d'une  manière  plus 
générale  prendre  une  courbe  algébrique 

et  se  demander  si  l'on  peut  trouver  une  intégrale  abélienne  conve- 
nable 
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telle  que  V équation 


donne  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u. 


8.  CVsl  la  question  qui  vient  (rèlre  posée  que  nous  allons  géné- 
raliser. Envisageons,  à  cet  efl'el,  les  expressions  de  la  forme 

(i)  u=   I  e*^  ''        dx^ 

)v(vr,  >')  étant  une  fonction  rationnelle  des  variables  x  e\  y  liées  par 
la  relation 

et  en  supposant  de  plus  que  la  fonction  u  n^ait  sur  la  surface  de 
Riemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  logarithmiques  y  de  telle 
sorte  que  les  singularités  de  u  soient  absolument  de  même  nature  que 
celles  des  intégrales  abéliennes  attachées  à  la  courbe/(*). 

Nous  allons  chercher  (^)  dans  quels  cas  ^inversion  de  ^ expres- 
sion (i)  donne,  quelles  que  soient  les  constantes  initiales,  pour  x 
et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  et  quelle  sera  la  nature  de  ces 
fonctions  uniformes,  La  conclusion  de  notre  recherche  va  être  que 
la  courbe  f  doit  être  nécessairement  de  genre  zéro  ou  un,  et  les 
fonctions  uniformes  de  u  se  ramènent  aux  fonctions  doublement  pé- 
riodiques ou  à  leurs  dégénérescences. 

Je  tiens  à  rappeler  que  M.  Appell  faisait,  en  même  temps  que  moi, 
une  étude  approfondie  des  expressions  (i)  dans  son  grand  Mémoire 
sur  les  fonctions  à  multiplicateurs  (Acta  mathematica,  t.  Xlll)  sans 
toutefois  se  poser  le  problème  qui  nous  occupe  ici. 

9.  Commençons  par  faire  l'élude  des  expressions  u  définies  plus 
haut,  en  la  réduisant  à  ce  qui  sera  indispensable  pour  notre  démon- 
stration. Nous  supposerons,  comme  d'habitude,  que  la  courbe  y*  n'a 


(*)  Nous  nous  placerons,  au  §  16,  dans  un  cas  un  peu  plus  général. 

(^)  J'ai  fait  pour  la  première  fois  cette  recherche  dans  le  Chapitre  VI  (§  l,  2,  3, 
5,  6)  de  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables;  je  suis  revenu 
sur  ce  sujet  dans  V  American  Journal  of  Mathematics  (Vol.  XVI,  n"  1). 
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que  des  points  doubles  et  a  ses  directions  asyinptotiques  distinctes; 
m  désignera  son  degré. 

L'expression  u  peut  avoir  des  pôles  et  des  infinis  logarithmiques. 
Il  est  évidemment  permis  de  supposer  que  ces  points  ne  se  trouvent 
ni  à  l'infini,  ni  en  un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann 
correspondant  à  la  fonction  algébrique  y  de  x^  car  il  est  possible 
d'effectuer  préalablement  une  transformation  birationnelle  conve- 
nable pour  éviter  ces  circonstances. 

Cela  dit,  envisageons  les  infinis  de  X(^,  v).  Soit  d'abord  (a,  b) 
un  infini  qui  ne  soit  pas  un  point  de  ramification.  Le  point  a  sera  un 
pôle  de  a(j:,  j^),  et  son  résidu  devra  être  un  entier  positif  ou  né- 
gatif y  pour  que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un 
infini  logarithmique  de  la  fonction  n.  Ce  pôle  ne  pourra  d'ailleurs 
être  qu'un  pôle  simple,  sinon  la  fonction  //  aurait  en  ce  point  une 
singularité  essentielle.  Désignons  par  k  le  nombre  des  points  (a,  b) 

et  appelons 

«1,     a,,      ...,     «/. 

les  résidus  (entiers  positifs  ou  négatifs)  correspondant  à  ces  différents 
points. 

Considérons  maintenant  un  point  de  ramification  (j^i,  r<)  de  la 
surface  de  Riemann,  rendant  X  infini.  On  a 

y—yi=  H  v/a:  — a^,-^...  (H^o). 

Donc  à(x,  y)  se  développera  suivant  les  puissances  de  {x  —  Xi  )''^, 
et,  pour  que  le  point  [x^ ,  j',  )  de  la  surface  de  Riemann  soit  un  point 
ordinaire  pour  «,  on  doit  avoir  pour  \{x^  y)  le  développement 

A«  étant  de  la  forme  — >  [jl,  étant  un  entier  au  moins  égal  à  —  i 

(t.  U,  p.  4:^7)- 

Il  nous  reste  à  parler  des  points  à  l'infini  qui  sont,  par  hypothèse, 
comme  les  précédents,  des  points  ordinaires  pour  u.  Sur  un  quel- 
conque des  m  feuillets,  nous  devrons  avoir,  pour  x  très  grand,  un 
développement  de  la  forme 

^/        ,      R       R' 
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R  étant  un  entier  au  plus  égal  à  — 2.  Pour  chaque  feuillet,  on 
aura  un  nombre  R. 

\insi  nous  avons  trois  catégories  d'entiers 

a,  [A,  R. 

Comme  il  est  bien  connu,  on  a  entre  eux  la  relation 
(2)  2Œ-l-2fji=  XR, 


en  écrivant 


/  \{r.y)dx  =  o, 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  rendant  la  surface 
simplement  connexe,  contour  classique  dans  la  théorie  des  surfaces 
de  Riemann(t.  Il,  p.  429). 

10.  Les  expressions  w,  que  nous  étudions,  se  partagent  naturel- 
lement en  fonctions  de  première  espèce,  de  seconde  espèce  et  de  troi- 
sième espèce.  Les  fonctions  de  première  espèce  restent  toujours 
finies,  celles  de  seconde  espèce  n'ont  sur  la  surface  de  Riemann 
d'autres  infinis  que  des  pôles,  enfm  il  y  a  des  infinis  logarithmiques 
pour  les  fonctions  de  troisième  espèce. 

On  voit  immédiatement  à  quelles  conditions  l'expression  (i)  sera 
une  fonction  de  première  espèce.  Tous  les  entiers  a  doivent  être 
positifs,  afin  que  le  point  a^  b)  ne  soit  pas  un  pôle  ou  un  infini 
logarithmique. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstration  du  théo- 
rème énoncé.  On  va  donc  supposer  que  l'inversion  de  l'expression  (1) 
donne  pour  x  el  y  des  fonctions  uniformes  de  w,  et  l'on  veut  dé- 
montrer que  la  courbe  sera  du  genre  zéro  ou  du  genre  un, 

12.  Ecrivons  de  nouveau  la  relation 

I  e*^  dx  =  u. 

Supposons  d^ abord  que  le  premier  membre  soit  une  fonction 
de  première   espèce.   Il  est   immédiat  qu'il  ne  peut  y  avoir  pour 
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y<(Xj  y)  de  pôles  (a,  6),  car  le  développement  de  u  suivant  les  puis- 
sances croissantes  {x  —  a)  est  de  la  forme 

M  =  Mo  4-  G  (a;  —  a  )«■+■' -h. . ., 

et  rinversion  ne  peut  conduire  à  une  fonction  uniforme  que  si  a  =  o. 
Tous  les  nombres  a  sont  donc  nuls,  et  Ton  a  alors,  d'après  la  rela- 
tion (a), 

Passons  maintenant  aux  points  (^i ,  J^i  ).  Comme  >'  —  y^  ei  x  —  x^ 
doivent  être  des  fonctions  uniformes  de  £/,  il  en  sera  de  même  dr 
^x  —  x^^  et  il  en  résulte  de  suite  que  tous  les  [a  doivent  être  égaux 
à  —  \,  A insi  le  nombre  [a  correspondant  à  chacun  des  points  de 
ramification  doit  être  égal  à  —  i . 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  les  points  à  l'infini.  On  voit 
encore  immédiatement  que  tous  les  R  doivent  avoir  la  valeur  —  2. 

Ainsi  nous  avons 

21fi= —  [/?t(/w  —  f)  —  id]y 

en  désignant  par  d  le  nombre  des  points  doubles  de/,  et  de  plus 

SR=  -im. 

La  relation  (3)  donne  donc 

j       mi  m  —  3 ) 

a  =  • 

2 

La  courbe  sera  par  suite  du  genre  un,  comme  nous  voulions 
l'éublir. 

Allons  plus  loin,  en  cherchant  quelle  sera  la  forme  de  l'expres- 
sion u.  Soient  X(j:,^')  et  'k^(x^y)  deux  fonctions  rationnelles,  con- 
duisant à  une  expression  u,  qui  satisfassent  aux  conditions  que  nous 
venons  de  trouver.  La  différence 


/ 


['k{x,y)  —  'ki{a',r)\dx 


sera  une  intégrale  abélienne  n'ayant  pas  d'infinis;  elle  se  réduira 
donc  à  une  intégrale  de  première  espèce.  Ainsi,  quand  on  aura  une 
fonction  'k{x,  y)  satisfaisant  aux  conditions  requises,  on  les  obtiendra 
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toutes  bien  facilement.  Or,  appelons  v  l'intégrale  de  première  espèce 
de  la  courbe /de  genre  un;  l'intégrale  v  est  une  expression  i/,  car  on 
peut  poser 

Une  forme  particulière  de  X(.r,  jk)  sera  donc  -7  et  sa  forme  générale 
sera,  par  suite, 

a  étant  une  constante,  et  l'on  a,  comme  forme  générale  de  m, 

dx. 


u=  r««vv'< 


Il  en  résulte  que  u  se  réduit,  soit  à  l'intégrale  de  première  espèce 
(pour  a  =  o),  soit  à 

abstraction  faite  d'un  facteur  constant  sans  intérêt.  Les  /onctions 
inverses  sont  donc,  soit  des /onctions  doublement  périodiques  de  w, 
soit  des  /onctions  doublement  périodiques  de  la  combinaison  li- 
néaire 

A  loga-h  B, 

A.  et  B  étant  des  constantes, 

13.  Nous  avons  supposé  que  u  était  de  première  espèce.  Suppo- 
sons-la maintenant  de  seconde  espèce.  Nous  allons  montrer  d'abord 
qu'elle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  pôle.  Supposons,  en  efl'et,  que  u  ait 
sur  la  surface  de  Riemann  deux  pôles  A  et  .V.  Quand  (:r,  y)  s'ap- 
proche de  A,  u  augmente  indéfiniment  et  inversement;  aux  valeurs 
de  w,  d'un  module  suffisamment  grand,  correspond  uniformément 
un  certain  domaine  autour  de  A.  Allons  de  A  en  A'  par  un  chemin 
déterminé,  d'ailleurs  quelconque;  u  augmentera  indéfiniment  quand 
(ar,  j^)  se  rapprochera  de  A',  et  aux  valeurs  de  u  d'un  module  suffisam- 
ment grand  correspondra  uniformément  un  certain  domaine  autour 
de  A'.  A  une  même  valeur  de  //  suffisamment  grande  correspondront 
ainsi  deux  valeurs  de  (^^y)^  l'une  dans  le  voisinage  de  A,  l'autre 
dans  le  voisinage  de  A',  et  il  est  clair  qu'on  pourra  passer  de  l'une  à 
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l'autre  en  faisant  décrire  à  m  un  chemin  convenable  dans  son  plan, 
chemin  qui  correspondra  au  déplacement  de  (x^  y)  depuis  la  pre- 
mière valeur  jusqu'à  la  seconde  sans  s'éloigner  du  chemin  déterminé 
tracé  plus  haut  entre  A.  et  A'.  L'inversion  ne  donnera  donc  pas, 
pour  a:  et  ^,  des  fonctions  uniformes  de  u  si  l'expression  (i)  a  plus 
d'un  pôle. 

Le  pôle  unique  est  nécessairement  compris  parmi  les  points  (^,  6), 
et  l'inversion  ne  peut  être  uniforme  que  si  la  valeur  de  a  correspon- 
dante est  égale  à  —  2.  L'inversion  uniforme  exige  aussi  qu'il  n'y  ait 
pas  d'autres  points  (a,  6),  pour  la  raison  donnée  au  paragraphe  pré- 
cédent. Pareillement,  tous  les  nombres  a  sont  égaux  à  —  1  et  les 
nombres  R  à  —  2.  La  relation  (2)  nous  donne  alors 

—  a  —  [m(m  —  i)  —  QLd]=  —  2  m, 

d'où  Ton  conclut 

,       (m  — 1)(  m  —  2) 

a  =  * 

2 

c'est-à-dire  que  la  courbe  est  unicursale  (  *  ). 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  cycles,  la  fonction  de  m,  qui  est  de  seconde 
espèce,  est  une  fonction  rationnelle  Ae  x  ex.  y  et,  par  suite,  du  para- 
mètre 6  en  fonction  rationnelle  duquel  on  peut  exprimer  x  et  y,  11 
est  donc  évident  que  x  el  y  seront  des  fonctions  rationnelles  de  u. 

14.  Supposons  enfin  que  u  soit  une  fonction  de  troisième  espèce. 
Tout  d'abord,  dans  le  voisinage  d'un  point  a,  la  partie  de  u  devenant 
infinie  ne  peut  avoir  une  partie  polaire  et  une  partie  logarithmique, 
car  l'inversion  ne  pourrait,  dans  ce  cas,  être  uniforme. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  une  partie  polaire  et  une  partie 


(>)  On  pourrait  arriver  à  ce  résultat,  d'une  manière  plus  rapide,  sans  commencer 
par  établir  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  pôle.  Supposons,  en  efTet,  qu'il  y  ait  X  pôles;  on 
aurait 

—  aX  —  [m{m  —  i)  —  2rf]=  —  2  m, 
c'est-à-dire 

a 

X,  s'il  n'est  pas  nul,  ne  peut  donc  être  égal  qu'à  l'unité,  puisque  d  ne  peut  surpasser 
m{¥n  —  3) 
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logarithmique.  On  aurait 

Aç(j7)-h  A  Iog(ar  —  a)  -4-. . .  =  m, 

la   partie  (ù(x)  étant  une  somme  de  termes  de  la  forme  7 ^--r- 

Cette  équation  peut  s'écrire 

u 

Le  premier  membre  aura  en  a  un  point  singulier  essentiel  isolé. 

u 

Donc,  pour  une  valeur  arbitraire  de  e^,  nous  aurons  une  infinité  de 
racines  de  cette  équation  dans  le  voisinage  de  a  (t.  Il,  p.  127). 
Donc,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  autour  de  a,  l'expression 

A  ç(r)  -h  A  Iog(jr  —  a)  -+-. . . 

a  la  même  valeur,  à  des  multiples  près  de  air /A.  On  peut  faire  dispa- 
raître ce  multiple  de  2  7ci  A  en  faisant  tourner  x  autour  de  a,  et  nous 
pouvons,  par  conséquenl,  dire  qu'à  une  valeur  de  u  correspond  un 
nombre  infini  de  valeurs  de  x.  Dans  l'hypothèse  faite,  l'inversion  ne 
se  ferait  donc  pas  d'une  manière  uniforme. 

Donc,  dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  6),  nous  aurons 

(4)  X\o^{x  —  a)-h...=  M, 

la  partie  non  écrite  étanl  holomorphe  en  x  —  a. 
Posons 

u=u'-\-iu'^         X  —  a  =  p(c(>s6  H- i  sin6).         A  =  a-+-ip; 

on  aura 

u'  =  a  lopp  —  pft  -h. . ., 

u'  =^  lo-p-h  aO  ^... 

les  parties  non  écrites  tendant  vers  des  valeurs  finies  déterminées 
quand  x  tend  vers  a.  On  tire  des  deux  égalités  précédentes 

Donc,  quand  x  est  suffisamment  \oisin  de  a,  on  a 

a  m' -h  ^Ui"  <i  (). 
Reprenons  alors  l'équation 

A  \o^(x  —  «)-+-...=  !/, 
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que  nous  écrirons 

n 

i(x)  étant   holomorphe  dans  le   voisinage    de  a,    La  partie   réelle 

de  j  est 

a  m'  H-  B  m' 


a«-+-P« 


Par  suite,  en  désignant  par  y  une  quantité  positive  suffisamment 
frrande,  on  voit  qu'il  y  a,  par  la  relation  précédente,  une  correspon- 
dance uniforme  entre  un  cercle  d'un  rayon  suffisamment  petit  décrit 
autour  de  a  et  le  demi-plan  défini  dans  le  plan  de  u  par  l'inégalité 

(5)  aw'-h  pV-h  Y  <  o. 

Ceci  posé,  on  voit  d'abord,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe 
précédent,  que  u  ne  peut  avoir  à  la  fois  un  pôle  et  un  infini  loga- 
rithmique, car  au  voisinage  de  ce  dernier  correspond  un  certain 
demi-plan,  tandis  qu'au  voisinage  du  pôle  correspond  tout  le  domaine 
du  plan  u  où  le  module  est  suffisamment  grand  ;  ces  deux  régions  ont 
une  partie  commune  et,  par  suite,  à  une  même  valeur  de  u  corres- 
pondraient deux  valeurs  de  {x^v). 

Nous  devons  donc  seulement  examiner  le  cas  où  u  aurait  un  ou 
plusieurs  infinis  logarithmiques;  ces  infinis  seront  des  points  (a^  b) 
el  la  valeur  correspondante  de  a  sera  égale  à  — i.  D'ailleurs  il  n'y 
aura  pas  d'autres  points  («,  6),  car,  si  un  point  (a,  b)  était  un  point 
ordinaire  pour  w,  l'inversion  ne  se  ferait  pas  d'une  manière  uniforme 
(déjà  dit  plus  haut).  On  voit  d'abord  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  seul 
point  logarithmique  :  on  devrait  avoir  en  elï'et,  d'après  la  relation  (2), 

—  I  —  \/n(m  —  I  )  —  -id]  =  —  '2  //i , 

égalité  impossible,   puisqu'elle  donne  pour  d  un  nombre  qui  n'est 
pas  entier. 

Peut-il  y  avoir  pour  u  deux  infinis  logarithmiques?  En  désignant 
par  des  lettres  accentuées  les  constantes  se  rapportant  au  second 
infini,  on  fera  correspondre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  au  voisi- 
nage de  ce  second  point  un  certain  demi-plan 

(6)  a'w'-i- fJ'it'-t- y'<  "• 
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Pour  que  l'inversion  se  fasse  d'une  manière  uniforme,  les 
plans  (5)  et  (6)  ne  doivent  pas  avoir  de  partie  commune.  Ce 
constance  se  présentera  si  l'on  a 

c'est-à-dire  si  les  deux  droites  limitant  les  demi-plans  sont  pai 
et  si  de  plus  a  et  ^  sont  respeclivement  de  sig^nes  contraires  à 
les  constantes  positives  y  et  y  étant  d'ailleurs  suffisamment  g 
Rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  qu'il  y  ait  deux  infinis  logarithi 
mais  notre  raisonnement  va  nous  montrer  qu'//  ne  peut  y  e 
trois.  En  ell'et,  le  demi-plan  correspondant  à  ce  troisièm 
aurait  nécessairement  une  partie  commune  avec  l'un  ou  l'ai 
demi-plans  précédents,  et,  par  suite,  l'inversion  ne  se  ferait  p* 
manière  uniforme.  Pour  abréger,  nous  ne  montrons  pas,  com 
haut,  que  les  diverses  valeurs  de  {x,,y)  se  permuteraient  bie 
elles,  car  il  n'y  a  rien  à  changer  à  cette  partie  du  raisonnemei 
11  y  a  donc  deux  a  égaux  à  —  i ,  et  nous  avons  donc 

—  I  —  1  —  [m{m  —  I)  —  'xd]  =  —  2  m, 

d'où  l'on  conclut  encore  que  la  courbe  est  unicursale  ('  ). 

Si  Ton  exprime  x  el  y  en  fonctions  rationnelles  d'un  parai 
l'expression  (i)  sera  alors  ici  une  fonction  de  0,  holomorphe 
voisinage  de  tout  point  du  plan,  sauf  de  deux  points  Oo  et  6|  < 
des  infinis  logarithmiques;  on  aura  donc 

et,  par  suite,  x  et  y  seront  des  fonctions  rationnelles  de  ^^", 


(*)  On  pourrait  encore  ici  se  dispenser  de  prouver  a  priori  que   le  no 
nflnifl  logarithmiques  est  deux.  En  le  désignant  par  X,  on  aura 

—  \—[m{m—i)  —  id]=  —  2m 

ou 

,       m  (  w  —  3  )        X 

a  = 1 — • 

'j  2 

Si  donc  X  n'est  pas  nul,  on  a 

X=i. 

Celle  démonstration  est  beaucoup  plus  rapide  que  celle  du  texie. 
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une  constante.  La  démonstration  est  achevée.  La  courbe  f  est  du 
^enre  zéro  ou  du  genre  un,  et  nous  avons  indiqué  les  formes  très 
simples  des  fonctions  x  et  y  de  u  {*). 

lo.  Coraine  nous  l'avons  remarqué  au  début,  l'étude  du  cas  où 
l'inversion  d'une  intégrale  abélienne 

{')  I  R(x,y)dx  =  u         [/(ar,  ^)  =  o] 

donne  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  est  un  cas  parti- 
culier de  la  proposition  que  nous  venons  d'établir.  Mais  ici  la  démon- 
stration est  encore  plus  simple,  et  Ton  arrive  ainsi  de  la  manière  la 
plus  rapide  et  la  plus  rigoureuse  aux  résultats  obtenus  par  Briot  et 
Bouquet  dans  leur  Mémoire  classique  sur  les  équations  de  la  forme 


'(^•S)=*»- 


Aussi  ne  sera-t-il  pas  inutile  de  reprendre  dans  ce  cas  particulier  la 
démonstration. 

Si  l'intégrale  (7)  est  de  première  espèce,  la  courbe  /  est  nécessai- 
rement de  genre  un,  si  a:  et ^  sont  fonctions  uniformes  de  u.  C'est  le 
cas  le  plus  facile,  où  la  démonstration  ne  présente  aucune  difficulté, 
puisqu'on  a  alors 


h(x,y)  = 


fy 


il(Xj  y)  désignant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m — 3.  En  dehors 
des  points  doubles,  il  y  aurait  des  points  de  rencontre  de  Q  =  o 
avec  y,  si  le  genre  de  /  dépassait  l'unité,  et,  par  suite,  x  cesserait 
detre  fonction  uniforme  de  u.  Le  genre  de  f  est  donc  égal  à  un. 
Les  deux  fonctions  x  eX.  y  sont  doublement  périodiques. 
Si  l'intégrale  (7)  est  de  seconde  espèce,  on  peut  supposer  (§  1)  que 


(')  Le  résultat  général  que  nous  venons  d'obtenir  est  en  définitive  un  résultat 
oégutif.  En  considérant  les  expressions  (i),  mon  but  avait  été  d'obtenir  des  irans- 
ceodantes  uniformes  ne  changeant  pas  quand  on  y  remplace  la  variable  u  par  cer- 
Uiines  expressions  de  la  forme  au-¥b  (les  a  et  6  étant  des  constantes,  et  les  expres- 
sions formant  nécessairement  un  groupe).  On  voit  en  effet  immédiatement  que  u  se 
change  en  au-^b  quand  ^x^  y)  décrit  un  cycle  sur  la  surface  de  Riemann.  On  vient 
de  ?oir  que  les  fonctions  cherchées  se  ramènent  à  des  fonctions  connues. 
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ses  pôles  sont  à  distance  finie  et  sont  distincts  des  points  de  ramifi- 
cation. Raisonnant  alors  coiniiie  au  §  o,  nous  montrons  que  //  ne  peut 
avoir  qu^un  seul  pôle.  Ce  pôle  simple  de  u  sera  pour  R(x,y)  un 
pôle  double.  A  Tiniini,  sur  chacun  des  feuillets,  on  doit  avoir  un 
développement  de  la  forme 

Ensuite  R(.r,  y)  deviendra  infinie  aux  points  de  ramification  et  en 
ces  points  seulement,  de  telle  sorte  que,  pour  un  point  de  ramifi- 
cation (.r,  ^  ),  on  aura 

Dans  toute  autre  hypothèse,  en  effet,  x  et  y  ne  pourraient  être 
fonctions  uniformes  de  //.  Enfin  R(j:,  y)  ne  s'annulera  que  pour  les 
points  à  l'infini. 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 


(8) 


/'rflogR, 


étendue  à  un  contour  rendant  la  surface  simplement  connexe.  Cette 
intégrale  est  nulle,  et,  comme  on  connaît  les  racines  et  les  pôles 
de  R,  elle  se  calcule  immédiatement,  ce  qui  donne 

—  '.►  —  [m  (m  —  i)  —  'id\  =  —  2  m. 

C'est  la  relation  du  §  o;  on  en  conclut  que  la  courbe  est  unicursale. 
Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  011  u  serait  de  troisième 
espèce.  Le  raisonnement  du  §6  montre  que  u  a  deux  infinis  logarith- 
miques; pour  les  points  à  Tintini  et  pour  les  points  de  ramification, 
la  forme  de  K{x^y)  est  la  même  que  ci-dessus.  En  prenant  encore 
l'intégrale  (8)  le  long  du  même  contour,  on  a 

—  i  —  i  —  [ni(m  —  \)  —  •id\=  —  iLm^ 

d'où  se  tire  encore  la  même  conclusion. 

Quant  à  la  forme  des  valeurs  de  x  et  y,  elle  s'obtient  non  moins  faci- 
lement. Dans  le  cas  où  u  est  de  seconde  espèce,  .r  et  r  sont  fonctions 
rationnelles  de  w,  et,  dans  le  cas  où  //  est  de  troisième  espèce,  a:  et  y 
sont  fonctions  rationnelles  de  e'^". 
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16.   Nous  allons  complëler,   pour  terminer,   le   théorème  général 
démontré  plus  haut.  Nous  avons  supposé  que  l'expression  considérée 


u  =  j  e*^  dx 


n'avait  sur  la  surface  de  Kiemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  loga- 
rithmiques, de  telle  sorte  que  les  singularités  de  u  étaient  absolument 
de  même  nature  que  celtes  des  intégrales  abéliennes  attachées  à  la 
courbe  f.  Si  Ton  prend  a  priori  une  expression  de  cette  forme,  en 
supposant  seulement  qu'elle  n'ait  pas  de  singularités  essentielles,  on 
pourra  avoir  certains  points  (a,  b)  pour  lesquels  le  résidu  correspon- 
dant a  {voir  §  I)  n'est  pas  un  entier,  [.a  fonction  u  n'est  pas  alors 
uniforme  dans  le  voisinage  de  (a,  b)  et  la  singularité  n'est  pas  de 
nature  logarithmique.  Dans  quels  cas  l'inversion  pourra-t-elle  con- 
duire pour  .r  et  ^  à  des  fonctions  uniformes?  Il  faut  évidemment  que 


I 


h  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

Si  nous  voulons  faire  la  discussion,  nous  distinguerons  le  cas  où  la 
fonction  u  reste  toujours  finie  et  celui  où  elle  devient  infinie. 

Dans  le  premier  cas,  les  nombres  h  seront  positifs  et  finis  (/*  =  i 
étant  évidemment  exclu).  Toutes  les  autres  conditions  restant  les 
mêmes,  nous  obtiendrons,  en  écrivant  l'égalité 

la  relation  suivante: 

Ceci  nous  conduit  à 

On  voit  que  rf  surpasse -^ et,  par  suite,  la  courbe  sera 

unicursale.  Il  faudra  de  plus  que  l'on  ait 
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Désignons  par  X  le  nombre  des  termes  de  la  somme  ;  on  aura 

.11  I 

/i,        /i,  hx 

les  h  étant  des  entiers  supérieurs  à  un.  On  a  manifestement 

I         I  I 

A,        ht  hx 

donc  X  —  2^  ->  c'est-à-dire  A$4« 

On  doit  par  suite  avoir  soit  X  =  3,  soit  A  =  4- 
Pour  À  =  3,  on  a  la  relation 

I  I  I 

■J-  -^"  ïT  -^  TT  =  ï  • 
A,       /ij       A, 


'    <^. 


Pour  A  =  4î  Oïl  a 


I  I  I  I 

A,         Aj         /?,         /l4 


IjCS  solutions  de  ces  équations  en  entiers  positifs  sont  en  nombre 
très  limité;  il  est  sans  intérêt  de  les  transcrire,  car  nous  verrons  dans 
un  moment  que  leur  discussion  a  été  faite  sous  une  autre  forme  par 
Briot  et  Bouquet. 

Passons  au  cas  où  u  deviendrait  infini.  Nous  avons  toujours 

a  =  -.  +  i; 

h  est  un  entier  qui  peut  être  négatif.  Le  cas  de  A  =  oo  correspond 
à  rinfini  log^ari Mimique,  le  cas  de  A  =  —  i  au  pôle,  de  telle  sorte  que 
tous  les  cas  sont  compris  dans  la  formule  précédente.  Nous  aurons 
encore 

m(  m  —  3) 


d  = 


m-ïy 


La  courbe  sera  donc  encore  unicnrsale. 

Quant  à  la  nature  de  x  et  r,  nous  l'obtiendrons  de  suite,  en  remar- 
quant que,  la  courbe  étant  unicursale,  on  a,  pour  w, 


"p 


R,(e)rfo, 
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R  et  R|  étant  rationnelles  en  0.  Comme  il  n'y  a  pas  de  singularités 
essentielles,  nous  aurons  nécessairement 

M  =  MO  —  e,  )«»(e  —  e,)«.. .  .(e  —  ex)«*  ^e, 

et  nous  avons  donc  à  chercher  les  cas  où  cette  relation  donne  pour  0 
une  fonction  uniforme  de  m,  problème  traité  par  Briot  et  Bouquet 
dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  et  auquel  nous  renverrons.  On  en 
déduit  encore  que  x  et  y  seront  des  fonctions  doublement  pério- 
diques, des  fonctions  rationnelles  de  u  ou  des  fonctions  ration- 
nelles de  €^«. 


Des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre 
à  points  critiques  fixes. 

17.  Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(8)  /(x,^,g)=o, 

/étant  un  polynôme  irréductible  en  >^  et  -^»  les  coefficients  étant 

des  fonctions  quelconques  de  la  variable  x.  Nous  savons  (Chap.  II, 
Section  IV)  que  les  pôles  et  les  points  critiques  algébriques  sont  les 
seules  singularités  mobiles,  c'est-à-dire  variables  d'une  intégrale 
à  l'autre.  Laissons  de  côté  les  pôles  et  proposons-nous  l'étude  des  cas 
où  les  points  critiques  algébriques  sont  fixes,  c^est-à-dire  indé- 
pendants de  la  constante  d'intégration. 

C'est  M.  Fuchs  (*  )  qui  a  le  premier  appelé  l'attention  sur  les  équa- 
tions algébriques  du  premier  ordre  à  points  critiques  fixes,  et  il  a 
donné  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation 
jouisse  de  cette  propriété;  il  a  aussi  fait  l'étude  de  deux  cas  particu- 
liers très  intéressants.  M.  Poincaré  a  repris  ensuite  la  question  (^),  et 
la  conclusion  bien  inattendue  de  ses  recherches  est  que  cette  classe 
d'équations  est  fort  limitée,  je  veux  dire  que  les  équations  jouissant 


(  '  )  FucH8,  Ueber  Differentialgleickungen  deren  Intégrale  feste  Verzweigiings- 
punkte  besitzen  { Sitzungsberichte  der  Akademie  zu  Berlin,  juin  1884 ). 

(')  H.  Poincaré,  Sur  un  théorème  de  M.  Fuchs  {Acta  mathematica,  t.  V^II). 

P.  —  m.  6 
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de  la  propriété  indiquée  se  ramènent  à  des  équations  déjà  étudiées  ou 
peuvent  être  intégrées  par  des  calculs  purement  algébriques. 

Déjà,  dans  le  Tome  II  de  cet  Ouvrage  (p.  S^.l),  nous  avons  examiné 
un  cas  particulier  du  problème  précédent,  celui  où  Téquatiou  (8)  est 

du  premier  degré  en  -^-  Les  théorèmes  généraux  démontrés  sur  les 

courbes  algébriques  nous    permettent  maintenant  d^aborder  le  cas 
général. 

18.  Considérons  un  point  Xq  et  un  point  x  distinct  des  points  sin- 
guliers, qui,  par  hypothèse,  sont  fixes;  joignons-les  par  un  arc  de 
courbe  déterminé  ne  passant  pas  par  les  points  critiques.  Désignons 
par  j'o  ^^  Xo  '^^  valeurs  initiales  de  y  et  r'  pour  .r  =  x©  :  on  a,  bien 
entendu,  la  relation 

Quand  la  variable  suit  le  chemin  tracé  de  j^o  à  x,  l'intégrale  se 
trouve  déterminée  de  proche  en  proche,  et,  quand  on  arrive  en  x, 
on  a  pour  Tinlégrale  et  sa  dérivée  les  valeurs  r  et  ) '.  On  peut  donc 
considérer  r  el  y'  comme  des  fonctions  de  jj^,,  et^'^,,  et  si,  écrivant 
les  deux  relations  algébriques 

(y)  /(^o,  ro,yo)  =  o, 

nous  les  considérons  comme  des  relations  algébriques,  respective- 
ment entre  yo  et  ri,  pour  la  première  et  entre  >'  el  )  '  pour  la  seconde, 
nous  vovons  qu'à  un  point  arbilraire  (.l'o^^o)  ^^  '^  première  courbe 
ne  correspond  qu'un  point  {y,  y')  de  la  seconde,  et  inversement, 
puisqu'on  peut  faire  en  sens  inverse  le  raisonnement  précédent.  Il  y  a 
donc  une  correspondance  biu  ni  forme  entre  les  points  des  courbes  (9) 
et  (10).  Pour  certains  couples  de  valeurs  (j'oîJ^'o)'  ^^^  intégrale  de 
l'équation  diflerentielle  peut  n'être  pas  complètement  déterminée  par 
les  valeurs  initiales  (jKo?  JKo)?  ^^^^^  ^^^  couples  de  valeurs  sont  néces 
sairement  en  nombre  limité,  puisqu'ils  correspondent  aux  valeurs 
de  )'o  pour  lesquelles  l'équation  (()),  regardée  comme  une  équation 
en  >'jj,  a  des  racines  multiples.  Donc,  d'après  une  remarque  générale 
faite  précédemment,  la  transformai  ion  étanl  biuniforme  entre 
les  courbes  (9)  ^/  (10)  est  nécessairement  birationnelle.  On  a  ainsi 
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les  relations 


I  y=  Ri(/o,yoi^»^o), 

R  el  R|  étant  rationnelles  en  y^  et  y^  et  cette  transformation  est 
réversible. 

19.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  nous  ne  nous  sommes 
pas  servi,  dans  le  paragraphe  précédent,  de  l'hypothèse  que  les  points 
critiques  sont  fixes,  et  qu'alors  les  conclusions  précédentes  peuvent 
s'appliquer  à  toule  équation  algébrique  du  premier  ordre.  Si  les 
points  critiques  de  l'équation  étaient  mobiles,  nous  ne  pourrions  pas 
regarder  y  et  y'  comme  fonctions  de  (yo^y'o)'9  en  effet,  en  faisant 
varier  (Vo^^'o)»  ^'  arriverait  un  moment  où  les  points  critiques 
variables  avec  les  valeurs  initiales  (yoi  y'o)  se  trouveraient  sur  l'arc 
tracé  au  début  de  Xo  à  Xj  et,  à  ce  moment,  ^  et  ^  cesseraient  d'être 
des  fonctions  bien  définies  de  (yo^  y'o)- 

20.  Du  théorème  démontré  au  paragraphe  18  se  tirent  d'impor- 
tantes conséquences.  Les  courbes  (9)  et  (lo)  se  correspondant  point 
par  point  sont  du  même  genre.  Désignons  ce  genre  par  p  ;  sa  valeur 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  discussion  qui  va  suivre. 

Soit  d'abord  /?  >•  i .  Il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'///i  nombre  limité 
de  transformations  birationnelles  transformant  les  deux  courbes  l'une 
dans  l'autre,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  y  aurait  nécessairement  une 
infinité  de  transformations  birationnelles  transformant  chacune  de  ces 
courbes  en  elle-même,  et  ceci  est  impossible,  puisque  le  genre  est 
supérieur  à  l'unité  (t.  II,  p.  483). 

On  pourra,  par  des  calculs  purement  algébriques,  déterminer  toute 
transformation  birationnelle  transformant  les  courbes  (9)  et  (10)  l'une 
dans  l'autre.  Considérons,  en  effet,  les  p  intégrales  distinctes  de  pre- 
mière espèce 

J^*<\{^,y.y)dy,     J  y^ti^yy.y')  dy,      ...,     j'^p{oc,y,y)dy, 

relatives  à  la  courbe  (10);  x  figure  comme  simple  paramètre  dans 
les  A.  On  aura 

Ài(^»  y->  y')  dy  =  A,X,(a7o,  y^,  y'^)dyQ^,..-^  k,,\,>{rç,,  y^,  y'^  )  dy^^, 
^j(a^»  y^  y')  dy  =  B,  X,  (  j^o,  ^-0,  y'^)dy^^.,.-r-  B;,  \p{xQ,  yo,  y^  )  dy^. 
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les  A  et  les  B  dépendant  seulement  du  paramètre  x.  On  aura  donc, 
en  divisant, 

Telle  est  la  forme  nécessaire  de  la  correspondance  entre  les  deux 
points  (y,  y^  et  (j^o?  J^i)-  On  aura  à  rechercher  si  l'on  peut  déter- 
miner les  A  et  B  de  manière  que  cette  correspondance  soit  biration- 
nelle;  ceci  entraînera  un  certain  nombre  de  relations  entre  les  A, 
les  B  et  jr,  relations  qui,  en  général,  seront  trop  nombreuses  pour 
être  compatibles,  mais  qui,  dans  tous  les  cas,  ne  pourront  déterminer 
qu'un  nombre  fini  de  systèmes  des  A  et  B  en  fonction  de  x. 

En  définitive,  les  relations  (ii),  quand  elles  existent,  se  déter- 
minent par  des  calculs  algébriques  (pour  />>i);  on  aura  de  plus 
encore  à  vérifier  si  y  est  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x»  Quand 
toutes  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  une  équation  à  points  cri- 
tiques fixes  dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  la  première  des 
équations  (i  i).  On  voit  que  cette  intégrale. se  détermine  algébrique- 
ment. U intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique  des  coeffi- 
cients de  y  et  y'  dans  Inéquation  dij/érentielle  proposée.  En  par- 
ticulier, si  X  entre  algébriquement  dans/,  l'intégrale  sera  une  fonction 
algébrique  de  x. 

21.  Nous  venons  d'examiner  le  cas  où/?  est  supérieur  à  l'unité. 
Soit  maintenant  p  =  o;  on  peut  alors  exprimer  j^  et  y'  rationnelle- 
ment en  fonction  d'un  paramètre  6  ;  on  a  ainsi 

y  =  ^  (e,:r), 

y=R,(0,a7), 

R  et  R|  étant  rationnelles  en  6,  et  inversement  6  est  une  fonction 
rationnelle  de  y  et  y'.  La  fonction  0  de  x  dépend  d'une  constante 
arbitraire  connue  y^  et,  comme  celle  dernière  fonction,  ses  points 
critiques  seront  fixes.  En  écrivant  que  y'  est  la  dérivée  de  k,  nous 
aurons  une  équation 

/étant  rationnelle  en   0;  nous  sommes  donc  ramené   au  problème 
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proposé,  mais  dans  le  cas  où  la  dérivée  entre  au  premier  degré.  Il  est 
mutile  de  répéter  ici  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (l.  II,  p.  373)  ;  l'équa- 
tion précédente  a  nécessairement  la  forme 

^  =  Pe«+Qe-hR, 

P,  Q,  R  ne  dépendant  que  de  x.  Nous  sommes  donc  ramené  à  l'équa- 
tion de  Riccati. 

22.    Le   cas  où  /7=i    est  plus   délicat,  nous  le  traiterons  de  la 
manière  suivante. 
La  courbe 

correspond  point  par  point  à  une  certaine  courbe  normale  de 
genre  un 

(i3)  |i«=(i-X«)(i-A:n«), 

le  module  k  étant  indépendant  de  x,  puisque  la  courbe  (12)  corres- 
pond point  par  point  à  la  courbe  /(^o?  ^o?  J^'i)  indépendante  de  x. 
Ecrivons  la  substitution  birationnelle,  que  nous  pouvons  regarder 
comme  connue,  entre  ces  deux  courbes  : 

î  y  =  Si(X,  |A,  a?). 
Nous  aurons  nécessairement,  par  cette  transformation, 

/  Ç=/  V(x,y^y)dy^ 

(}.,  }x)  et  (L,  M)  étant,  pour  le  moment,  deux  points  arbitraires  de  la 
courbe  (i3),  et  {y^y)  et  (Y,  Y')  étant  les  points  correspondants 
de  (12).  L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  manifeste- 
ment une  intégrale  de  première  espèce  relative  à  (12);  ses  deux 
périodes  ne  dépendent  pas  de  x^  puisque  les  périodes  de  l'intégrale 
du  premier  membre  n'en  dépendent  pas. 

D'autre  part,  nous  avons  entre  la  courbe  (12)  et  la  courbe 
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une  certaine  correspondance  birationnelle  inconnue  :  la  correspon- 
dance (il).  Cette  correspondance  nous  donnera 

A  pourrait,  a  priori,  dépendre  de  ar,  mais  il  n'en  dépend  pas;  sinon, 
la  période  de  la  première  intégrale  dépendrait  de  x^  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut.  On  voit  alors  de  suite 
que  A  =  I  en  faisant  x  =  Xq. 

On  conclut  de  là  que,  si  l'on  prend  deux  intégrales,  y  et  Y,  de 
l'équation  diflérentielle,  correspondant  respectivement  aux  valeurs 
initiales  (y^^  y[^)  et  (Yq,  Y'^),  et  qu'on  désigne  par  (X,  pi)  et  (L,  M) 
les  valeurs  correspondantes  données  par  la  substitution  biration- 
nelle (i4^î  on  aura 

a  étant  une  constante  indépendante  de  x.  Soit  maintenant  (a,  ^)  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  (i3)  qui  va  rester  fixe,  et  considérons 
rintégrale 


/ 


(X,  [jl)  correspondant  toujours  à  l'intégrale  (^,  y').  Cette  intégrale 
est  une  fonclion  de  x  que  nous  désignerons  par^(:r).  Posons  donc 


Si,  à  la  place  de  l'intégrale  (y,  y')^  nous  considérons  une  autre 
intégrale  (Y,  Y'),  nous  aurons 


i 


(L,ll)    ,\ 
ta.?,       ^ 


(L,  M)  correspondant  à  (Y,  Y'),  comme  {\  ijl)  correspond  à  (y,^)- 
La  dépendance  entre  les  fonctions  G{x)  et  g{x)  est  facile  à  trouver; 
on  aura 

a  étant  une  constante  indépendante  de  x,  d'après  ce  que  nous  avons 
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dit  plus  haut.  Ainsi  la  fonction  g{x)  est  déterminée  à  une  con- 
stante près.  On  a 

Or  X  et  p.  sont  des  fonctions  connues  de  y^  y  et  .r,  d'après  (i4)- 
La  fonction  g{x)  étant  déterminée  à  une  constante  près,  il  faudra 
que  g^{3c)  se  réduise  à  une  fonction  de  x  en  tenant  compte  de 
fi^^yt  y)  =  o*  Lorsque  cette  condition  se  trouvera  réalisée,  on  dé- 
terminera g{x)  par  une  quadrature,  et  l'on  aura,  d'après  la  rela- 
tion (i5), 

X  =  5n[^(jr)-ha], 

sn  désignant  la  fonction  elliptique;  ix  sera  aussi  une  fonction  double- 
ment périodique  de  g{x)  -\-  a,  et  l'on  a  alors  la  forme  de  l'intégrale 
qui  s'exprime  à  l'aide  de  fonctions  doublement  périodiques.  La  con- 
stante arbitraire  est  a,  et  les  points  critiques  de  l'intégrale  ne  peuvent 
être  autres  que  ceux  de  la  fonction  g(x)^  qui,  comme  nous  l'avons 
dit,  s'obtient  par  une  quadrature. 

23.  La  discussion  de  la  nature  des  intégrales  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  algébrique  en  j^  et^v',  à  points  critiques 
fixes,  est  complète. 

Suivant  la  nature  du  genre  p  de  la  relation  algébrique  entre  y  et  y^ 

jKoo.y.y')  =  0, 

pour  une  valeur  arbitraire  de  x^  V intégrale  s* obtiendra  par  des 
calculs  algébriques  (/?  >  i),  ou  elle  s'obtiendra  par  une  qua- 
drature (p  =  i)y  ou  enfin  on  sera  ramené  à  une  équation  de 
Riccati  (/>  =  o). 
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CHAPITRE  V. 

SUR  CERTAINES  MÉTHODES  D'APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES. 


I.  —  Un  théorème  général  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
renfermant  un  paramètre  arbitraire. 

1.  Nous  avons,  au  Tome  II  de  cet  Ouvrage  (2®  édit.,  p.  34o),  étudié 
une  méthode  d'approximations  successives  qui  nous  a  conduit  à 
quelques  théorèmes  fondamentaux  sur  l'existence  des  intégrales  des 
équations  différentielles.  Nous  allons,  dans  ce  Chapitre,  faire  diverses 
applications  de  cette  idée  générale  d'approximations  successives,  en 
variant  les  conditions  des  problèmes. 

Remarquons  d'abord,  comme  complément  aux  observations  faites 
(/oc.  cit.,  p.  345),  que  pour  une  équation  linéaire  quelconque 

011  les  P  sont  dans  un  certain  intervalle  1  des  fonctions  continues  de 
la  variable  réelle  or,  la  méthode  indiquée  conduit  à  un  développement 
en  série  valable  |)our  toute  valeur  de  la  variable  dans  le  champ  I  où 
les  P  sont  continues. 

2.  J'emploierai  encore  la  méthode  des  approximations  successives 
à  la  démonstration  d'un  théorème  important  sur  les  équations  linéaires. 
Soit  une  équation  linéaire 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  k  et  sont  des  fonc- 
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ûotti  entières  de  ce  paramètre  k.  Les  fonctions  P  sont  continues  en  x 
dans  un  certain  intervalle  I. 

II  est  utile  de  savoir  quelle  sera  la  nature  d'une  intégrale  quel- 
conque par  rapporta  /*;  nous  allons  voir  immédiatement  que,  pour  x 
compris  dans  l'intervalle  I,  il  y  a  un  système  fondamental  d'intégrales, 
fonctions  entières  de  k,  c*esi-à-dire  holomorphes  dans  tout  le  plan 
de  la  variable  k.  Si,  en  effet,  on  représente,  comme  nous  l'avons 
fait  (/oc.  cii.)j  l'intégrale  par  une  série 

chaque  terme  de  cette  série  est  une  fonction  entière  de  Xr,  en  suppo- 
i^ant  que  les  valeurs  initiales  soient  numériques,  c'est-à-  dire  indé- 
pendantes de  k.  Restons  dans  le  plan  de  la  variable  k  à  l'intérieur 
d'un  cercle  C  d'ailleurs  arbitraire;  nous  savons  que,  pour  x  quel- 
conque dans  I  et  pour  k  quelconque  dans  ce  cercle,  on  peut  trouver 
un  nombre  fixe  X  tel  que 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  une  série 

1/0-4-  W| -4-.  .  .-h  Mn-^-.  .  . 

dont  chaque  terme  est  une  fonction  holomorphe  de  k  dans  le  cercle  C, 
et  où  Ton  a  de  plus 

\Un\     - 


I .2. . .n 


H  est  bien  facile  de  voir  que  la  série  des  u  sera  elle-même  une  fonc- 
tion holomorphe  de  k  dans  C.  C'est  ce  que  montre  la  formule  de 
Cauchv, 

ir.i  ,f^     z  —  k 

la  série  de  terme  général  u,t{z)  étant   uniformément  convergente 
sur  C,  on  aura 

ao(  X-) -+-... -h  tt«U-) -^...  =  ; .    I    -^^^— : T dz, 

ïoxi  se  déduit  de  suite  que  la  série  des  u  est  une  fonction  holomorphe 
le  k  dans  C,  et  par  suite  dans  tout  le  plan. 
Nous  concluons  donc  que  V intégrale  générale  de  (i)  peut  se 
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mettre  sous  la /orme 

A|  ui  (a?,  k)  -4-  AiMi^j-,  X:)  -4-. . .-+-  AnM/i(ar.  A:), 

les  u  étant  des  /onctions  entières  de  k. 

Nous  appliquerons  prochainement  ce  théorème  à  l'équation 


dx^ 


■  k  S,{x)y  —  o. 


II.  —  Cas  d'un  système  d'équationB  différentielleB 
du  second  ordre  (i). 


3.   Prenons  d'abord  Tunique  équation 


dx^ 


Nous  voulons  troui^er  C intégrale  de  cette  équation^  qui  prend 
pour  X  ^a  la  valeur  \  et  pour  x  =  h\^  valeur  B.  On  suppose  que 
la  fonction 

/^^^y^y) 

est  définie  et  continue  (|uand  x  varie  dans  un  certain  intervalle  de 
longueur  h  comprenant  a  et  6,  el  que  |  r  |  et  |  j^  |  varient  respecti- 
vement entre  — L  el  +  L  d'une  |)art,  et  — L'  et  -h  L'  d'autre  part; 
nous  désignenms  par  M  le  module  maximum  de  /  dans  ces  condi- 
tions. On  admet,  de  plus,  que  Ton  a  : 

l/(^»^'i,  y\  )-  Jkx,  y.  y')  <  a|r  — ri  I  "+"  ?iy  —  Ji  V 

a  et  P  étant  deu\  constantes  posiliNCS  fixes,  les  y  et  y  restant  entre 
les  limites  indicpiées. 

On  part  d'une  fonction  quelconque  ro  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes,  et  l'on  forme  les  équations  successives 

±Zl  -  flx    Y      .    '^-^  i  . 


(')  Pour  ce  qui  concerne  les  »pproximiiLions  successives,  on  pourra  consulter,  dans 
le  Journal  de  Mathématiques,  mes  Mémoires  de  1890  (Cliap.  V)  et  de  1S93,  ainsi  que 
la  Note  I  insérée  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  de  M.  Dakboux,  t.  IV. 
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Oninlègre  chaque  fois  par  la  condition  que  J^i,  ya?  •••?  ^m  prennent 
les  valeurs  initiale  et  finale  données. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons,  comme  il  est  évidem- 
ment permis,  que 

a  =  A  =  o        et        6>o. 

Il s'a^t  d'abord  de  savoir  si  les  ^  successifs  restent,  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières,  entre  les  limites  indiquées. 

4.  Nous  avons  donc  à  considérer  l'équation 

on  aura  l'intégrale  s'annulant  pour  a:  =  o, 

• '0 

Choisissons  la  constante   P  de  telle   sorte   que   cette   expression 
prenne  la  valeur  B  pour  x  =  6  ;  on  a  ainsi 

.r=y    ?(:-3)(:r-5)rf5-f-  ^- J   ^   ^(z){b-z)dz, 

qui  représente  l'intégrale  de  (3)  s'annulant  pour  j7  =  o  et  prenant 
la  valeur  B  pour  x  =  b.  On  peut  trouver  une  limite  supérieure  de 

1/ 1  et  ^    quand  x  varie  entre  o  et  b.  Écrivons  y  sous  la  forme 

/     zo(z)(-r—ijdz—-r   f     ^(z)  (b  —  z)  dz -h -^» 

La  valeur  absolue  de  la  première  intégrale,  en  désignant  par  M  la 
valeur  absolue  maxima  de  <p(^),  est  moindre  que 


(-Î) 


•2 


La  valeur  absolue  de  la  seconde  est  moindre  que 

X  M(b  —x)^ 


9^ 


On  a  donc 
d'où,  enfin, 
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ar\  Ma?»       x  ^{b  —  x)^       ,^,       ^x{b  —  x>i       ,  .. , 
^ ^-^|B|  = -h|B|, 


\y\<  -^-"^l^l- 


dv 
Passons  maintenant  à  -7^;  on  a 


dx' 


^- 


égalité  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 


dy  _ 


on  aura,  par  suite, 


dy    . 
di  < 

Mx'       M(6- 
■,.b     '6 

-a: 
2 

1'.- 

B 
b 

dy 

dr 

M6 

B 
6 

• 

et,  par  suite, 


5.    Revenons  maintenant  au  système  (2).   Nous  devons  évidem- 
ment supposer 


I  B  |<  L. 
Nous  admettrons,  de  plus,  que  Ton  a 


(4) 


Mé>« 


|B|<L, 


dy 


c<*  qui  a  lieu  si  b  est  assez  petit.  De  plus,  pour  que  -4-  soit  certai- 
nement compris  entre  —  L'  et  H-  L',  nous  faisons  l'hypothèse 


(5) 


'2 


<L'. 


Moyennant  les  inégalités  (4)  et  (5),  nous  sommes  assuré  que  les 
fonctions  yi,  y^^  . .  .,y„  sont  toutes  comprises  entre  —  L  et  -+-  L.  On 
doit  remarquer  que  ces  inégalités  seront  certainement  vérifiées  si  6, 

B  et  T-  sont  suffisamment  petits. 
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n  nous  faut  maintenant  montrer  que  yn  tend  vers   une   limite 
quand  n  augmente  indéfiniment.  On  a 


Or.  soit  M  le  maximum  de 


dx         dx 


nous  aurons,   d'après  ce   qui  précède,    puisque   ya  —  y\    s'annule 
pour  X  =  6, 

\y%-y\\<  -g-' 


dyx  _  dyji 
dx         dx 


< 


Mb 


La  relation 


dHy,-y^)  _  J  dy£\  _  J  dvxX 

dx^  "-^  T'  ^^'  dx)       ^  V    '  ^''  dx  ) 

nous  montre  que 

i^-^.i<«(4-?;)?' 
|t-t'|<"('T-?7)'' 

et,  (le  proche  en  proche,  on  arrive  aux  inégalités 

|j'»-r«-i|<M(a-+p-j       -, 

\  dx  dx     \  \     8         ^  1 J        z 


Si  donc  on  a 

(6) 

la  série 


y\  -+-  (n— j^i  )-+-...  -t-  (7«  -  ^«-1  )  -^ . .  . 


sera  manifestement  convergente,  et,  par  suite,  y^  aura  une  limite 
y  pour  Al  =  00.  Cette  fonction  ^  de  x  aura  certainement  une  dérivée 
première  représentée  par  la  série 

dx        \  dx         dx  /  \  dx  dx    / 


g4  CBAPITKE   V. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  y  satisfait  à  l'équation  (i);  on  a,  en  effet, 

en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dansy„_i,  la  lettre  x 
par  la  lettre  z.  Puisque  yn  et  -"^  convergent  uniformément  vers 

leurs  limites  respectives^  et   ;^>  on  aura 

et,  par  suite,  en  différentiant  deux  fois, 

dx^       -^y^'^'  dx) 

11  est  évident,  d'ailleurs,  que    r  =  o   pour  x  =  o,  et  ^  =  B  pour 
X  ^=  b, 

La  recherche  de  Vintégrale  est  donc  complètement  effectuée; 
on  ne  doit  pas  oublier  que  les  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  sont  suppo- 
sées vérifiées. 

6.  L'analyse  précédente  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
d'é(|uations  de  la  forme 

^"'{'•r'-y^ ^-Ê %)■ 

s? -/•('--■■'• ■'-!& !")• 


dx^  -f'n[^^ruy^.-^-.yo.-^^  •••'-^^;* 

Nolie  métliode  d'approximations  successives  permettra  de  déterminei 
les  intégrales ^'i,  y 2-  •  •  -^ .)'///  de  ce  système,  telles  qu'on  ait 

^1  =^1  =  . . .  =  y  m  =  o         (  pour  X  =  0), 
yi=^ï^        ^2=^5»         •■">        ^'m=B,„         (pour  37  =  6). 

Certaines  inégalités  analogues  aux  Inégalités  (^),  (5)  el  (6)  devront 
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être  vérifiées.  On  suppose,  d'ailleurs,  que 


9î> 


<iiL>'i- 


«//!  I  y» 


-KPil^i-^i 


^nAy'm—  ^'m  V 


En  «j^ardant,  pour  le  reste,  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  on 
devra  avoir 


MA» 

8      -^ 

B, 

<L, 

M6 

h 

B/ 
A 

<L 

et  enfin 


(«1- 


»/«) 


b^ 


t?i+?, 


.-f-pm)r<i. 


7.  Je  dis  maintenant  que  rinté::rale  déterminée  par  la  méthode 
précédente  est  unique,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système 
d'intégrales  j^i,  y^,  . . .,  y  m  prenant  les  valeurs  données  au  commen- 
cement et  à  la  fin  de  l'intervalle  (o,  b).  Bien  entendu,  nous  ne  pou- 
vons considérer  que  des  systèmes  d^ intégrales  telles  que 

puisque  c'est  seulement  dans  un  tel  intervalle  que  nous  supposons 
les/ définies. 

Pour  abréger,  je  supposerai  que  les  fonctions  /  ont  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux  y,  de  telle  sorte  que  a^ 
sera  le  maximum  de 


à/f 


àyk 


(i=  i,'2,  ...,/n); 


et  pareillement  ^a  sera  le  maximum  de 

{i  =  \,  2,  ...,  m), 


^y'k 


(juand  x  varie  entre  o  et  6,  les  y  entre  —  L  et  H-  L,  et  les  y  entre 
~  i;  et  -r-  L'. 

Supposons  maintenant  que  nous  avons  deux  systèmes  d'intégrales 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  aux  limites 

yi,   ytj    —   ym       et       Y,,    Y,,    ...,    Y,,». 

Un  aura,  en  retranchant  les  équations  diflérentielles,  puis  posant 

^1— Y/=  Ui, 
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et  appliquant  le  théorème  des  accroîssenients  finis 

d^ut  ,       dux  ,        dun 

-^^=a,i    M,-+-ai,    tt«"+-...-hai,,„  £/^-+-6,i    —  4-...-+- 6,.,,,  -^, 

(E)  \ 

d^U,n  ,  dU\  ,  du  m 

Nous  pouvons  considérer  les  a  et  6  comme  des  fonctions  de  Xj  et 
nous  avons  alors  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes,  pour 
lesquelles  un  système  d'intégrales 

s'annule  pour  or  =  o  et  pour  x  =  b. 

Nous  allons  voir  que  les  u  doivent  être  identiquement  nulles.  De 

ce  que 

l«i',A|<3tA-     et     |6/,A|<?it        (*  =  i,îi,  ...,  m), 

on  conclut  que,  pour  le  système  (E)  d'équations  linéaires,  la  méthode 
des  approximations  successives  est  applicable.  Il  en  résulte  que  l'on 
peut  trouver  2  m  systèmes  d'intégrales  prenant  pour  x  =  o  et  x  =:  b 
des  valeurs  arbitrairement  données.  Avec  ces  2  m  systèmes  d'inté- 
grales, nous  pouvons  former  l'intégrale  générale  de(E)et  déterminer 
les  constantes  de  façon  à  avoir  les  intégrales  s'annulant  toutes  pour 
x  =:  o  et  pour  X  =:  b.  Or,  ces  constantes  seront  toutes  nulles,  puis- 
qu'elles sont  données  par  des  équations  homogènes  du  premier  degré, 
dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  toutes  les  lettres  qui  forment  le 
déterminant  ayant  des  valeurs  arbitraires.  Les  u  sont  r/onc  identi- 
quement nulles,  et  ron  a  bien 

comme  nous  voulions  V établir , 


m.  —  Quelques  cas  particuliers. 

8.  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  déterminée  par  la  méthode  des 
approximations  successives,  quand  les  conditions  nécessaires  pour 
l'application  de  la  méthode  sont  vérifiées,  est  unique. 

Étudions  en  elle-même,  autant  qu'il  est  possible,  cette  question  de 
la  détermination  unique  d'une  intégrale  d'une  équation  du  second 
ordre  par  des  valeurs  initiale  et  finale. 
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Prenons  d'abord  Téquation  linéaire 

\el  Bne  dépendant  que  de  x.  Supposons  qu'il  y  ait  une  intégrale  j^, 
s'annulent  pour  j:  =  a  et  pour  x  =  6,  et  continue  de  a  à  6.  On  a 
évidemment  la  relation 

qui  se  transforme  de  suite,  en  intégrant  par  partie,  et  devient 

Si  donc  on  a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6, 

B>  A», 

on  est  assuré  que  l'intégrale  considérée  y  ne  peut  qu'être  identi- 
quement nulle. 

On  peut  aller  plus  loin  en  employant  un  artifice  dont  je  me  suis 
servi  déjà  antérieurement  pour  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (t.  II,  p.  24)*  Si  \  désigne  une  fonction  continue  quelconque 
de  X  entre  a  et  6,  on  aura 

En  additionnant  (a)  et  ({3),  il  vient 

Si  donc  X  est  tel  que 

g_(X^A)'4-B>o, 

/devra  être  identiquement  nul.  Nous  verrons  dans  un  instant  une 
application  de  cette  transformation  du  problème. 

9.   Si  nous  reprenons  maintenant  l'équation  non  linéaire 

dx*   -•'V'^'dx)' 
P.  —  III.  ■) 
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il  esl  facile  de  signaler  un  cas  011  celte  équation  ne  pourra  avoir 
deux  intégrales  prenant  les  mêmes  valeurs  pour  x  =  a  et  j:  =  i,  et 
continues  de  a  k  b.  Soient,  en  effet,  Vi  et  )'2  deux  telles  intégrales: 
on  a 

Si  nous  supposons  maintenant  que  ./"ait  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  elles-mêmes  continues,  nous  pourrons  écrire,  en 
posant 

la  relation  précédente  sous  la  forme 

cf-u       ^  du 

j— •  =  A-j — h  Bi/, 

Je  désigne,  pour  marquer  les  dérivations,  la  fonction  y  par /*(>,)%  5 K 
A  et  B  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions  de  x.  Or  si  l'on  a, 
quels  que  soient  y  et  c,  pour  x  compris  entre  a  et  b, 

il  esl  manifeste  que  l'équation 


où  Ton  a 


rt^anra  qiCune  seule  intégrale  prenant  des  valeurs  données  pour 
X  ^=  a  et  X  =  0^  et  continue  dans  cet  inter^'alle.  En  particulier, 
l'équation 

(l'y        rr 

où /croît  en  même  temps  que  i',  rentre  dans  la  catégorie  précédente. 
10.    Ij'équation  linéaire 
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mérite  une  étude  spéciale.  D*après  ce  que  nous  venons  de  voir  au 
paragraphe  précédenl,  si  B  est  positif  de  a  4  6,  il  existera  une  seule 
intégrale  continue  de  a  à  6  et  prenant  pour  ces  valeurs  de  x  des  va- 
leurs données. 

Le  cas  où  B  est  négatif  de  a  à  h  est  beaucoup  plus  difficile  à 
étudier;  nous  l'approfondirons  dans  le  Chapitre  suivant.  I^'analyse 
du  paragraphe  8  va  nous  conduire  à  un  preuiier  résultat.  Soit 

I  B  I  <  /*         {x  variant  de  a  ii  b)^ 

h  étant  une  constante  positive.  Nous  serons  assuré  de  Texistence 
unique  d'une  intégrale,  déterminée  par  ses  valeurs  pour  x  =  a  et 
pour  x=z  b,  si  l'on  f)eut  trouver  A,  fonction  continue  de  x  dans  cet 
intervalle,  et  telle  que  Ton  ait 

^_).,.^-B>o. 
ax 

Or,  si  l'on  peut  déterminer  A  de  telle  sorte  que 

dx      *'  ^  '*' 

celle  dernière  inégalité  entraînera  la  première.  Soit  /t|  >>  A,  l'équa- 
tion 

d\       .        . 

donne 

X  =  ^7ï[  tang(jr  //ii  h-  G), 

C  étant  une  constante.  Si  l'intervalle  (a,  b)  est  inférieur  à  — = ,  on 

pourra  choisir  évidemment  la  constante  C  de  manière  que  X  soit  con- 
tinue dans  l'intervalle.  Comme,  d'autre  part,  A,  est  aussi  rapproché 
que  l'on  veut  de  A,  on  peut  dire  que,  si  Vintervalle  (a,  b)a  une  lon- 
gueur inférieure  à  —y  il  existera  une  seule  intégrale  de  Inéqua- 
tion 

5^  =  ^'^^^ 

prenant  pour  a  et  b  des  valeurs  données. 

Nous  allons  maintenant  faire  une  étude  plus  approfondie  de  cette 
équation  et  de  quelques  équations  qui  s'y  rapportent. 


455fV7Po 
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CHAPITRE  VI. 

SUR  CERTAINES  ÉQUATIOiNS  LINÉAIRES 
DU  SECOND  ORDRE. 


I.  —  Dôflnitioii  d'une  constante  fondamentale  dans  l*étude 
de  certaines  équations  linéaires.  Étude  progressive  de 
l'intégrale. 

1.  Nous  allons  faire  dans  ce  Chapitre  une  étude  approfondie  de 
Téquation 

^^A(^)^  =  o, 

la  fonction  Ps^{x)  étant  posilive  de  a  à  6.  Quoique  cette  équation 
soit  de  forme  bien  particulière,  nous  allons  trouver  dans  son  étude 
un  type  de  problèmes,  qui  se  poseront  d'une  manière  analogue  dans 
des  équations  plus  générales,  et  que  nous  pourrons  ici  approfondir 
complètement. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

S'il  existe  une  intégrale  y  de  r équation  précédente ,  toujours 
positive  et  différente  de  zéro  de  a  à  b^  et  continue  ainsi  que  sa 
dérivée  première,  cette  intégrale  pourra  être  obtenue  par  la 
méthode  des  approximations  successives. 

Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire. 
L'intégrale  de  l'équation 

s'annulant  pour  jc  =  a  et  j:*  =  6,  est  donnée  par  la  formule 

y==J     ?(^) 6^rii ^'^-^ir^i     ^{^)(b-z)dz. 
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On  voit  que,  si  o(x)  est  positif  de  a  k  b,  la  fonction  y  sera  positive, 
et  croîtra,  si  l'on  remplace  o(^)  par  une  fonction  plus  grande. 

Au  lieu   de   la  forme   élémentaire  classique  de   l'intégrale  y   de 
l'équation 

qui  s'annule  en  a  et  6,  on  peut  avec  M.  Burkhardt  (Bulletin  de  la 
Société  mathématique  y  1894)  écrire 


y{x)^  f  G(x,?)cp(î)6^5, 
•Al 


où  la  fonction  G(x,  Ç)  est  définie  par  les  égalités 

G(x,;)  =  ^'-/i^:,-"'         pour        l>.. 

Ceci  posé,  nous  partirons,  pour  les  approximations  successives,  de 
ly  fonction  y^  vérifiant  l'équation 

m- 

cl  prenant  les  mêmes  valeurs  que  y  aux  deux  extrémités  de  l'inter- 
valle (a,  6).  On  aura  ensuite  la  succession  des  équations 

d^Yi 


d^Yn 


y^^y^t  '  "j  y  H  prenant  les  mêmes  valeurs  initiale  et  finale  que  y^  et 
étant  positives,  comme ^,  dans  l'intervalle  (a,  b).  De  l'équation 

d*v 


on  conclut  que 

(^ 

dx^ 

or  y  —  yQ  a  des  valeurs  initiale  et  finale  nulles,  par  suite,  y  —  yo  est 
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positif,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut.  Écrivons  donc 
Il  résulte  aussi  de  la  même  remarque  que 

ro  <  r  I  <  •  •  •  <  J^"  <  •  •  •  <  r- 

Nous  voulons  établir  que  j'n  a  y  pour  limite.  A  cet  effet,  considé- 
rons le  quotient 

.y— .vo  . 
y 

il  restera  moindre,  dans  l'intervalle  (rt,  />  ),  qu'un  nombre  fixe  q  infé- 
rieur à  r unité.  Les  deux  équations 

— ^\{x)y 

^-li^^..K^.Uy--y.)-o 

montrent  de  suite  que 

y^y-  ^ 

Kn  continuant  ainsi,  on  a,  d'une  manière  générale, 

y-yn-\ 

et,    par  conséquent,    en   multipliant   toutes   ces   inégalités   membre 
à  membre, 

y-yn<y^r^'-  ' 

Il  est  donc  établi  que  j^„  converge  uniformément  vers  y.  On  voity 
de  plus,  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  positives  prenant  les 
mêmes  valeurs  en  a  et  b, 

2.  En  supposant,  comme  au  paragraphe  précédent,  qu'//  existe 
une  intégrale  y  de  l'équation,  toujours  positive  et  différente 
de  zéro  dans  V intervalle  (a,  6),  on  peut  montrer  qu'il  n'existe  pas 
d'autre  intégrale,  s'annulant  en  a  et  6,  que  y=o.  Supposons,  en 
effet,  qu'il  existe  une  telle  intégrale;  nous  pouvons  supposer  qu'elle 
garde  un  signe  invariable  dans  l'intervalle^  sinon  elle  s'annulerait  au 
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moins  une  fois  entre  a  et  6,  et  Ton  raisonnerait  sur  un  intervalle 
compris  dans  (a,  b).  Soit  donc  une  intégrale  V  s'annulant  en  a  et  A 
et  positive  toujours  dans  l'intervalle.  On  peut  choisir  la  constante  k 
de  manière  que  les  deux  intégrales 

ky    et     Y 

soient  égales  en  un  point  choisi  arbitrairement  entre  a  et  b.  Puisque  Y 
s'annule  en  a  et  b,  il  faudra  qu'il  y  ait  une  seconde  valeur  de  x  pour 
laquelle  on  ait  encore 

ky  =  Y, 

et  nous  aurions  un  ii^ervalle  moindre  que  (a,  b)  pour  lequel  il  existe- 
rait deux  intégrales  positives  et  répondant  aux  mêmes  valeurs  initiale 
et  finale,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  que  Y  soit  identique- 
ment nul. 

On  conclut  de  là  c\u^ une  intégrale  est  nécessairement  déter- 
minée d*une  manière  unique  par  ses  valeurs  initiale  et  finale 
dans  r intervalle  (a,  b)  ou  dans  tout  intervalle  compris  dans 
celui-ci, 

3.  Introduisons  maintenant  une  succession  de  constantes  qui  vont 
jouer  dans  la  suite  un  rôle  très  important.  Nous  reprenons  les 
approximations  successives  en  faisant 

On  aura  une  suite  de  fonctions 

ri'  y^^    •••^  yn 

prenant  pour  x  •:=  a  eX.  x  =i  b  Va  valeur  un.  Posons 

les  //,  sauf  //fl,  s'annulent  aux  deux  extrémités  de  (a,  b).  J'envisage 
les  deux  séries  de  constantes  (  *  ) 

W„i,„  =    /      k{r)  U,n  Un  dx.  \n,,n  =    j       -^  -j^  dr. 


(')  Ces  deux  séries  de  constantes  ont  été  considérées  par  M.  Schwarz  dans  une 
question  analogue  relative  à  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  {Mathema- 
lâche  Abhandlungen,  t.  I,  p.  i4i). 
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Ces  deux  expressions  ne  changent  pas  si  Ton  remplace  Um  et  Un 
par  d'autres  lettres  w,  la  somme  m-^  n  restant  constante. 
On  a,  en  effet, 


'^*"'"^i..   ^ /'''^"'"-^»  ^"".^x 


dr       dx 


=  —  /     u,„-^i -j^ dx  — -^  I    K{x)u,n+xUn-\dx  : 


par  conséquent,  W,„^„  ne  dépend  que  de  m  -{-  n. 
Si  nous  posons 

W,„^„=    /      k{x)Ufn^ndx, 

nous  aurons 

V„|.„=—    /      Utn-^dx^^   I      k{x)u,nUn-\dx, 

et,  par  suite, 

4.   Parlons  de  l'inégalité 

^    A(x)[aM„-+-  pa;,_^,]*c?x>o, 

•  a 

a  et  |3  désignant  deux  constantes  arbitraires.   Cette  inégalité   peut 
s'écrire 

On  aura,  par  suite, 

(  W,n+,  )*  -  \V,„  Wj^^j  <  o 
ou 


On  a,  de  la  même  manière, 

OU 

anVîn-i4--2a?\V5„-+-3*\V,„^,>o, 
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d'où  Ton  conclut 

Les  inégalités  précédentes  montrent  que  Ton  a 


w,  ^  w,  ^-^  w„_,  -•  • 

Je  dis  que  le  quotient        "   ,  croissant  avec  /*,  tend  vers  une  limite 

pour  n  =  oo.  Soit,  en  effet,  g  la  plus  grande  valeur  que  prend  la  fonc- 
tion tt,  dans  rintervalle  (a^  b).  Les  différences 

seront  toutes  négatives  dans  Tintervalle  («,  b).  Or  on  a 

W,„— ^\V„|_,=   /     X(x)itn(u„—  gu„-i)dx\ 

donc 

\V,«-^W,._i<o; 

par  suite,  ,-.  '^    ne  dépasse  pas  ff.  Ainsi,  en  posant 


nous  sommes  assuré  que  les  quantités  croissantes 

tendent  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment.  Nous 
désignerons  cette  limite  par  c. 

D'après  un  théorème  élémentaire  sur  les  suites,  on  peut  encore 
définir  c  comme  la  limite  de 

et  nous  pouvons  de  suite  faire  la  remarque,  qui  nous  sera  plus  tard 
utile,  que,  pour  une  équation  correspondant  à  une  fonction  A'(x) 
plus  grande  que  A(a:),  on  aura  une  limite  c'  qui  sera  plus  grande 
que  c. 
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3.   Cherchons  à  comparer  Un{x)  à  v^  W^w  On  a 
d*  Un 


et,  par  suite, 


k{x)Un-\  =  0 


u„(x)  =  -^-  f    X(z)u„..i{z){x  —  z)dz 

H--J /       \{Z)Un-xiz){b  —  Z)dz. 

()n  en  conclut 

\Un(T)\<f     A(z)u„-i(Z){b  —  z)dz. 
«'  tl 

Or  (le  rinégalité 

J,.  L     t/w;^  J 

a  cl  ^  <Hant  deux  constanles  quelconques,  on  déduit 

et,  par  suite, 

W  I 

H  étant  un  nombre  fixe.  Or      */' "*  a  —  pour  limite  (pour  n  =  ce 

On  peut  donc  écrire 

R  étant  un  nombre  fixe. 

6.  Nous  allons,  des  résultats  [)récédents,  déduire  des  conséqu 
extrêmement  importantes.  D'après  Tinégalité  du  paragraphe  j 
dent,  la  série 

Mo -^  Wl  -♦-.•.-+-  M/iH-.  . . 

convergera  uniformément  dans  l'intervalle  (a,  b),  si  la  série  de 
général 
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est  convergente.  Or,  dans  celle  série,  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent a  pour  limite  c;  par  conséquent,  si  c<i  i ,  les  approximations 
successives  convergeront,  et  il  y  aura  dans  rinlervalle  («,  b)  des  inté- 
grales de  l'équation  restant  toujours  positives. 
Si  c  est  supérieur  à  Tunité,  la  série 

«0  -+-  "  1  -+- .  .  .  -H  Un  H- . . . 

ne  peut  converger  uniformément  dans  l'inlervalle  (a^b).  Car  autre- 
ment, puisque 

la  série 

\Vi-i-...-+-\V„-h... 

w 

serait  convergente,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  le  rapport    ■^"^'  a  c  pour 
limite. 

7.  Chacun  des  quotients 

c 
étant  plus  petit  que  ;///,  le  produit 

-i    _  ^'  ^i        ^« 

A«  —    —   —  •  •  •   

ce  C 

décroît  avec  n  et  tend,  par  suite,  vers  une  limite  pour  n  =  oo. 
Cette  /imite  sera  dij/'érente  de  zéro;  on  a,  en  eflTet, 

W,„=  /     \{x)ul{x)dT, 
ce  que  Ton  peut  écrire 


Unix)    Unix) 

et  comme 

Unix) 


on  conclut 


<K, 
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ce  qui  n^est  autre  chose  que  l'inégalité 

w„  ^  I  w;       I 


Or  W„=  CiCj..  .c„  Wo;  donc 

■— - —  —  Wo  ^^—  ^^—  •  •  • j 

par  conséquent,  le  quotient  ^^-^  décroît  avec  /i;  il  a  donc,  puisqu'il 

est  supérieur  à  -jt^»  une  limite  différente  de  zéro.  Il  en  résulte  encore 

que  le  produit 

(a)  £L^...^ 

C,  Ci  c,„ 

a  une  limite  différente  de  zéro,  puisque  — ^  <  i.  Or  on  a 


Cl 

—  £i  £?  £i . . 

c 

c,  C4  Cg  * 

fî 

__  £î  £6^ 

c 

Ce  c,j*" 

^ 

=  f  *.  £.l!î.  . . 

c 

Clo  c,o 

£i  £8  2l... 

c    c     c 

et,  par  suite,  le  produit 


a  pour  limite  la  limite  de  l'expression  (a),  c'est-à-dire  une  expression 
différente  de  zéro.  11  en  sera  alors  évidemment  de  même  de 

c    c    c 
et,  par  suite,  de  X,i7  comme  nous  voulions  l'établir. 

8.   Nous  allons  montrer  que 
a  une  limite  différente  de  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment. 
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Soit  . 


«        en 


et  posons 

/•* 
W'„=  /     Aix)u'„dx, 

^  a 

on  aura  évidemment 

Par  suite,  d'après  le  paragraphe  précédent,  on  est  assuré  que  W^, 
a  une  limite  pour  /i  =  oo. 
On  a 

f    A(rr) (a;,-  u'^^kY  dx  =  W',«-  2W;„^,.-4-  Wi«^,^. 

Puisque  W^,  tend  vers  une  limite,  il  est  certain  que  le  second 
membre  est  inférieur  à  toute  quantité  donnée  à  l'avance,  si  n  est  suf- 
fisamment grand.  Or  on  a 

f   \{x)'^(u'n  —  u':,^kydx<M   I     X{x)(u'n—u'n^f,ydx, 

M  désignant  le  maximum  de  S.{x)\  par  suite,  l'intégrale  du  premier 
membre  est  aussi  très  petite,  pour  //  suffisamment  grand.  Enfin,  de 
l'inégalité  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  considérée 

on  conclut 


\s: 


^{^)iUn  —  ^'H^k){b  —  X)  dx 
b 


<  f   k^{x){u'„-u'„^k)^dx  f   (b^x)^dx. 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  supérieur  (§  5)  à  la 
valeur  absolue  de 

pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.   Par  suite,   on  peut 
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trouver  une  valeur  de  n  telle  qu'à  partir  de  cette  valeur,  on  ait 

I  "«4-1  (^)  —  «'îi+A+i  (^)  l<  e, 

e  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
U existence  de  la  limite  de  u„{^)  est  ainsi  établie, 

La  fonction  u'^^  x)  converge,  d'après  ce  qui  précède,  uniforinéinent 
vers  sa  limite  //'.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  u'ix)  n'est  pas 
identiquement  nulle.  On  a,  en  eflet, 


;=/"  \(x)u'„dT. 


w 


Or  nous  avons  vu  que  la  limite  de  la  constante  W,'^  était  différente 
de  zéro;  donc  fa  limite  de  w„  ne  peut  être  nulle,  La  limite  ii^(x) 
satisfait  à  Téquation  différentielle 

—-;•   -h  -A(X)U    =  O, 
(IT'  C 

et  elle  s'annule  aux  deux  extrémités  de  («,  b). 

9.  Une  remarque  importante  est  à  faire  sur  la  quantité  c,  qui  a 
joué  un  rôle  si  important  dans  ce  qui  précède.  Considérons  les 
expressions 

Jo{u)=  f   X{x)utdx,         J,(£/)=y    (S)'^'' 

où  u  désigne  une  fonction  quelconque  continue,  ainsi  que  -t->  dans 

l'intervalle  (a,  6),  et  s^ annulant  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle. 
Soit,  d'autre  part,  la  série 

I/o  -r-  Ml  A-  -+-  w*  /^  -f-  .  .  .  -t-  Un  1^"  -!-..., 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  constante  /c.  Puisque  -^  a  une 

limite  déterminée  différente  de  zéro,  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent a  pour  limite 

cA, 

et  la  série  précédente  sera  convergente  tant  que 

A<-. 
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Désignons  par  U  la  limite  de  celte  série;  c'est  une  fonction  de  a: 
prenant  pour  a:  =  r/  et  pour  x  =  b  les  valeurs  e/n,  et  qui  satisfait 
à  l'équation 

Or,  partant  de  l'identité 

V^        U   iijr)  '^  dx\  V    ttx) 

on  aura  de  suite 

et,  par  conséquent, 

Ji  —  X'Ju>  <>. 

Le  quotient -p- — -est  donc,  quelle  que  soit  la  fonction  n  satisfai- 
sant aux  conditions  indiquées,  supérieure  à  toute  quantité  A'  infé- 
rieure à  -•  Ce  quotient  ne  peut  donc  prendre  une  valeur  plus 
petite  que  -•  Clierchons  la  valeur  de 

a' étant  la  fonction  du  paragraphe  8,  qui  s'annule  pour  «r  et  6  et  satis- 
fait à  Téquation 

— -^-A(x)«=o. 

L'identité 

(du'\^      A(x)    ,,        d   /   ,du'\         ,\d*u'        I   .  ^    ^    ;| 

donne  immédiatement 

le  minimum  -  du  quotient 

Ji(m) 
Jo(w) 
est  donc  atteint  pour  u  =  u' . 
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10.  On  pourrait  se  poser,  au  point  de  vue  du  calcul  des  variations, 
le  problème  de  rechercher  la  fonction  //  s^annulant  en  a  et  6  et  ren- 
dant minima  le  quotient 

Quand  on  applique  la  méthode  des  variations,  du  moins  si  on 
laisse  de  côté  des  travaux  tout  récents,  on  suppose  que  le  minimum 
est  atteint,  les  questions  d'existence  de  fonctions  réalisant  effective- 
ment le  minimum  étant  laissées  de  côté.  Soit  donc  une  fonction  u^ 
s'annulant  en  a  et  6  et  rendant  minimum  le  quotient  précédent.  Soit  m 
ce  minimum. 

Nous  avons  à  écrire  que  la  variation  du  quotient  est  nulle,  ce  qui 
nous  donne 

Jo(M)ôJi(a)  —  J|(a)8Jo(M)  =  o 
ou 

ôJj  (m)  —  m8Jo(M)  =  o. 

Or 

ôJo(m)  =  2  /     \{x)u^u  dx, 

»'.<".=,rKè)'-='X'§Kf:)- 

On  a  donc 


I      \d^  -^  m\(a')u\oudx  =  o, 


d'où  il  résulte  que  la  fonction  u^  satisfaisant  aux  conditions  indiquées, 
vérifie  l'équation 

^-ï  -^niX(x)u==o. 

Ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  obtenu  plus 
haut. 

11.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  considéré  un  intervalle 
fixe  (a,  b).  Supposons  maintenant  que,  a  restant  fixe,  on  fasse 
varier  b{b^a).  La  fonction  A(x)  restera,  bien  entendu,  positive 
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pour  toute  valeur  de  x  k  partir  de  «,  pour  laquelle  nous  aurons  à  la 
considérer. 

Un  premier  point  à  peu  près  évident  est  que  la  limite  c  croit  avec 
rinlervalle  (a,  6).  On  peut,  en  eflet,  définir  c  comme  la  limite  de 

d'après  un  théorème  élémentaire  sur  les  suites.  Or 

Wrt=   /      \(jr)Un  dx. 

Soit  6|  >  6;  on  aura 

Wi=/      PL{x)u},dx, 
*'  it 

Or,  de  a  à  6,  on  a  nécessairement 

comme  on  le  voit  de  proche  en  proche  à  partir  de  w*  =  Wo=  i.  l-.a 
limite  C|,  correspondant  à  Tinlervalle  (a,  6,),  est  donc  supérieure 
à  la  limite  c,  correspondant  à  l'intervalle  (a,  b). 

Or  pour  6,  très  voisin  de  a,  on  a  évidemment  c  très  voisin  de  zéro. 
Quand  b  s'éloigne  de  a,  la  limite  c  grandit.  Tant  que 

c<i, 

les  approximations  successives  convergent  (§6),   et  une  intégrale 
s'annulant  pour  a  et  6  est  identiquement  nulle. 
Quand,  b  continuant  à  s'éloigner  de  a,  on  a 

nous  arrivons  au  cas  limite  extrêmement  intéressant.  Nous  avons 
alors  une  fonction  w',  non  identiquement  nulle,  s^annulant  aux 
deux  extrémités  de  Vintervalle  (a,  b)  et  satisfaisant  à  Céquation 
différentielle  proposée 

d^  u 

,    .    -h  k{X)U  =  o. 

ax^ 

Quand,  b  continuant  à  croître,  c  devient  plus  grand  que  e//i,  nous 
sommes  assuré  que  les  approximations  successives  ne  convergent 
plus,  et  qu'il  n'y  a  plus  d'intégrales  restant  toujours  positives 
dans  (a,  b), 

P.  -  III.  8 
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Dans  le  cas  particulier  très  simple  où  A.(jc)  se  réduit  à  une  con- 
stante A,  on  trouve  iniinédiateuient  la  longueur  de  Tintervalle  mini- 
mum correspondant  à  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités. 

Soit  l'équation 

g+A,.  =  o        (A>o,: 

rinlégrale  générale  étant 

3  s\n{x^^  -¥■  a), 

rinl<îrvalle  cherché  sera 

t: 

et  nous  avons  l'intégrale  sint^y/A  ),  restant  positive  de  o  à  -t^>  et 

/A 

s'annulant  pour  ces  deux  valeurs. 

12.  Considérons  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  a,  et  cher- 
chons à  la  suivre  quand  x  grandit  à  partir  de  a.  Elle  sannulera  la 
première  fois  pour  la  valeur  x  =  b  dont  nous  venons  de  parler  (pour 
laquelle  c  =  i).  Arrivé  k  x  =  b,  nous  nous  trouvons  dans  les  mêmes 
conditions  qu'au  point  de  départ.  L'origine  des  intervalles  étant 
maintenant  6,  à  ce  point  b  correspondra  un  intervalle  bb\  pour 
lequel  la  limite  c'  sera  égale  à  l'unité  (il  pourra,  d'ailleurs,  arriver 
que  b'  n'existe  pas,  la  limite  c'  étant  toujours  inférieure  à  w/i,  si  grand 
qu'on  prenne  l'intervalle  à  partir  de  b).  Notre  intégrale  aura  donc  la 
nouvelle  racine  k  x  =  b\  et  Ton  continuera  ainsi  indéfiniment,  si  la 
fonction  A(x)  est  définie  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  com- 
ment on  pourra,  de  j)roche  en  proche,  faire  l'étude  de  l'intégrale. 


II.  —  Introduction  d'une  constante  arbitraire 
dans  l'équation  différentielle  (>). 

13.   Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre  dépendant  d'un   paramètre  arbitraire,   et. 


(')  J'ai  résumé  ce  Chapitre  dans  uue  \oie  tles  Comptes  rendus  :  Sur  les  équa- 
tions dijfcrentielles  du  second  ordre  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
(nj  février  i8«)i  ). 
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pour  nous  rapprocher  du  cas  éludié  dans  la  Section  précédente,  pre- 
nons léqualion 

(,)  ^^A'X{x)y  =  o, 

où  \(x)  est  une  fonction  positive  dans  Tintervalle  (cij  b)  et  k  une 
ronstanle.  Nous  pouvons  former  une  intégrale  de  cette  équation,  pre- 
nant pour  ^  =  a,  ainsi  que  sa  dérivée  —;>  des  valeurs  numériques 
arbitrairement  données.  Soit 

cette  solution,  qui  dépend  manifestement  aussi  de  A:,  et  qui,  d'après 
un  théorème  général  précédemment  établi  (Chap.  V,  §  2),  est  une 
fonction  de  k  holomorphe  pour  toute  valeur  de  k. 
Envisageons  de  même  une  seconde  solution 

qui  correspond  à  un  second  système  de  valeurs  numériques  initiales 
de  r  et  -j-'  On  suppose  seulement  que  les  systèmes  de  valeurs  numé- 
riques ne  soient  pas,  dans  les  deux  cas,  proportionnels,  de  manière 
que  les  deux  solutions  soient  distinctes. 
Une  solution  quelconque  sera  de  la  forme 

a  et  |3  étant  des  constantes  arbitraires.  Nous  pouvons  choisir  a  et  ^ 
de  manière  que  cette  solution  prenne,  pour  x  ^  a  el  x  =  b,  des 
valeurs  déterminées  d'ailleurs  arbitraires.  Il  n'y  aura  d'exception  que 
si  le  déterminant  des  deux  équations  du  premier  degré  est  nul,  c'est- 
à-dire  si  Ton  a 

(i)  ^i(a,  k)yt(b,  k)—yi(b,  A-)^,(a,  A-)  =  o. 

Si  k  satisfait  à  cette  relation,  on  pourra  choisir  a  et  jï  de  telle  sorte 
que  la  solution 

s'annule  en  a  et  b.  On  aura  donc,  pour  les  valeurs  de  k  satisfai- 
sant à  l'équation  (2),  une  intégrale  de  l'équation  (1)  s'annulant 
en  a  et  b,  et  qui  n'est  pas  nulle  identiquement. 
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14.  Le  premier  membre  de  l'équation  (a)  étant  une  fonction  de  A", 
holomorphe  dans  tout  le  plan,  les  racines  ne  pourront  former  qu'une 
suite  discontinue. 

Montrons  que  les  racines  de  l'équation  (2)  ne  peuvent  être  que  des 
quantités  positives.  Nous  allons  voir  en  effet  que,  pour  une  valeur 
imaginaire  ou  négative  de  k^  il  ne  peut  y  avoir  d'intégrale  s'annulant 
aux  deux  extrémités  sans  être  nulle  identiquement.  La  chose  nous 
est  connue  pour  les  valeurs  négatives  (Chap.  V,  §  10).  Quant  à  ce 
qui  concerne  les  valeurs  imaginaires,  nous  aurions,  en  posant 

y  =  Ux-\-  iut,        k  =  A-'-+-  ik'f 


et.  par  suite,  on  aurait 


'{k'-^  ik')  X(x)(ui  ■+-  iUf)  =  o 


-z-j-  -^  k'  X(x)ui  —  k'  A(x)ui=  o, 
-j^  -I-A-' A(a:)w,-h  A:'A(x)i/i=  o, 

la  solution  (^i,  U2)  s'annulant  en  a  et  b.  Ceci  est  impossible;  car  des 
deux  équations  précédentes  on  tire 

/k'  Mx){u\-^  u\)dx=zo\ 
w,  et  ^2  seraient  donc  identiquement  nuls,  si  k":^  o. 

15.  L'existence  d'une  suite  indéfinie  de  quantités  positives 

[kn  augmentant  indéfiniment  avec  /i),  pour  lesquelles  Téquation 

a  une  intégrale  nulle  aux  deux  extrémités  de  (a,  6),  sans  être  iden- 
liquement  nulle,  constitue  un  théorème  important  que  nous  allons 
démontrer. 

16.  Commençons  par  établir  une  proposition  due  à  Sturm  {Jour- 
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nal  de  Liouville,  t.  1).  Soient  les  deux  équations 
d^y  d^  z 

où  o{x)  et  i(j?)  sont  deux  fonctions  continues  dans  un  certain  inter- 
valle. Soit  dans  cet  intervalle 

et  supposons  que  x^  et  x^  soient  deux  racines  consécutives  d'une 
intégrale  y  (j:)  dans  Tintervalle  considéré.  Nous  allons  voir,  d'après 
Slurm,  qu'iY^K  a  au  moins  une  racine  de  toute  intégrale  z{x)  de 
la  seconde  équation  entre  Xq  et  Xf 

Supposons,  en  effet,  qu'il  n'y  en  ait  pas,  et  alors  nous  pouvons 
admettre  que,  entre  Xq  et  Xt,  les  deux  fonctions  y  et  z  soient  posi- 
tives. On  a 

d*y  d^z 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

Le  second  membre  est  positif;  on  a  donc 

Or,  (^)    ne  peut  être  négatif,   tandis  que   (-Â)    ne  peut  être 

positif,  et  comme  d'ailleurs  Zt  et  Zo  ne  sont  pas  négatifs,  il  est  impos- 
sible que  l'inégalité  précédente  soit  vérifiée. 

Nous  avons  supposé  que  ^(x)  n'était  pas  identique  à  f{x),  La 
même  conclusion  subsiste  quand  ^(x)  =  ^{x)^  c'est-à-dire  que  pour 

inéquation 

d^y 

les  racines  d^une  intégrale  séparent  les  racines  de  toute  autre 
intégrale  de  la  même  équation  différentielle. 

Ajoutons  encore,  pour  le  cas  où  'f(a?)  n'est  pas  constamment 
égale  à  i^{x)^  que  si  Xq  est  une  racine  commune  aux  intégrales  y 
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et  w,  z  aura  au  moins  une  racine  entre  Xn  et  X|,  «  l'exclusion  de  jti, 
car  autrement  z  aurait  toujours  le  même  signe  entre  jCq  el  x^  (soit  le 
sij<ne  plus  comme  r),  et  Ton  aurait  l'inégalité 

-Si  ( -^  )   >o  (éî^alitô  exclue), 

résultat  inadmissible,  puisque  ^i  n'est  pas  négatif,  et  que  ( -7^  )  n'est 
pas  positif. 

17.  Du  théorème  de  Sturm,  on  peut  déduire  de  nombreuses  con- 
séquences. Envisageons  Tcquation 

en  supposant  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  a:,  soit  x  =  o,  la 
fonction  A(.r  )  soit  continue  pour  toute  valeur  finie  de  x,  et  que  l'on 
ait  pour  toute  valeur  positive  de  x 

A(iF)>  a, 
a  étant  une  constante  positive.  Je  dis  que  dans  ce  cas  l'équation 

y{x)  r=  O, 

y{x)  étant  une  intégrale  ([uelconque  de  (  E),  a  une  infinité  de  racines 
positives.  Comparons,  en  eH'et,  l'équation  (E)  à  l'équation 

Celte  dernière  équation  admet  l'intégrale  générale 

-3  =  A  co5(Vâ.  j")  -h  B  sin(v/â.a:). 

Donc,  l'équation  z  =  o  a  une  infinité  de  racines,  et  il  en  est,  par 
suite,  de  même  de  l'équation  j^=:  o,  d'après  le  théorème  de  Sturm. 

18.  Revenons  maintenant  au  théorème  énoncé  au  paragraphe  15. 
Tout  d'abord,  le  premier  terme  de  la  suite  que  nous  désignons  par  Ati 
a  été  déjà  considéré  dans  la  Section  précédente;  il  est  l'inverse  de  la 
quantité  c,  qui  a  joué  dans  cette  Section  un  rôle  si  important.  En 
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eflTet,  tant  que  l'on  a 


c 


les  approitimations   successives  convergent  dans   rintervalle    {a,  b) 
pour  Téquation 

et  il  n'j  a  pas  d'intégrale  nulle  aux  <leux  extrémités  de  Tintervalle 
(sauf  zéro).  Nous  savons,  au  contraire,  que  pour 

il  y  aura  une  telle  intégrale. 

Faisons  maintenant  croître  k  à  partir  de  k^  {Jig.  i);  nous  aurons 

Fig.  I. 


une  intégrale  telle  que  aQb'  s'annulant  en  a  et  6',  ce  dernier  point 
étant  à  gauche  de  6,  et  une  intégrale  bC! a'  s'annulant  en  b  et  en  r/', 
comme  il  résulte  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  paragraphe  lO. 
Comme  ces  intégrales  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur  près,  je 
puis  figurer  l'une  au-dessus  de  Ox,  l'autre  au-dessous.  Continuons 
à  faire  croître  k\  a'  marche  vers  la  droite  et  b'  vers  la  gauche,  toujours 
d'après  la  même  remarque.  A  un  certain  moment  ils  coïncideront  en 
un  point  a,  et,  comme  les  intégrales  dessinées  ne  sont  déterminées 
qu'à  un  facteur  près,  on  peut  les  choisir  de  telle  sorte  qu'elles  se  rac- 
cordent en  leur  point  commun;  on  voit  bien  nettement  qu'il  doit  y 
avoir  coïncidence  de  a'  et  b'  pour  une  certaine  valeur  finie  de  /:,  car, 
s'il  en  était  autrement,  il  y  aurait,  quelque  grand  que  soit  A,  un 
intervalle  fini  I  ayant  toujours  a'  à  sa  gauche  et  b'  à  sa  droite.  On 
aurait  alors  une  intégrale  de  l'équation  proposée  positive  dans  l'in- 
tervalle I,  quel  que  soit  k.  Or,  cela  est  impossible  ;  en  effet',  si  grand 
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que  soit  le  nombre  M,  on  peut  choisir  k  de  manière  que 


Mais  l'équation 


M  K  =  o 


a  pour  intégrale  particulière 

y  =  %\i\{x  /m), 

et  celte  intégrale,  pour  M  assez  ^rand,  a  plusieurs  racines  dans  Tin- 
tervalle  1.  Donc,  d'après  le  théorème  de  Sturm,  toute  intégrale  de 
notre  équation  initiale  aurait  des  racines  dans  I,  ce  qui  est  contra- 
dictoire. On  aura  alors  la  figure  2,  et  les  deux  courbes  dessinées  cor- 

Fig.  2. 


respondent  à  une  même  intégrale.  Nous  concevons  donc  ainsi  l'exis- 
tence de  la  seconde  valeur  de  A2  pour  laquelle  il  y  aura  une  intégrale 
nulle  en  a  et  6;  cette  intégrale  s'annule  une  fois  entre  a  et  b. 

On  continuera  à  raisonner  de  la  sorte,  se  reportant  toujours  au 
théorème  de  Sturm.  On  aura,  k  étant  un  peu  supérieur  à  k^^  le 
dessin  suivant  d'intégrales  {Jig-  3)   :  le  point  y  marchera  vers  la 


droite  et  S  vers  la  gauche  à  mesure  que  k  grandira,   et  pour  une 
certaine  valeur  de  A*,  soit  A'a,  on  aura  la  figure  4i  ^t  l'on  peut  choisir 

Fig.  4. 


la  constante  dans  l'intégrale  partant  de  b  (de  6  en  t)  et  dans  l'inté- 
grale partant  de  a  (de  a  en  e)  de  manière  à  avoir,  par  l'ensemble  des 
deux,  une  seule  intégrale.  Nous  arrivons  donc  ainsi  à  une  valeur  k^ 
pour  laquelle  il  y  a  une  intégrale  nulle  en  a  et  6;  cette  intégrale 
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S'annule  deux  fois  entre  a  et  b.  On  continuera  ainsi  indéfiniment, 
et  l'on  démontre  ainsi  l'existence  d'une  suite 

(-)  ^1»    ^îi     •••1    ^« 

de  nombres  grandissant  indéfiniment,  et  correspondant  aux  valeurs 
^tk  pour  lesquelles  l'équation 

a  une  intégrale  nulle  en  a  et  b.  Il  est  clair  que  kn  augmente  indéfini- 
ment avec  /î,  car  les  intervalles  act^  ae^  ...  vont  en  diminuant  indé- 
finiment. D'ailleurs,  ces  nombres  étant  les  racines  de  l'équation 
transcendante  (2)  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  entière 
de  k  ne  peuvent  avoir  pour  point  limite  un  point  à  distance  finie. 
Du  raisonnement  ci-dessus,  il  résulte  que  l'équation 

admet  une  intégrale  Cy„  s'annulant  en  a  et  b^  et  n  —  1  fois  entre 
a  et  6. 

19.  Faisons  une  remarque  importante  relative  à  la  rapidité  de  la 
croissance  des  quantités  kn»  Soit 

A(a?)<M. 
Si  Ton  considère  l'équation 

on  a 


k'  = 


M(ô-a)» 
Or,  considérons  les  deux  équations 

i.K')  g    -^knMy         =0, 

Je  dis  que  l'on  ne  peut  avoir 

k.,<K, 
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car  alors  on  aurait 

L'équation  (E)  admet  une  intégrale  ayant  /i -h  i  racines  entre  a 
et  b  {y  compris  a  et  6),  ce  qui  donne  n  intervalles.  Donc,  toute 
intégrale  de  (E')  aura  au  moins  n  racines  entre  a  et  b  {k  l'exclusion 
des  valeurs  extrêmes),  ce  qui  n'est  pas  puisqu'il  y  en  a  une  qui  en  a 
seulement  n  —  i.  //  en  résulte  que  Von  a  nécessairement 

|JL  étant  un  nombre  fixe  indépendant  de  n. 

î20.  Ceci  posé,  envisageons  l'intégrale  //  de  l'équation  (i)  prenant 
en  «  et  6  des  valeurs  numériques  A  et  B  données  d'ailleurs  arbilrai- 
rement.  Nous  regarderons  l'intégrale  //  comme  fonction  de  k\  celle 
fonction  de  k  sera  évidemment  uniforme  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  k  et  elle  aura  pour  pôles  les  termes  de  la  suite  (S). 

Nous  allons  montrer  que  ces  pôles  sont  des  pôles  simples. 

Ecrivons  l'équation 

~~  -^  k,-  Mx)y  —  o. 

Elle  admet  une  intégrale  >'„  s'annulant  en  a  et  6,  et  soit  Y©  une 
seconde  intégrale  distincte  de  la  première  et,  par  suite,  ne  s'annu- 
lant pas  pour  X  =  a.  Soit  maintenant  Téquation 

d-Y 

(3)  ^  -+-(X'iH-  n)A(a^)^  =  o. 

Cette  équation  admet  deux  intégrales  y  et  Y  prenant  respectivement, 
pour  X  =  a,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  les  mêmes  valeurs 
q"^  y^  ^^  Y,,,  et  leurs  dérivées  premières.  D'après  le  ibéorème 
général,  déjà  plusieurs  fois  appli<|ué,  ces  intégrales  seront  des  fonc- 
tions entières  de  ;jl,  et  l'on  aura  le  développement 

(4)  ^=ro-^ri  {^-^•••'         ¥=  Yo-hY,  {1-^..., 

^1,  >'a,  . . . ,  Y,,  Yq,  . . .  s'annulant  nécessairement  pour  .r  r=  a. 
Une  intégrale  //  de  {\\)  est  de  la  forme 

u  =  (xy  -^  fi  Y. 
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Cherchons  à  déterminer  les  constantes  a  et  ^  de  manière  que  celle 
intégrale  prenne  pour  a  et  ù  les  valeurs  A  et  B.  On  a  les  deux  équa- 
tions 

pYo(a)  =  A,        «f  j.,(6) jx -+-... J-^3[Yo( A) +...]  =  B. 

On  voit  donc  que  ^  est  une  constante  par  rapport  à  jx  et  que  a  admet 
le  pôle  [x=  o.  Ce  pôle  sera  simple  si  l'on  a 

Nous  allons  établir  qu'il  en  est  bien  ainsi.  On  a  les  deux  équations 
^^ki\{x)yo  =0, 

obtenues  en  substituant  dans  (3)  les  développements  (4).  Or.  des 
deux  équations  précédentes,  on  conclut 

La  première  inlégirale  s'efl'ectue  immédiatement;  elle  serait  nulle  si 
Ton  avait  ri (6)  =  o,  et  l'on  serait  alors  conduit  à  une  absurdité. 
Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  (jue  /»*/  est  un  pôle  simple  de  u. 

21.    Nous  arrivons  maintenant  au  calcul  des  quantités  A*/.   Tant 
que  k  sera  inférieur  à  /ri,  on  aura  pour  u  le  développement 

H  =  Mo  -H  Ml  X:  -f- ...  ~  ///i  A'*  -(-... , 

</o  prenant  en  a  et  6  les  valeurs  A  et  H  et  les  autres  u  s'annulanl  aux 
deux  extrémités  de  l'intervalle.  Ces  divers  coefficienls  sont  des  fonc- 
tions de  X  déterminés  de  proche  en  proche  par  les  équations 

Formons  les  constantes 

Un-    I     Uo{x)Un{jr)\{j')dx, 
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qui  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les  quantités  W;,  consi- 
dérées au  paragraphe  3  de  ce  Chapitre.  Dans  ce  cas,  Uq  se  réduisait  à 
Tunité,  tandis  qu'ici  iio  dépend  de  x  et  peut  être  de  signe  variable. 
Quoique  Uo  et  u„  ne  soient  pas  nécessairement  d'un  signe  invariable 
dans  (a,  é),  toutes  les  constantes  {]„  sont  positives;  on  le  voit  de 
suite  en  remarquant  que 

U,„  =  y  X(x)uldx       et        D,n^t=f  (^^I^ydx, 

et  l'on  a  aussi 

la  dernière  égalité  supposant  m  ^  o. 

On  établira,  comme  au  paragraphe  4  de  ce  Chapitre,  les  inégalités 

mais,  arrivé  à  ce  point,  nous  devons  modifier  un  peu  les  raisonne- 
ments. Il  est  clair  que  ,.  ^*  doit  tendre  vers  une  limite;  sinon  ce 
quotient  grandirait  indéfiniment  avec  n,  et  la  série 

Uo-hU,A'-H...-4-U„it'»-+-... 

ne  serait  convergente  pour  aucune  valeur  de  k]  or,  cette  série  est 


égale  à 


Mo (  Mo -*-  Wi  A-  -h . . .  -h  //„ X"  -H . . .  )  A ( a: )  dr^ 


qui  a  un  sens  déterminé  pour  A*  <  A"|.  La  limite  de  r^-^  est  donc  au 
plus  égale  à  t-- 

D'autre  part,  nous  pouvons,  comme  au  paragraphe  5,  comparer 


La  relation 

d'^Un 


-4-  \{x)Un-\  —  O 


dx^ 
donne  pour  Un  une  somme  de  deux  intégrales  et,  si  Ton  écrit  l'équa- 
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tion 
on  aura 

I  Un  I  <  X, 

les  conditions  aux  limiles  élanl  zéro  pour  a.   II  en  résulte,  d'après 
le  paragraphe  o,  que 

\lin<J^)'<    f    X(Z)\Un  .i{Z)\(b—Z)dz. 

Le  reste  de  i'analjse  de  ce  paragraphe  est  alors  applicable,  et  Ton 
aura 

K  étant  un  nombre  fixe.  Il  résulte  de  là  et  de  ce  qui  précède,  que  les 
deux  séries 

;*o  H-  // 1  X'  -t- . . .  -4-  /!„  A"  -i- . . . , 

L'o-:-  UiAH-...-h  L„A-«-H... 

ont  même  cercle  de  convergence;  donc 

lim       "    =  -j-         (pour  n  =  ce). 

# 

22.  Nous  allons  maintenant  calculer  /r^»   Puisque  A^  est  un  pôle 
simple  de  //,  nous  pouvons  écrire 

u  =  Y  -+-  ♦'o -t-  f  1 A  4- . . .  -h  C;,  A'» -t- . . . , 

la  série  du   second  membre  étant  convergente  jusqu'à  k  =  k-^'   l-'a 
comparaison  de  ce  développement  avec 

donne 


et,  par  suite, 

m'=  lim  (Unk'l),  ^  ..      .' 

car  lim(r^Ar")  est  nécessairement  nulle.  Nous  pouvons  donc  regarder 
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//'  comme  connu  et.  par  suite,  les  v.  Ces  dernières  fonctions  satisfont 
au  système  d'équations,  résultant  immédiatement  du  système  auquel 
satisfont  les  w,  et  de  l'équation 

à  sa\(»ir  : 

-^^Mxm      =o, 
dU„ 

Tous  les  (',  sauf  Cq,  sont  nuls  en  a  et  6,  et  i^o  prend  en  a  et  é  les 
valeurs  A  et  B. 

Nous  formerons  alors  la  suite  des  quantités 

V„=     /      VQ{X)Vni^)>^{3:)dx, 

et,  sans  rien  changer  à  Tensemble  des  raisonnements,  on  démontre 
que 

lim  .. =  — . 

Nous  calculons  donc  ainsi  la  seconde  valeur  singulière  ^"2. 

23.   Ou  peut  conlinuer  ainsi  indéiiniment.  On  aura 

i'o -^  ij/r-h. .  .-f-  Pz/A''  — . .  .=  -p  -r-  «l'o-^-  M',  A- -h... -h  «•„  A:" -4- . . . , 

la  sj'ric  du  second  uiprnhro  étant  converf;enlc  jus(ju'à  k  ^=  k^.  On 
obtiendra  i''  par  la  formule 

et  les  ï'onslaules 


n   -  K 


W„  =    /     (l'o  (  ./•  )  «'„  (  .r  )  A  (  .r  )  d.r 


conduiront  à  la  iroisième  valeur  /i.,,  el  ainsi  de  suite. 
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Nous  avons  donc  obtenu  le  résultat  que  nous  avions  en  vue.  Les 
valeurs  singulières  ki  peuvent  être  obtenues  de  proche  en  proche 
par  un  calcul  régulier,  ainsi  que  les  intégrales  nulles  aux  deux 
extrémités  de  (a,  b)  correspondant  à  ces  valeurs  singulières, 

24.  Nous  avons,  au  paragraphe  10,  montré  comment  des  questions 
de  minimum  pouvaient  s'introduire  dans  les  problèmes  que  nous  trai- 
tons. D'après  ce  qui  précède,  nous  avons  pour  Téquation 

une  inté<jrale  Cyn  (C  étant  une  constante  arbitraire)  s'annulanl  en  a 
tib. 
II  a  été  vu  (§  10)  que,  pour  toutes  les  fonctions  continues  entre  a 

et  6,  ainsi  que  -7-  ^^  s'annulant  pour  a  et  6,  le  quotient 

'  fduY 


dx 

J      \(tx  I 


r(ê)' 


K{x)u'^  dx 


a  pour  minimum  /ti,  qu'il  atteint  pour  u  =yt  - 

D'une  manière  plus  générale,  pour  toutes  les  fonctions  u{x)  s'an- 
Qulant  en  a  et  6,  et  satisfaisant  aux  relations 


/■ 


A{x)  u{x)yi(x)  ax  =  o  (i  =  1,2,  . . .,  rn), 


le  minimum  de  (a)  a  lieu  pour 

u{x)  =y„i^i. 

Nous  énoncerons  seulement  ce  résultat. 

f      . 

2o.  Nous  nous  sommes  borné,  dans  ce  Chapitre,  à  une  équation 

I    particulière  pour  avoir  des  résultats  très  simples.  On  pourrait,  d'une 

manière  plus  générale,  considérer  une  équation 

(5)  ^  -\-[k\{x)-^  '^'^^^'^  -h[A-B(a7)-h  B,(arjj7  =  o, 

les  A  et  D  étant  continues  dans  un  intervalle  («,  b). 
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Il  n^y  a,  pour  cette  équation,  d'intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
mités de  l'intervalle,  sans  être  identiquement  nulle,  que  pour  une 
suite  discontinue  de  valeurs  de  A*,  racines  d'une  équation 

(6)  G{k)  =  o, 

G{k)  désignant  une  fonction  entière. 

L'intégrale  de  l'équation  (5),  prenant  en  a  et  6  des  valeurs  données, 
est  une  /onction  unijorme  de  k  dans  tout  le  plan  de  cette  variable 
et  ayant  pour  pôles  les  racines  de  Inéquation  (6).  La  démonstra- 
tion de  cette  proposition  peut  se  faire  par  la  même  voie  que  pour 
l'équation  spéciale  sur  laquelle  nous  venons  de  nous  arrêter.  Nous 
aurons  d'ailleurs  à  revenir  sur  des  questions  de  cette  nature,  qui  se 
rencontrent  fréquemment  en  Physique  mathématique. 
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CHAPITRE  VIL 

ÉTUDE  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  NON  LINÉAIRES. 


I.  —  Discussion  des  intégrales  passant  par  deux  points 
pour  une  classe  d'équations  du  second  ordre. 

I.  Les  conditions  d'application  de  la  méthode  des  approximations 
successives  sont  très  diverses  suivant  les  classes  particulières  d'équa- 
lions  qu'on  étudie.  Considérons  ici  l'équation 

et  supposons  que,  x  étant  dans  un  certain  intervalle,  la  fonction 
f{^^y)j  définie  pour  toute  valeur  dey^  croisse  constamment  avec  y 
et  que  l'on  ait  identiquement 

/(x,  o)  ^  o. 

11  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  /(^,  y)  sera  positif  quand  j^ 
sera  lui-même  positif.  Nous  allons  suj)poser,  de  plus,  que  la  dérivée 
toujours  positive 

décroît  quand  y  augmente. 

Ces  hypothèses  faites,  admettons  qu'il  existe  une  intégrale  y  de 
l'équation  (i),  restant  toujours  positive  (et  non  nulle)  lorsque  x  varie 
entre  o  et  6,  et  ne  s'annulant  pas  pour  les  valeurs  extrêmes.  Nous 
allons  montrer  que  cette  intégrale  peut  certainement  être  obtenue 
parla  méthode  des  approximations  successives. 

P.  -  III.  9 
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Parlons  à  cet  elTet  de  la  fonction  yo  satisfaisant  à  l'équation 


®=« 


et  prenant  aux  limites  les  mêmes  valeurs  que  ^'.  Les  équations  suc- 
cessives 


d\yt 


-^  -+-/(.r,v„-i)  =  o 


[yn  prenant  les  mêmes  valeurs  que  r  aux  deux  limites)  montrent  que 

yii<y\  <...<r«- 
Il  faut  montrer  que   y„  a  y  pour  limite.  Or  considérons  le  quotient 

y 

D'après  l'équation 

— Sr^ — -f-/(^,r)  =  o, 

y  est  plus  grand  que  y^  et,  par  suite,  le  rapport  précédent  est  plus 
petit  que  l'unité  et  n'atteint  pas  ce  nombre  :  soit  q  son  maximum; 
on  a 

Ceci  posé,  l'équation 
donne 


W 


en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dans  j^  cl^Toi  ^  par  z. 
Mais  nous  pouvons  écrire  l'inégalité 

f{i.v)-A^^yx)  ^  JV^U)(y-yx)      y  — ^, 
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car  i,  >  io-  Or,  de  Tégalilé 

rapprochée  de  l'égalité  (2)  et  de  l'inégalité 

on  conclut 


On  aura  de  la  même  manière 
et  ainsi  indéfiniment 


y-y^^'^ 


-^^^^<,. 


y  -y»-i 

De  ces  inégalités  on  déduit 

y—yn<.yq"^^- 

Cette  inégalité  établit  bien  que  y,i  converge  uniformément 
vers  y.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

2.  Nous  avons  maintenant  à  rechercher  les  intervalles  dans  les- 
quels on  peut  être  assuré  d'avoir  une  intégrale  toujours  positive,  et 
chercher  en  particulier  s'il  est  possible  d'avoir  une  intégrale  s'annu- 
lant  aux  extrémités  d'un  intervalle,  sans  être  identiquement  nulle. 
Nous  avons  dit  que  la  dérivée  toujours  positive 

va  constamment  en  décroissant  quand  y  augmente,  lorsque  x  a  une 
valeur  fixe  quelconque  dans  un  certain  intervalle.  Pour^^=:oc,  cette 
fonction  aura  une  valeur  déterminée;  posons 

f;.ix,o)  =  v(T), 

on  aura  donc 

V{x)>Q(x), 

Q{x)  pouvant  être  identiquement  nulle. 
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3.    Avant  d'aller   plus   loin,  rappelons  un   théorème,   obtenu   au 
Chapitre  précédent,  sur  les  équations  différentielles  linéaires. 
Étant  donnée  Téquation  linéaire 

(3)  g  +  P(^)j^  =  o, 

où  la  fonction  P(x)  est  positive  et  définie  pour  un  champ  suffisam- 
ment grand  de  valeurs  de  j?,  il  existe  une  quantité  a,  telle  que,  dans 
tout  intervalle  (o,  a')  où  a'<;  a,  une  intégrale  nulle  aux  deux  extré- 
mités est  identiquement  nulle.  Pour  Tintervalle  (o,  a),  au  contraire, 
il  existe  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités  et  qui  n'est 
pas  nulle  identiquement.  Dans  rintervallc  (o,  a'),  la  méthode  des 
approximations  successives  conduit  à  une  série  convergente. 
Si  l'on  considère  une  seconde  équation  de  même  forme 

à  cette  équation  correspondra  un  intervalle  (o,  P).  Si  Ton  a 

on  aura  nécessairement 

«<  8. 

•i.  Ceci  posé,  revenons  à  l'équation 

Proposons-nous  de  montrer  i\\\^il  existe  une  intégrale  {ne  s'an- 
nula nt  pas  identiquement)  s'annulant 

pour  a:  =  o         e    pour  =  ^r» 

a  étant  compris  entre  cl  et  ^. 

Cette  intégrale  va  nous  être  fournie  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives.  Nous  partons  d'une  fonction  arbitraire,  toujours 
positive,  s'annulant  pour  o  et  pour  a;  nous  allons  montrer  d'abord 
que  la  série  des  approximations  successives  est  convergente.  Consi- 
dérons, à  cet  effet,  une  quantité  positive  s  assez  grande  pour  qu'en 
posant 
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la  quantité,  analogue  à  la  lettre  a  du  nuin«;ro  précédent  et  relative  à 

Féquation 

fi*  y 

-~^  4-  \\{x)Y  =  o, 

soit  supérieure  à  a\  ceci  est  possible  puisque  pour  e  ==  oo  la  fonc- 
tion R(jr)  se  réduit  à  Q(j:^). 

Ceci  posé,  cherchons  l'intégrale  de  Téquation  (E)  prenant  pour 
a:=o  et  pour  x  =  a  \^  valeur  s.  I-.a  méthode  des  approximations 
successives  nous  fournira  une  suite  de  fonctions  croissantes 

ro=£,  rii      yu       ...,       Vn 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  suite  a  une  limite.  On  a,  en  effet, 

Or 

puisque  yn-\  et  jK/i-a  sont  supérieurs  à  s.  Or  la  série  des  approxima- 
tions successives  converge  pour  l'équation  linéaire 

H  en  est  donc  a  fortiori  de  même  pour  l'équation  (E). 

Nous  venons  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation  (E)  prenant 
pour  o:  =  o  et  j?  =  a  la  valeur  î,  s  étant  une  constante  suffisamment 
grande.  Nous  voulons  avoir  l'intégrale  de  l'équation  prenant  la  valeur 
léro  aux  deux  extrémités.  Or  partons  d'une  fonction  s'annulant  aux 
deux  extrémités  et  inférieure  à  s;  puisque  les  approximations  con- 
vergent dans  le  cas  qui  vient  d'être  examiné  ci-dessus,  elles  con- 
vergent nécessairement  encore  dans  le  cas  actuel. 

Nous  obtenons  donc,  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives, une  intégrale  s^ annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a. 

Une  objection  importante  se  présente  toutefois  immédiatement:  l'in- 
tégrale que  nous  venons  de  trouver  n'est-elle  pas  identiquement  nulle? 

Nous  allons  établir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

Montrons  d'abord  qu'on  peut  trouver  une  fonction  continue  >  o 
de  j:,  s'annulant  pour  j:  =  o  et  pour  x  =  aj  et  telle  que  dans  l'inter- 
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valle  (o,  a), 

Soit  71  une  quantité  positive  et  posons 

Nous  pouvons  prendre  r,  de  telle  sorte  que  la  quantité  a,,  corres- 
pondant à  Téquation  linéaire 

soit  égale  à  a.  Désignons  alors  par  y^  la  fonction  continue  satisfai- 
sant à  cette  dernière  équation  entre  o  et  a  et  s^annulant  pour  ces 
deux  valeurs;  de  plus,  comme  elle  n'est  déterminée  qu'à  un  facteur 
près,  nous  la  prenons  telle  qu'elle  ne  dépasse  pas  r\.  Nous  avons  ainsi 
une  fonction  continue  parfaitement  définie,  telle  que 

<^*  Ko 

-^-^A^,ro)>o; 

nous  allons  la  prendre  pour  commencer  les  approximations  succes- 
sives. La  seconde  fonction  y,  est  déterminée  par  l'équation 

et  par  la  condition  de  s'annuler  pour  x  =  o  et  pour  j:  =  a.  11  est 
facile  de  voir  que 

y\  >  j'o- 

Si  nous  écrivons,  en  eifet,  yi  =:yQ-{-\^  nous  aurons 

La  somme  des  deux  derniers  termes  est  positive;  X  s'annulant  aux 
deux  extrémités  de  l'intervalle  (o,  a)  sera  donc  positif  dans  cet  inter- 
valle. Nous  aurons  donc  bien  l'inégalité  annoncée.  Du  moment  que 
7i  >yo,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  cherchée  y  sera  donc  supérieure  à  ro> 
elle  ne  sera  pas  identiquement  nulle. 
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En  définitive,  nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe  quil 
existait  une  intégrale  de  ^équation 

s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a^  et  toujours  positive  dans 
cet  intervalle , 

o.  L'intégrale  dont  il  vient  d'être  question  est  unique.  Ceci  est 
une  conséquence  de  l'analyse  du  n"  J.  A  la  vérité,  l'intégrale  tou- 
jours positive  j',  que  nous  avons  considérée  dans  ce  numéro,  ne  s'an- 
nulait pas  aux  deux  extrémités;  le  raisonnement  subsiste  sans  modi- 
fication si  l'intégrale  s'annule  seulement  à  une  des  extrémités,  soit 

pour  j:=o,  et  si  l'on  suppose,  de  plus,  que  -j--  ne  soit  pas  infinie 

dy 
pour  X  =  o.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  -j-  ne  sera  pas  nulle  pour 

x  =  o,  car  autrement  y  serait  identiquement  nulle.  Si  nous  prenons 
alors  le  rapport 

y—y^  =  1  —  2:^ 

y  y 

du  n®  1,  ce  rapport  sera  plus  petit  que  l'unilé,  même  pour  j;  =  o,  car 

jr  =  o\y/        lange 
4  el  V  désignant  deux  angles  aigus  diflerents  de  zéro  et  de  ->  et  l'on  a 

0  ,10. 

Si  rintégrale  toujours  positive  y  s'annule  aux  deux  extrémités  de 
Tintervalle,  le  raisonnement  doit  élre  modifié,  car  on  ne  peut  faire 
les  approximations  successives  en  parlant  de  la  fonction  )  o  satisfai- 
sant à  Téquation 

d\y      ^ 

On  suppose  que  l'on  parte  de  la  fonction  j'o  considérée  à  la  fin  du 
numéro  précédent,  pour  laquelle 
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On  peut,  de  plus,  supposer  que^o  <y{yo  n'étant  déterminé  qu'à 
un  facteur  près). 

Nous  pouvons  affirmer  alors  que  l'expression 


y 

reste  moindre  qu'un  nombre  g  plus  petit  que  l'unité,  puisque,  pour 

X  =  o  et  X  =  a^  ]a  limite  de  -f  ne  peut  être  nulle.  Il  n'y  a  plus  alors 

qu'à  raisonner  comme  au  n"  1  pour  voir  que  y„  a  nécessairement  une 
limite,  et  cette  limite  est  )*.  Celle  inlégrale y  esl  donc  unique. 

6.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  a  était  dis- 
tinct des  valeurs  extrêmes  a  et  ^.  Montrons  que  l'intégrale  tend  vers 
zéro  quand  a  tend  vers  a.  Nous  allons  raisonner  comme  au  n"  4, 
quoique  dans  des  circonstances  un  peu  différentes.  Nous  pouvons 
prendre  la  constante  s  assez  petite  pour  que,  ayant  posé 

l'intervalle  t!  dans  lequel  s'ap|>lique,  pour  Téquation 

(i^  y       ,, 

-r^  —  n<  x\y  =  <>, 

la  méthode  des  appri»ximations  successives,  soit  aussi  peu  supérieur 
que  l'on  voudra  à  a.  Choisissons  alors  a  entre  a  et  a'.  D'après  le  n"  4, 
l'intégrale  >'  de  notre  équation 

—r-r  —  fyx,  r  .  —  o 
iix- 

est  moindi*e  que  rinléi;rale,  prenant  pour  r  =  o  et  .r  =  a  la  valeur  e, 
et  obtenue  comuu»  limite  tics  appivximations  con\ergenles 


iix^ 


t/ji 


'-/    X,    »*i  >  =  o. 


(^r  i>n  \oit  que  chacun  do  ces  r  o>l  de  l*onlrt*  de  s,  cVsl-à-dire  peut 
se  meltiv  sous  la  foruu*  du  pivduil  do  s  |Kir  une  fonction  restant 
finie:  noliv  into::ralo  \  osl  donc  oUo-momo  do  Tonln^  de  s:  comme 
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on  peut  faire  tendre  £  vers  zéro  à  mesure  que  a  se  rapproche  de  plus 
en  plus  de  a,  il  en  résulte  que  Tinlégrale  )•  tend  vers  zéro,  comme 
nous  Tavons  annoncé. 

Supposons  maintenant  que  a  lende  vers  jï.  Nous  aurons  recours 
alors  à  la  seconde  partie  du  raisonnement  du  n°  4.  Puisque  a  est  très 
voisin  de  p,  nous  pouvons  prendre  la  quantité  */;  extrêmement  grande. 
Supposons  de  plus  que  le  maximum  de  la  fonction  Vo  soit  précisé- 
ment 7j,  ce  que  nous  pouvons  toujours  réaliser,  puisque  )'o  n'esl 
déterminé  qu'à  un  facteur  près.  Dans  ces  conditions,  notre  intégrale 
atteindra  certainement  une  valeur  supérieure  à  r^.  Comme  tj  est  aussi 
grand  que  Ton  veut,  si  a  est  suflisamment  rapproché  de  jâ,  on  voit 
qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  continue  (sauf  r*  =  o)  s'annulant  pour  :r  =  o 
et  pour  j:  =  ^.  Pour  une  valeur  fixe  quelconque  de  x  (distincte  de  o 
et  a)  la  valeur  de  Tintégrale  y  de  Téquation 

s'annnulant  pour  o  et  pour  a,  augmente  indéfiniment  quand  a  tend 
vers  ^.  Il  résulte  encore  de  ces  considérations  que,  pour  l'intégrale  j)' 

correspondant  à  a,  la  valeur  de  la  dérivée  ~-  pour  :r  =  o  varie  d'une 

manière  continue  de  zéro  à  l'infini  quand  a  varie  de  a  à  p. 

7.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  n'avons  étudié  que  les  intégrales 
restant  toujours  positives  (ou  nulles).  Pour  étudier  d'autres  inté- 
grales, il  est  évidemment  nécessaire  de  l'aire  des  hypothèses  sur  la 
nature  de  la  fonction  ./(x,  r)  et  de  ses  dérivées  pour  )'  négatif.  Sup- 
posons encore  que  cette  fonction,  qui  s'annule  poury=o,  croisse 
toujours  en  même  temps  que  r,  et  que  la  dérivée 

toujours  positive,  ait  un  maximum  pour  j>'==o  et  n'ait  ni  minimum 
ni  autre  maximum.  On  pourra  alors  étudier  toutes  les  intégrales  de 
léquatlon.  Faisons  seulement,  pour  le  moment,  la  remarque  que 
l'intégrale  étudiée  aux  n"*  i  et  o,  et  qui  s'annule  pour  x  =  o  et  pour 
Jf  =  a,  ne  sera  pas  nécessairement  unique  si  l'on  ne  la  suppose  pas 
toujours  positive  dans  l'intervalle  (o,  a).  D'une  manière  plus  géné- 
rale, une  intégrale  n'est  pas  nécessairement  déterminée   d'une 
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manière  unique  dans  V intervalle  (o,  a)  par  ses  valeurs  initiale  et 
finale;  nous  allons  toutefois  montrer  qu'il  en  sera  nécessairement 
ainsi  dans  le  cas  où 

a  <  a. 

Soient,  en  effet,  y  el  z  deux  intégrales  supposées  distinctes  satis- 
faisant aux  mêmes  conditions.  On  aura 

^^^£=^^  +/f ',  y)  -/(^,  =)  =  o 

OU 

}.  étant  compris  entre  y  et  z.  Or,  on  a 

II  en  résulte  que  Tintervalle,  partant  de  zéro,  dans  lequel  une  inté- 
grale s'annulant  aux  deux  extrémités  est  identiquement  nulle,  est 
plus  grand  pour  Téquatioii 


que  pour  l'équation 


Il  est  dès  lors  évident  que  les  deux  intégrales  coïncident  ('). 

II.  —  Quelques  cas  particuliers.  Exemples  de  solutions  périodiques. 

8.  Reprenons  Téqualion 

en  faisant  les  mêmes  hypothèses  que  dans  la  Section  précédente.  Ces 
hypothèses  étaient  relatives  à  y  positif.  Si  nous  voulons  étudier  des 


(•)  Pour  l'extension  à  un  nombre  quelconque  d'équations  des  résultats  de  cette 
Section,  oq  pourra  consulter  mon  Mémoire  de  i8g3  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques. 
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intégrales  devenant  négatives,  il  est  indispensable  de  compléter  ces 
hypothèses.  Supposons  donc  que  Téquation  obtenue  en  changeant  y 
en  —  j,  c'est-à-dire  l'équation 

rentre  dans  le  même  type  que  l'équation  (E),  pour  y  positif. 

Toutes  ces  conditions  étant  remplies,  nous  sommes  assuré  de  pou- 
voir suivre  une  intégrale  quelconque  pour  toute  valeur  de  x^  si,  bien 
entendu,  nous  supposons  y(x,  y)  définie  et  continue  pour  toute 
valeur  réelle  de  x.  L'équation  (E)  appartient,  en  elFet,  au  type 
d'équations  au  sujet  desquelles  nous  avons  démontré  (§  3)  un  théo- 
rème général. 

Toute  intégrale  de  Véquation  (E)  de^^ra  nécessairement  s'an- 
nuler. Supposons,  en  effet,  qu'une  intégrale  ne  s'annule  pas  à  partir 
dex  =  o.  Désignons  encore  par  a  et  jâ  (n*  t)  les  deux  nombres  qui 
ont  joué  un  rôle  fondamental  dans  toute  la  théorie  de  la  Section  pré- 
cédente. Si  l'intégrale  considérée  ne  s'annule  pas  à  partir  de  x  =  o, 
nous  aurons  une  intégrale  restant  toujours  positive  et  différente  de 
léro  dans  un  intervalle  (o,  A),  A  étant  supérieur  à  ^.  On  pourra  alors 
obtenir  une  intégrale,  non  identiquement  nulle,  s'nnnulantpour  J7  =  o 
et  pour  X  =  h  et  restant  toujours  positive  dans  cet  intervalle,  ce  qui 
esl  en  contradiction  a\ec  les  résultats  précédemment  obtenus,  puisque 
c'est  seulement  dans  TinlervaHe  (o,  a),  où 

a<a<?, 

que  Ton  peut  déterminer  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
milés  et  toujours  positive  dans  l'intervalle. 

On  peut  encore  démontrer  de  la  manière  suivante  le  théorème 
précédent,  en  remarquant  que,  si  a  est  inférieur  à  3,  mais  en  est  très 
voisin,  l'intégrale  qui  s'annule  pour  jc  =  o  et  pour  x  =^  a  devient  très 
grande  (n"6);  la  courbe  intégrale  que  nous  étudions  et  cette  seconde 
courbe  intégrale  auront  donc  au  moins  deux  points  communs  et, 
par  suite,  nous  aurions  deux  intégrales  positives  prenant  les  mêmes 
valeurs  pour  deux  valeurs  de  x,  ce  qui  est  impossible. 

L'intégrale  sannulant  une  fois  devra  s'annuler  une  infinité  de  fois 
cl,  comme  nous  l'avons  dit  d'une  manière  générale,  on  pourra  suivre 
sa  valeur  de  proche  en  proche. 
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La  courbe  représentée  par  toute  intégrale  aura  donc  la  forme  d^une 
sinusoïde,  et  Ton  peut  dire  que  le  problème  de  rinlégration  pour 
l'équation  (E)  est  résolu,  si  Ton  entend  par  là  qu'on  peut  suivre  avec 
précision  les  valeurs  de  la  fonction  quand  x  augmente  indéfiniment. 

9.  Soient  deux  valeurs  x^  et  x^  de  ^(xo<^i).  A  un  intervalle 
commençant  en  Xq  correspondent  pour  l'équation  (E)  une  longueur  ^ 
et  une  longueur  a,  en  gardant  toujours  la  même  notation  générale. 

Considérons  ensuite  l'équation  transformée  de  (E) 

(  E' '  ^^  ~/(^i  -  ^',  -y  )  =  o. 

Pour  cette  équation  en  x',  nous  aurons,  pour  un  intervalle  com- 
mençant à  ^7^=0,  une  longueur  ^'  et  une  longuenr  a'.  Supposons 
maintenant  que  les  quantités 

soient  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur  et  que,  de  plus, 

J"!  —  a'>  ^u-H  «• 

Nous  allons  montrer  qu'/Z  existe  au  moins  une  intégrale  de  C équa- 
tion s^ annulant  pour  x  =  j:„  et  pour  jr  =  jr, . 
Désignons  par  ).  une  arbitraire  comprise  entre 

Xi —  â'     et    .To-h  fi. 

Il  y  aura  une  int/'grale  toujours  positive  de  l'équation  (E)  s'annu- 
lant  pour  x^  et  X:  de  même  l'écjuation  (F7)  admettra  une  intégrale 
toujours  positive  s'annulant  pour  x'=  o  et  .r'=  x,  —  a  et,  par  suite, 
l'équation  (E)  adnictlra  une  intégrale  toujours  négative  s'annulant 
pour  X  =^  Xy  et  x  =  À.  Les  deux  intégrales  que  nous  venons  de  trou- 
ver peuvent-elles  être  la  continuation  Tune  de  Tautre?  Il  faut  et  il 
suffit  que  leur  dérivée  première  ail  la  même  valeur  pour  c  =rz  X.  Dési- 
gnons par  h  et  0'  les  angles  compris  entre  o  et  -  que  font  les  tan- 
gentes aux  deux  courbes  au   j^oint  .r  =  X,   r  =  o  avec  Taxe  des  x. 

L'équation 

0-0=0 

est  une  équation  en  A,  puisque  0  et  0' dépendent  de  A.  Il  faut  montrer 
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que  celle  équalion  a  une  racine  entre  Xx  —  ^'  et  ^o-^  ^i.  Or,  quand  x 

esl  très  voisin  de  X\  —  ^',  8'  est  voisin  de  —  »  tandis  que  9  a  une  valeur 

différente  de  -*  donc  8  —  8'  esl  négatif  pour  cette  valeur  de  x\  au 

contraire,  pour  x  voisin  de  Xq-t-  p,  8  est  voisin  de  ^  tandis  que  8'  a 

une  valeur  différente  de  —  :  la  différence  8  —  8'  sera  alors  positive. 

L'équation  écrite  ci-dessus  aura  donc  au  moins  une  racine  correspon- 
dant à  une  valeur  A,  telle  que 

Est-on   assuré   que  l'intégrale  correspondante  ne   sera    pas  nulle 

identiquement?  Oui,  puisque  autrement  il  faudrait  que  Ton  eût  à  la 

fois 

^i<iFo-H-«,        X,>jr,  —  a', 

ce  qui  esl  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Nous  avons  donc  bien 
une  intégrale  non  nulle  identiquement  et  s'annulant  pour  .r  =  jTo  et 
x  =  j:i;  cette  intégrale  ne  garde  pas  un  signe  invariable  entre  les 
deux  valeurs  extrêmes. 

10.  Occupons-nous  maintenant  d'un  cas  particulièrement  intéres- 
sant :  celui  où  la  fonction /(j:,  y)  serait  périodique  par  rapport  à  x 
et  de  période  co.  Considérons  un  intervalle  yx^^  Xq-\-  o>).  En  suppo- 
sant remplies  les  hypothèses  du  n"  9,  nous  avons  une  intégrale  s'an- 
nulant pour  Xq  et  ^Tq-I-w.  Cette  intégrale  ne  sera  pas  en  général 
périodique,  car  pour  Xq  et  Xo-h  w  les  dérivées  n'auront  pas  la  même 
valeur.  En  écrivant  cette  condition,  on  aura  cine  équation  en  Xq 

F(:ro)  =o. 

A  chaque  racine  réelle  de  cette  équation  correspondra  une  solu- 
tion périodique. 

L'élude  des  racines  de  cette  équation  sera,  en  général,  extrême- 
ment difficile.  Je  veux  indiquer  cependant  un  cas  simple  où  l'on 
pourra  établir  l'existence  d'une  solution  périodique.  Reprenons 
l'équation 
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satisfaisant  aux  conditions  des  paragraphes  précédents.  La  foi 
fi^iy)  ^^^  périodique  par  rapport  à  ;r  et  de  période  «.  Supp 
que 

et  que,  de  plus. 

Partons  de  Xq=^o,  Si,  comme  nous  l'admettons,  les  noml 
et  j3  relatifs  à  l'origine  comprennent  entre  eux—  {Jig*  5),  il  3 

Fig.  5. 


une  intégrale  de  l'équation  s'annulant  pour  ar  =  o  et  :r=:  —  et  ( 

sera  pas  identiquement  nulle.  Je  dis  que  cette  solution  sera  une 
tion  périodique. 

Prenons,   en  efl'et,    la  courbe  symétrique  par  rapport  à  x 

y  =  o^  de  la  brandie  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler, 
aisé  de  voir  qu'elle  satisfera  à  l'équation  différentielle. 

En  désignant  par  y  =  'f{x)  l'équation  de  la  première  branci 
aura  pour  équation  de  la  symétrique 

J'  =  --  G(  W T). 

Donc 

et  nous  devons  montrer  que  l'équation 

est  vérifiée.  Or  elle  pourra  s'écrire 

et  enfin,  puisque/(.r,  y)  ==/( w  —  x,  y), 

o^oj  —  x)  -h/f  tu  —  X,  o(u>  —  x)]  =  o, 
qui  est  manifestement  vérifiée. 


ÉTUDE    DE   QUELQUES   ÉQUATIONS   NON    LINÉAIRES.  1^3 

11.  Indiquons  un  exemple.  Soit  l'équation 

d^y       I       .  ,         /         i       ,    \       ^' 

-.-^  H —  Y  sin'x  -f-     I  H —  cos*ir  1  -    '  =  o. 

dx^  yy  \  1  /  ^/x^yi 

Nous  regardons  la  fonction /(jr,^)  correspondante  comme  admettant 
la  période  2ir,  c'e&t-à-dire  que  (u=  27t;  on  a  bien  en  plus 

fi3P,y)=f{'^-r.  —  T,  y). 

L'équation  rentre  d^ai Heurs  dans  la  classe  qui  nous  occupe  actuel- 
lement. 11  nous  faut  chercher  les  deux  nombres  a  et  ^  pour  recon- 
naître si  Ton  a 

Or  a  est  le  nombre  relatif  à  l'équation  linéaire 
d^y 


dx^ 


-y/y(^^  O)  =o, 


et  3  correspond  à  Téquation  linéaire 

Nous  aurons  donc  ici,  pour  la  première  équation, 

d\y       3 

et,  pour  la  seconde, 


dx^   "  5-^=-^ 


d^r       I       .  ^ 
dx*        i-^ 

Pour  la  première  équation,  nous  avons  de  suite  a  =  7ti/-;  dans 

un  intervalle  moindre  que  "^i/ô  "«e  intégrale  s'annulant  aux  deux 

extrémités  est  identiquement  nulle.  Pour  la  seconde  équation  nous 

ne  pouvons  trouver  la  valeur  exacte  de  [5  (si  ce  n'est  sous  forme  de 

série),  mais  nous   pouvons  avoir  une  limite  inférieure  de  ^  et  cela 

nous  suffira.  Si,  en  effet,  au  lieu  de  la  seconde  équation,  on  envisage 

Téquation 

d'^y 


^^;^  =  ^' 


d\y 


le  nombre  ^  correspondant  à   l'équation   -r^  -h  -^'sin'-^j? -- o  sera 
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plus  grand  que  celui  qui  correspond  à  cette  dernière  équation.  Pa 
suite 

Puisque  a  =  7r|/^  et  ^>  7:^/2,  nous  sommes  assuré  que  les  in^ 
galités  a  <::C  Tî  <I  ,3  sont  vérifiées. 

//  existe  donc  une  intégrale  de  période  %iz  pour  l*équati< 
proposée,  et  nous  pouvons  l'obtenir  sous  forme  de  série  convergent 
par  notre  méthode  d'approximations  successives. 


III.  —  Sur  une  classe  d'équations  à  laquelle  s'appliquent 
les  procédés  alternés. 

iâ.  Considérons  maintenant  des  équations  diflerentielles  d'un  tjp 
différent  au  point  de  vue  des  hypothèses  relatives  aux  fonctions  qui 
figurent.  Soit  l'équation 

où  nous  supposons  la  fonction /(j:,j^)  toujours  positive  et  croi 
sant  en  même  temps  que  y.  On  est  assuré  (Chap.  V)  qu'il  ne  pei 
exister  qu'une  seule  intégrale  de  celle  équation  prenant  des  valeu 
données  pour  x  =  a  et  pour  j?  =  6. 

On  peut  supposer  que  ces  valeurs  données  sont  nulles,  ce  q 
revient  à  remplacer  y  par  y  4-  ax  -f-  jâ  en  désignant  par  a  et  ^  d 
constantes  convenables. 

Appliquons  alors  les  approximations  successives,    en   partant 
yM=^  o;  on  aura  ainsi 


lous  les  y  s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b.  On  voit  d'ab( 
immédiatement  que  lous  les  y  sont  négatifs;  on  aura  de  plus 
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pui5que/(x,  j',  X/(^,  o).  De  même 

et  ainsi  de  suite,  le  sens  des  Inégalilés  entre  trois  ^  consécutifs  variant 
d'une  ligne  à  la  suivante.  Les  y  à  indices  impairs  forment  donc  une 
suite  croissante  et  les  j^  à  indices  pairs  une  suite  décroissante;  d'autre 
part,  tout  terme  de  la  première  suite  est  inférieure  un  terme  quel- 
conque de  la  seconde.  Les  y  à  indices  impairs  auront  donc  une 
limite  u,  et  il  en  sera  de  même  des  y  à  indices  pairs  qui  auront  une 
limite  i^.  Ces  deux  limites  sont  des  fonctions  de  Xj  s'annulant  en  a 
et  6,  et  Ton  aura 


et  comme  on  a 


on  aura 


^=/(x.^,_.),         %t.=/,.,^,.. 


13.  Pour  établir  cette  convergence  uniforme  (  *  ),  reportons-nous  à 
la  fonction  G(x,  Ç)  envisagée  au  paragraphe  1  du  Chapitre  VI.  Il  est 
facile  de  voir  que,  si  a  désigne  un  nombre  positif  fixe  entre  a  et  6,  on 
peut  trouver  un  nombre  positif  [jl  dépendant  uniquement  de  a,  b 
et  a  [non  de/(j:)  et  de  x]^  tel  que  l'on  ait 

Pour  l'établir,  il  suffit  d'examiner  successivement  les  diverses  dis- 
positions de  OLj  X  eil  dans  l'intervalle  (a,  b).  Ainsi  soit 

a  <  ar  <  6, 

on  aura 

(6-;)(.r-a) 


ù  —  a 

(_6---JW  a  —  a  ) 


(')  Voir  sur   toutes  ces  questions  mes  articles  {Comptes  rendus,  t.\  février  1898, 
ti  Bulletin  de  la  Société  ma  thé  mat  ique^  1900). 

P.  -  m.  10 
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L'inégalité  précédente  devient 

j"  —  rt  <  p(a  —  a  ). 

Elle  sera  vérifiée  si  [jl  est  supérieur  à  __  «  Avec  toute  autre  dis- 
position de  a,  X,  ç,  on  trouve  de  même  un  nombre  [jl  convenable;  le 
plus  grand  de  ces  diflerenls  nombres  con\ient  à  notre  objet.  Il  dépend 
seulement  de  a,  />,  ^ï. 

Ceci  posé,  si  Ton  revient  à  l'équation 

où  'f{x)  a  un  signe  constant,  en  appelant  >'(x)  l'intégrale  du  para- 
graphe 1  (Chap.  \l)  s*annulant  en  ^ï  et  6,  on  aura 

14.  Revenons  maintenant  aux  équations  du  paragraphe  12  don- 
nant ri,>'2î   J'fty  •...   l^our  une  valeur,  quelconque  d'ailleurs, 

donnée  à  x, 

tendent  vers  une  limite  par  valeurs  croissantes;  d'autre  part, 

tendent  vers  une  limite  par  valeurs  décroissantes,  et  tout  terme  de  la 
première  suite  est  inférieur  à  un  terme  quelconque  de  la  seconde. 
•    On  a 

-^t =/<  ^'  y»  \)  —  fi  ^,  y^-'^  ), 

cl  par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente, 

I  yn{'r)—yn-i'3:)  \    .^  ;a  |  ^/i  (  a  )  —  J„.  .,(a)  |. 

Ceci  montre  clairement  que,  pour  une  même  parité  de  /i,  ia  fonc- 
tion y,i{^)  tend  nniforniément  dans  Vinier\aHe  (a,  h)  vers  sa 
liniite,  puisque  la  série  de  terme  général 

.r//i^)     yn-ti.JT) 

converge  comme  la  série 
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Il  esl  donc  bien  établi  que  les  approximations  successives  nous 
conduisent  à  deux  (  *  )  fonctions  //  et  r  satisfaisant  aux  deux  équations 
écrites  à  la  fin  du  paragraphe  12 

ets^annulant  en  a  et  b, 

lo.  C'est  une  question  intéressante  de  savoir  si  u  =  r.  La  réponse 
esl  certainement  affirmative  d'après  un  théorème  général  étudié  au 
Qiapitre  V  (Section  II),  si  rintervalle  {a^  b)  est  suffisamment 
petit.  Mais  en  est-il  ainsi  en  général?  Pour  répondre  à  cette  question 
prenons  l'équation  très  simple 

d^y  _  \_    ^, 

qui  rentre  dans  le  type  précédent.  Considérons  une  intégrale  s'annu- 
lanl  pour  ar  =  o  et  négative  pour  x  positif  et  assez  rapproché  de 
rorigine.  On  aura 

a  étant  une  quantité  positive  inférieure  à  un.  L'intégrale  y  ira  en 
décroissant  depuis  ^=  o  jusqu'à  la  valeur  loga  qui  sera  son  minimum; 
cette  valeur  minima  sera  atteinte  pour 

dy 


La  seconde  racine  de  l'intégrale  y  (après  Torigine)    correspondra 
donc  à 


ou,  en  posant  loga  =  p  <;  o, 


(')  La  question  de  l'idenlilc  m  =  w  sera  discutée  au  paragraphe  suivant. 
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L'intégrale  considérée  y  s'annule  donc  pour  j:  =  o  et  x  =  fc 
est  négative  et  son  minimum  est  loga. 

Reprenons  les  équations  relatives  aux  approximations  succès 


(5)     tll^l,         ^'ll^LeX^  ±Zl-ley> 


»»-". 


Si  l'on  suppose  que  r„  converge  uniformément  vers  y\  il  arri 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  //,  que  -e^«-i  différera  très  p< 
^é»^  et  sera,  par  suite,  supérieure  à 

I  —  E  X 

e»Iof«  ou  -(i  —  e), 

en  désignant   par  €   une   quantité   positive   fixe  aussi   petite  c 
voudra. 

Considérons  alors  les  équations 

d7^ ^  -  (<?:r»-.i -  i?r-), 

en  prenant  //«^.,  =  r»^,  —  >-,,  ;  et  les  autres  //  étant  déterminé 
la  condition  de  s'annuler  en  o  et  6.  On  aura 

I  "/i-Hpl  <  lyn-^p  —  yn-^p-X  I  (p  =  2,    ...,   X) 

et  la  série  de  terme  général 


<»5^,  ptir  hypothèse.  con\ergenle. 
Or  prenons  la  suite  dos  équations 


</*i'^.î       a 


les  i'  s\umulanl  connue  les  u  aux  deux  limites,  et  en  avant  iv,^.i  =r 
Les  i'  seront  tvuis  de  nuMuo  signe,  tandis  que  les  u  sont  altern 
ment  positifs  et  négalif>;  les  u  et  r  de  même  indice  ont  même  i 
absolue.  Par  >uile.  mms  pouwuis  écriiv 
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la  série  de  terme  général 

sera  donc  convergente  tant  que  |  Â  |  -<  i ,  puisque  la  série  de  terme 
général  {yn^p  —  yn^p-\)k"'^P  est  convergente  dans  ces  conditions, 
étant  convergente  pour  A"  =  i .  Ceci  revient  à  dire  que  la  série  des 
approximations  successives  converge  pour  Téquation 

d'Y       a, 

dans  tout  intervalle  (o,  6'),  b'  étant  inférieur  à  6,  mais  en  étant  aussi 
rapproché  que  l'on  veut. 
Or  le  champ  correspondant  à  cette  dernière  équation  est 


V\ 


Si  donc  cette  expression  est  inférieure  à  6,  il  en  résultera  que  les 
approximations  ne  pourront  converger  vers  y.  Nous  devons  donc, 
pr  suite,  voir  si  Tinégalité 

(6,       ^-y}^..r^L=   (?=iog,<o) 

peut  être  vérifiée.  Nous  allons  montrer  que  Tinégalité  est  bien  véri- 
fiée si  a  est  assez  rapproché  de  zéro.  Ecrivons  en  effet 


.1 


''Vdr. 


et  dans  le  développement  du  binôme  qui  est  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, bornons-nous  aux  deux  premiers  termes,  les  termes  négligés 
étant  positifs  comme  les  termes  conservés;  on  a  alors,  dans  le  second 
membre, 

ou,  en  remplaçant  ^  par  loga, 


3  /â  3 
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Si  donc  rinégalité 

^\/^    .   il  J 4  —  2  a 

est  vérifiée,  il  en  sera  de  même  de  l'inégalité  (6),  puisque  s  peut  êl 
pris  aussi  petit  qu'on  veut.  Or,  en  prenant  a  assez  petit,  nous  n'avo 

à  comparer  que  les  termes  en  —  >  ce  qui  nous  conduit  à 

r  ^  '^ 

inégalité  qui  est  exacte. 

Donc,  pour  a  assez  petit  et,  par  suite,  pour  b  assez  grand,  i 
approximations  successives  ne  convergent  pas  vers  V intégrale 

Les  deux  limites  w  et  p  du  paragraphe  précédent  ne  coïncide 
donc  pas,  en  général,  comme  nous  le  voyons  par  le  cas  parliculi 
(jui  précède  (*). 

16.  Nous  avons  dit  que  les  approximations  successives  converge 
([uand  rinlcrvalle  esl  suffisamment  petit.  N'ayant  à  considérer  q 
(les  valeurs  négalivcs  àe  y^  supposons  que  la  dérivée  toujours  positi 

rcsle,  pour jK  négatif,  quel  que  soit  x  dans  un  certain  intervalle,  in 
riciire  à  un  nombre  fixe  M.  Il  est  facile  alors  de  fixer  une  limite  pcj 
la  longueur  de  l'intervalle  dans  lequel  les  approximations  successif 
convergeront.  Nous  allons  comparer  les  approximations  successif 
pour  l'équalioa 

ax- 
et  pour  l'équation 

On  a,  d'une  manière  générale,  en  appliquant  les  équations   à 


(»)  Je  m'étais  borné,  «lans  mon  Mémoire  de  i8.jo  (Chap.  V),  à  Tasserlion  qii 
était,  en  général,  différent  de  v;  j'ai  donné  Texcmple  précédent  dans  les  Comj 
rendus  (a\ril  iSy'i). 
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inlervalle  (a.  fi), 

ei  l'on  peut  écrire 

Yélanl  compris  entre  r„_i  .etjK/i-a-  Or  considérons  les  équations 


d*ut 


=  Mm,, 


-  =Mm,-„ 


les  //  s*annulant  aux  extrémités  de  l'intervalle. 
On  aura  évidemment 

Or  la  série  des  valeurs 

esl  convergente  certainement,  si  Tintervalle  (a,  Jï)  esl   inférieur  au 
champ  fondamental  (Cliap.  V',  §  13)  relatif  à  réquation 

-—-  -I-  M  u  =  () 
dx- 


el  ce  champ  est  égal  à 


v/ivî' 


Ainsi,  (lan^  t)ti  iiit '.ry%U*  i'ifiiri  uf  ci'i   nombre  précédent  y  le 
dffproximacions  conK'ergent  pour  ré:/ufit'ton  proposée. 


17.  Reprenant  l'équation 


d^Y       ^ 


nous  devons  maintenant  chercher  comment  nous  trouverons  l'inté- 
grale s'annulant  pour  r  =  ^  et  r  =i  h  si  rintervallo  in,  h)  esl  trop 
p^nri  pour  que  les  approximiliou-i  successives  y  convergent. 
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Nous  allons  ici  faire  usage  d'un  procédé  alterné  analogue  à  celui 
dont  nous  avons  fait  usage  avec  M.  Schwarz  pour  Tétude  de  l'équa- 
tion de  Laplace. 

Nous  commencerons  par  démontrer  deux  lemmes  : 

1°  Soient  deux  fonctions  u  et  v  satisfaisant  à  Téquation 

continues,  bien  entendu,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  de  a  à  i. 
Si,  en  a  et  en  6,  on  a 

M  è  «s 

je  dis  qu'il  en  sera  de  même  à  l'intérieur.  Si,  en  eflet,  u  —  r  devient 
négatif  entre  a  et  6,  il  y  aura  entre  a  eV  b  deux  valeurs  a  et  ^  pour 
lesquelles  on  aura 


Entre  a  et  [î,  on  devra  donc  avoir  u  =  i*  et,  par  suite,  dans  tout 
l'intervalle  (ri,  6);  par  conséquent,  on  a  toujours,  soit  i/ =  r,  soit 
//  >  i';  c'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

là"  Considérant  toujours  la  même  équation 


dx^ 


=  /(^,r)' 


rintégrale  //  de  cette  équation  s*annulant  en  a  et  fr  sera  évidemment 
négative  de  ^«  à  6;  on  envisage  de  plus  la  fonction  i*  s*annulant  en  a 
v\  b  et  \ériliant  la  relation 


on  aura  ntunifestement 


"i  -^i*'!- 


Si  donc  M  liésigne  la  \aleur  absolue  maxima  de  \\  on  aura 

1«|<M. 
Ceci  posé,  prtMions  une  intégrale  de  réquation 

dx^ 
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qui  s'annule  en  b  et  prenne  en  a  une  valeur  négative  dont  la  valeur 
absolue  ne  dépasse  pas  N;  nous  voulons  trouver  une  limite  de  la 
valeur  absolue  de  u  en  un  point  a  compris  entre  a  et  6.  Soit  h  Tin- 
tégrale  de 

qui  prend  en  a  et  6  les  valeurs  données;  on  voit  de  suite  que 

|/i|<Nç, 

q  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un.  Posons  alors  /i  =  U  -+-  A, 
nous  aurons  Téquation 

cl  nous  devons  considérer  l'intégrale  U  de  cette  équation  s'annulant 
en  a  et  6.  U  sera  négatif  et,  comme  h  est  négatif,  on  aura  a  fortiori 

|U|<M. 
Nous  en  concluons,  et  c'est  là  notre  second  lemme, 
|a|  <  M-f-N^, 
inégalité  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel, 

18.  J'arrive  maintenant  à  la  solution  du  problème  proposé.  Nous 
voulons  montrer  que  l'on  pourra  trouver  la  solution  de  l'équation 

prenant  des  valeurs  données  en  6  et  j3  (  fig,  6)  si  l'on  sait  résoudre 
celte  question  pour  les  intervalles  j3a  et  ab, 

FI?.  6. 


Soit  ii|  la  solution  déterminée  dans  (a,  b)  et  s'annulant  en  a  et  b, 
Nous  formons  alors  la  solution  t^i  s'annulant  en  ^  et  prenant  en  a  la 
mérae  valeur  que  u^.  Revenant  maintenant  au  premier  intervalle, 
formons  la  fonction  u^  déterminée  dans  (a,  6),  s'annulant  en  b  et 
prenant  en  a  la  même  valeur  que  t^i,  et  continuons  ainsi  indéfiniment 


l54  CHAPITRE    VII. 

en  passant  successivement  d'un  segment  à  Tautre.  Nous  obtiendrons 
de  cette  manière  deux  suites 

vi,     r,,      . . .,    Vn,     ...  : 

lii  est  négatif  dans  (a,  6),  donc  r,  est  négatif  en  a  et,  par  suite,  en  a. 
Donc,  si  nous  revenons  à  Wa,  on  aura,  d'après  le  premier  lemme, 

et,  en  continuant  ainsi,  il  vient  de  suite 

o>  Mi>  M,>...:    M«>..  ., 

Il  faut  montrer  que  //„  et  r„  tendent  vers  une  limite;  il  suffira  de 
faire  voir  que  |  u,t  \  et  |  v,i  |  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe.  C'est 
ce  (|ue  va  nous  donner  le  second  lemme. 

Désignons  toujours  par  M  la  valeur  absolue  maxima  des  intégrales 
de  Téquation 

s'annulant  respectivement  en  a  et  è,  puis  en  a  et  ^3.  On  a 

(  pour  j'  —  vL)  I  Mj  I  <  M, 

(  pour  jr  =  a  )  I  l'i  I  <  My  -+-  M, 

{  pour  .r  —  OL)  I  fis  I   .^  q^Mq  -r-  M  )  —  M  =  M(  ^*  -♦-  ^  -î-  i  ), 

(  pour  .r  —  cl  )  I  l'j  I     ,  y  M  (  ç*  -f-  ^  -+-  I  ^  -4-  IVl  =  M  (  y'  -h  7*  -+-  <7  -h  I  ) 

cL  d'une  manière  jrénèrale, 

^K>ur  r  =  I  )         1 11,4 1  <  M(y'«-*-r-^»«-'-f-..  .-hi), 
(pour  .r  —  n\         I  1  .,  I  <  M^iyS"    i  _r- ^î/i-î_y_. .  .^_  ,). 

Dans  ros  inèi^alirès,  </,  qui  est  moindre  que  ////,  désigne  le  plus 
^rand  «les  tltuix  uomhros  de  même  nom  correspondant  aux  inter- 
\,dles  y(t.  I>\  cl  yx^  'i")  tlu  sccouïl  ItMume. 

Les  inégalilés  prccé<lcnlos  montrent  que  //,,  t  pour  x  =  x)  et 
\\t  (  pi»ur  .r -_- r/ 1  tcuilont  \crs  tleux  limites.  F.es  fonctions  u,,  et  i'// 
tendent  diuic  rcspectivemfMil  \ors  des  lintites  //  et  c;  la  fonction  a  est 
définie  ilans  rinter\allo  .<i,  h\  cl  la  fonction  c  dans  rinlerxalle  (a,  ^3). 
Je  dis  que  a  et  *'  pronnonl  lYspectixoment  les  mêmes  valeurs  en  a  et 
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en  a;  en  eflfeU 

v,^  =  u,t  (  pour  X  =  1  )^ 

Vn=  u„^i         (pour  X  =  a). 

Donc,  à  la  limite,  v  prend  les  mêmes  valeurs  que  u  pour  a*  =  a,  et  il 
en  est  de  même  pour  x  =  a.  Il  en  résulte  que,  dans  l'intervalle  (a,  a), 

on  a 

u  =  i\ 

Aous  avons  i/onc  l'intégrale  de  r équation  s  annulant  en  b  et 
en  ^3;  elle  est  représentée  par  //  dans  Tinlervalle  (a,  6  ),  et  par  v  dans 
l'intervalle  (a,  P). 

19.  Lintégraley  de  Téquation 

s'annulanlen  a  et  b  (/remplissant  toujours  les  conditions  indiquées) 
doit  être  rapprochée  des  deux  fonctions  u  et  i'  sannulant  en  a  et  h 
et  satisfaisant  aux  équations 

d^u        .,  d-v        . 

dont  il  a  été  question  au  paragraphe  14.  Nous  allons  montrer  que 
l'on  a  (pour  toute  valeur  de  x  entre  a  el  b) 

"  <  y  <  ^ 

ou,  en  d'autres  termes,  que  l'intégrale  y  est  intermédiaire  entre  u 
el  r. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'examiner  les  différentes  circonstances 
<|ni  pourraient  se  présenter  s'il  en  était  autrement.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'on  ail  la  disposition  de  la  figure  j,  où  y  rencontre  // 
en  un  point  a.  Entre  a  et  b,  on  a 

f  >  /*  >  j'         (  j-,  a,  V  sont  négatifs). 
Or  on  a 

Le  second  membre  est  négatif  dans  (a,  b).  Donc  y —  '^  qiïi  s'annule 
en  «et  6  devra  être  positif  d'après  cette  équation;  nous  arrivons  ainsi 
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à  une  contradiction.  On  verra  tout  aussi  aisément  tjue  Ton  arrive  dans 
tous  les  cas  à  une  absurdité,  sauf  si  Ton  a  la  figure  8  où  y  est  con- 
stamment entre  u  et  r. 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


0. 

b 

0 

^ 

r 

y 

20.   C'est  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 


d*y        I 
arr*        1 


que  nous  avons  vu  (§  lo  de  ce  Chapitre)  que  les  deux  limites  u  et  v 
étaient  distinctes  pour  un  intervalle  («,  b)  assez  grand.  On  peut 
évidemment  donner  une  autre  forme  à  ce  résultat.  Laissons  Tinter- 
valJe  (^a,  b)  fixe  et  envisageons  Téquation  avec  le  paramètre  positif  /• 


=  ke> 


Si  Ton  fait  croître  k  à  partir  de  zéro,  on  a  d'abord 

A  partir  d*une  certaine  valeur  A*o  de  k^  u  cesse  d'être  égale  à  r,  et 
)•  est  intermédiaire  entre  ces  deux  fonctions.  Il  y  a  la  quelque  chose 
d'assez  curieux.  La  fonction  v^Jr.  k)  regardée  comme  fonction  de  k 
est  certainement  une  fonction  analytique  de  k  pour  toute  valeur 
positi\e  de  A\  comme  on  le  voit  en  ramenant  Tintégration  de  l'équa- 
tion à  une  quatlraturt^  Tant  que  it  et  %*  coïncident,  elles  sont  iden- 
tiques à  r  et  sont,  par  suite,  des  fonctions  analytiques  de  A';  mais, 
au  delà  de  A\»,  on  peut  se  demander  quelle  sera  la  nature  de  11  et  de  v 
rcj»ardées  Ci>mme  fonction  do  k:  elles  ne  seront  certainement  pas  le 
prolouî^ement  analytique  de  la  fonction  y\  car  alors  elles  coïncide- 
riùcnl.  Uoprt'senteut-elles  au  delà  de  X'«  des  fonctions  analytiques  de  k 
qui   ne  >oraient  pas  susceptibles  de  se  prolonger  analytiquement  en 
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deçà  de  Ar«,  ou  bien  encore  sont-ce  des  fonctions  non  analytiques 
de  A'?  Ces  questions  présenteraient  peut-être  quelque  intérêt. 

21.  Nous  avons  considéré,  dans  ce  qui  précède,  une  seule  équa- 
tion. On  pourrait  chercher  à  traiter  des  problèmes  analogues  en 
prenant  un  système  d'équations  de  la  forme 

^yt      V. 

-^  =/i  i^^yi^yt.  "'rym)y 


-^  =/m(^,yi.yi.  '*.,ym), 

les  J  étant  ttes  fonctions  toujours  positives  et  croissant  avec  les  y. 
Je  ne  dirai  que  quelques  mots  sur  celte  extension,  en  me  bornant 
à  renvoyer  au  travail  que  j'ai  déjà  cité.  Les  résultats  précédents  ne 
setendent  pas  d'eux-mêmes  à  un  tel  système.  Ainsi  soient,  en  se 
bornant  à  m  =  2,  les  deux  équations 

/el  o  étant  positifs  et  croissant  avec  ^  et  z.  On  ne  doit  pas  chercher 
à  établir  qu'il   n'existe  qu'un   seul   système   d'intégrales  continues 
I       prenant  pour  x  =  a  et  ^  =  6  des  valeurs  données  :  le  fait  n'est  pas 
1       nécessairement  exact.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

/étant  positif  et  croissant  avec  >'.  11  y  a  une  intégrale  Y  s'annulant 
aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  (a,  6).  D'autre  part,  les  approxi- 
mations successives  donnent,  en  général,  deux  limites  y^  et  w,  diffé- 
rentes, s'annulant  en  a  et  6,  et  satisfaisant  aux  deux  équations 

575  -/(•'.  ^^ 
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Si  clonr  on  en\i$age  ce  système,  il  admet,  avec  les  mêmes  com 
lions  aux  limites,  les  deux  systèmes  de  solutions 

■::îl  "  \::z 

Ils  ne  coïncident  que  si  Tintervalle  esl  assez  petit. 
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CHAPITRE  Vin. 

DES  SOLUTIONS  PÉRIODIQUES  ET  DES  SOLUTIONS 
ASYMPTOTIQUES  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIF- 
FÉRENTIELLES. 


I.  —  Remarques  générales  sur  la  continuité  des  intégrales 
des  éclaations  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire* 

1.  Considérons  une  équation  difTérenlielle  dépendant  d'un  para- 
mètre Ml.  Soit 

Envisageons  la  solution 

qui  s'annule  pour  ^  ==  o.  Soit,  pour  [jl  =  o,  la  solution 

X  =  0(/,  o), 

que  nous  allons  supposer  être  continue  de  /  =  o  à  i  =  to.  De  plus, 
on  admet  que 

peut,  pour  t  compris  entre  o  et  /„,  se  développer  suivant  les  puis- 
sances de 

[1    et    X  —  0(^,0), 

les  coefficients  du  développement  étant  des  fonctions  d'ailleurs  quel- 
conques de  /.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que  Vintégrale 

peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  [jl,  pourvu  que  [jl  soit 
suffisamment  petit,  pour  toute  valeur  de  t  comprise  entre  o  et  /q- 
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Tout  d'abortl,  on  ne  reslreinl  pas  la  génëralilé  du  lUéorèmc, 
supposant  que  ô(/,  o)  est  identiquement  nul,  ce  qui  revient  à  fa 
un    rhangement   de   fonction   de   la  forme    x=x  —  6(/,  o).    Ne 
plaçant  donc  dans  cette  hypothèse,  la  fonction 

sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  a  pour  \x\  et  | 
suffisamment  petits,  quel  que  soit  /  compris  entre  o  et  /q,  et  s'ani 
lera  pour  r  =  ix  =  o.  Ecrivons 

/(  x^  u,  /  )  =  A  j-  -+-  B  |x  -î- . . . , 

les  coefficients  étiint  des  fcmctions  de  /. 
Posons 

,      ÇkHt 
X  ~  \LU  -y-  T  €*■  , 

H  désignant  la  fonction  de  t  satisfaisant  à  la  relation 

Cl  s^innulant  pour  /  =  o. 

I /équation  proposée  se  transforme  en  la  suivante, 

<pii  est  do  même  fornu\  mais  où  il  n'y  a  pas  de  terme  du  pren 
degré  en  x  et  u.  Les  coefficients  du  second  membre  sont  des  fo 
tiiuis  de  /  continues  de  /  =  o  ii  /  =  /,,  et  ce  dé\eloppement  peut  \ 
reganlé  comme  ahsohunrni  con\ergenl  pour  toute  valeur  de  x'  t 
telle  que 


s  et  /*  étant  deux  constantes  fi\e>.  la  \ariable  réelle  /  avant  d'ailh 
une  \aleur  quelconque  enlrt*  o  et  /*, 

i.  Nous  axons  à  chercher  I  inlrgrale  de  Téqualion  y^i)  s'annu 
pour  /  o.  I\epiY>entons  Tintcgralc  jvir  lu  série  que  donne  la  ; 
ihodo  des  appiM\îmationN  >uo,  o»l\e>  :  celle  série  converge  certai 
mont  depui>  /       o  ju>qu  à   Li  \alcur  de  f.  Oi^rrospondant  à  la  i 
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petite  des  deux  quantités 


/o     Cl 


P 


ea désignant  par  M  la  valeur  absolue  uiaxima  de 

Al  a?'-  -h  j  B|  i'  jji  -i-  C|  [Ji*  -H . . . , 
pour 

o^/l/o        et         |^'|  =  ?- 

Or  nous  pouvons  prendre  comme  nombre  M  le  maximum  de  la  série 

|A,|.p«-+.2|B,|.pr-i-|C,|/-5-^..., 

pour /compris  entre  o  et  Iq.  Si  donc  nous  considérons  le  quotient 

p ^ 

|A,|p«H-2|B,|/-p-+-lC,|rt-h...' 

nous  pouvons  donner  à  r  et  p  des  valeurs  indépendantes  suffisamment 
petites  pour  que  ce  quotient  soit  supérieur  à  Cq, 

La  convergence  de  la  série  donnée  par  les  approximations  succes- 
sives ^^ra  donc  assurée  depuis  t^o  juscju^à  t=  t^,  sous  la  con- 
dition I  {JL  I  <^  /•. 

Nous  avons  donc  Pintégrale  de  Téquation 

^=/(ar,fi,/)        [/(o,  0,0  =  0] 
$'annulant  pour  ^  =  o,  représentée  par  la  série 

que  donnent  les  approximations  successives,   et,  d'après  la  théorie 

générale,  on  a 

|^/*-^/i-i|<X'', 

A  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité.  Chaque  terme  de  la  série 
précédente  est  une  fonction  holomorphe  de  [jl  pour  ||a|<C/';  il  est 
aisé  d'en  conclure  que  la  série  est  une  fonction  holomorphe  de  [jl  dans 
les  mêmes  conditions.  C'est  ce  que  montre  immédiatement  la  formule 
de  Cauchy, 

prise  le  long  du  cercle  de  rajon  /*. 

P.  -  m.  11 
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Nous  avons  donc  établi  que  Tinlégrale  de  l'équation  (i),  s'annula  3 
pour  ^  =  0,  est  une  fonction  analytique  de  jx,  et  peut  être  désr , 
loppêe  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  [jl,  tant  q^ 
[[jL|<r.  Ce  développement  est  convergent  depuis  t  =  o  jusqi^ 
t  =  t,. 

3.  Nous  avons  supposé  que  nous  avions  une  seule  équation  et  m 
seul  paramètre.  Le  théorème  est  absolument  général  ;  si  Ton  avai 
par  exemple^  les  deux  équations 

-^  =  \x  -+- B^  -+-Cîx  H-..., 

les  coefficients  étant  des  fonctions  continues  de  /,  de  /  =  o  à  ^  =  ^o- 

Nous  avons  là  un  système  d^équations  ayant,  pour  jx  ^  o,  la  solution 

j:  =  o,  y  =  o,  ccuTCspondant  k  x  e\.  y  nuls  pour  /  =  o. 

Nous  poserons 

X  =  fJLM  H-  Vx'  -H  Q^', 

et  nous  allons  choisir  //,  i',  ainsi  que  les  P  etQ,  de  façon  que.les  équa 
tions  diflTércntielles  donnant  x'  et  y'  ne  contiennent  plus  de  terme  di 
premier  degré  en  x\  y'  et  ui.  On  s'arrangera  de  façon  que  u  et 
s'annulent  pour  /  =  o.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  u  et  v  par  le 
équations 

du  K  ty  n 

-j-  =  A//   -f-  Hc   -h  G, 
at 

^   =  A,M-T-B,i'-h  G,, 
v{  Ton  a,  pour  V  v{  P,,  les  deux  équations 

^    :=A,P  +  B,P„ 

;uix(|in'llfs  salisfiToiil  aussi  (^)  cl  (^►,.  On  prendra  donc,  pour  P  et  P) 
puis  pour  (^)  cl  <^),.  (icux  svsli'nics  «le  solutions  distinctes,  et  il  es 
chiir  (pic  le  (iéici'iniiiani 
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qai  s'exprime  par  une  exponentielle,  ne  s'annulera  pas  de  /  =  o  à 

Les  équations  donnant  x'  et  y'  seront  alors  de  même  forme  que 
celles  qui  donnent  x  et  y,  sauf  que  les  seconds  membres  ne  ren- 
ferment pas  de  termes  du  premier  degré  dans  leur  développement. 
On  peut  alors  raisonner  comme  au  paragraphe  précédent. 

Il  est  évident  aussi  qu'on  pourrait  avoir  un  nombre  quelconque  de 
paramètres;  l'intégrale  sera  une  fonction  holomorphe  de  ces 
paramètres,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  para- 
mètres (•). 

4.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  précédent 
peut  être  encore  simplifiée  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées, 
comme  Fa  montré  M.  Lindelôf  (2),  en  utilisant  une  seconde  limite 
de  convergence  indiquée  par  lui  dans  Temploi  de  la  méthode  des 
approximations  successives  et  que  nous  avons  étudiée  dans  le  Tome  II 
de  ce  Traité  (p.  344 ^  ^^  édition).  On  évite  ainsi  la  transformation 
faite  à  la  fin  du  paragraphe  1.  Cette  seconde  limite  était  (/oc.  cit., 
p.  345)  désignée  par  8,  qui  représentait  la  plus  petite  des  quantités 

I,      /        bK\ 

Avec  les  notations  actuelles,  correspondant  à  la  fonction /(x,  u,  /) 
du  paragraphe  1  de  ce  Chapitre,  les  d«?ux  quantités  précédentes  de- 
viennent 


'1      /        Ko . 

/.     et     -log(^.+  ,^j. 


K  étant  un  nombre  fixe.  Quant  à  Mo,  il  représente  le  maximum  de 
la  valeur  absolue  de 

quand  /  varie  entre  o  et  t^,  La  quantité  Mo  dépend  de  [ji,  et  il  est 

(')  Le  théorème  précédent  a  été  indiqué  pour  la  première  fuis  pur  M.  Poincaré 
{Ut  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  p.  4^  et  suiv.).  M.  Poincaré  le 
démontre  en  se  servant  des  considérations  habituelles  au  Calcul  des  limites  de 
CiQcUy.  J'ai  donné  la  démonstration  du  texte  {Comptes  rendus,  9  avril  iHq'i  ). 

(')  Lindelôf,  Sur  r application  des  méthodes  d'approximations  successives  à 
V étude  des  intégrales  réelles  des  équations  différentielles  {Journal  de  Math., 
1894,  p.  ia5). 
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clair  qu'elle  tend  vers  zéro  quand  u  tend  vers  zéro.  Donc,  quai». 
[jL  est  assez  petit,  la  plus  petite  des  quantités  (a)  est  manifestement  /^ 
ce  qui  donne  la  démonstration  du  théorème. 

o.  Nous  avons  considéré,  dans  ce  qui  précède,  l'intégrale  d 
l'équation 

s'annulant  pour  /  =  o.  Conservant  l'hypothèse  /(o,  o,  ^)  =  o  qui. 
comme  nous  l'avons  dit,  ne  diminue  en  rien  la  généralité,  nous  allons 
envisager  l'intégrale  de  cette  équation  prenant  pour  ^  =  o  la  valeur Xo. 
Or  posons  J7  =  ^o  -h  J^'  ;  nous  aurons  l'équation 

(3)  -^  =/(aroH-ar',  |JL,  O, 

avec  les  deux  paramètres  Xo  et  jx.  Pour  x^-=^=^o^  on  a  l'équation 

et,  d'après  l'hypothèse  farte,  l'intégrale  de  cette  dernière  équation, 
s'annulant  pour  /  =:  o,  sera  identiquement  nulle.  Elle  sera  donc 
déterminée  et  continue  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  = /©  (^0  étant  arbi- 
traire,  mais  restant  fixe  une  fois  choisi). 

D'après  le  théorème  précédent,  l'intégrale  de  l'équation  (3),  s'an- 
nulant pour  ^  =  0,  sera  continue  de  /  =  o  à  t  =  Cq^  pourvu  que 
\xo  I  et  |[jl|  soient  suffisamment  petits,  et  elle  pourra  être  déve- 
loppée suwant  les  /niissances  de  Xq  et  [jl. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  que  j'énonce  dans  sa  géné- 
ralité. 

Soit  le  système  d'équations 

(S)  'di  ^  \|(x,,  j-j,  ....  x,„^  fi)        (*  =  1,2,  ...,/i). 

On  suppose  que,  pour  a  =  o,  on  ail  l'intégrale 

conlinuc  de  /  =  o  à  /  =  t^.  De  plus,  les  X  sont  supposées  dévelop^ 
pables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

jjL     ei     j-/— cp,(0 
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pour  toute  valeur  de  C  entre  o  et  /09  les  coefficients  de  ces  développe- 
ments étant,  bien  entendu,  des  fonctions  continues  de  t. 

Dans  ces  conditions,  tes  intégra/es  de  (S)  prenant  respect à^e- 
ment  y  pour  /  =  o,  les  valeurs 

©,(o)-hJ-î,     <pi(o)-T-ar5,     ...,     v«(o)-ha:S, 

seront  continues  de  o  à  /©?  ^t  déi^eloppables  suivant  tes  puissances 

de 

x\,    x\,     ...,    xl        et        fi, 

fHiurvu  que  ces  grandeurs  aient  des  modules  suffisamment  petits, 

6.  Cherchons  si  Ton  peut  obtenir  des  résultats  analogues  avec 
d'autres  déterminations  initiales  des  intégrales  (*).  Prenons  d'abord 
l'équation 

dy 
OÙ /est  supposée  une  fonction  analytique  de  r,  -~-  et  ul. 

Nous  avons,  pour  ja  =  o,  Téquation 

Soit  une  intégrale  de  cette  équation  continue  de  a  à  ^,  prenant 
pour  2r  =  a  la  valeur  A,  et  pour  j;  =  6  la  valeur  B. 

Existe-t-il  une  intégrale  de  l'équation  (4)  prenant  les  mêmes 
valeurs  initiale  et  finale,  et  très  peu  différente  de  la  précédente,  si  [a 
est  lui-même  très  voisin  de  zéro? 

Au  lieu  de  (4)?  nous  considérons  le  système  de  deux  équations  du 
premier  ordre 

Pour  a  =  o,  ce  système  admet  une  intégrale  {y,  y')  continue  de  a 
à  6,  et  prenant  pour  :r  =  a  les  valeurs 

^  =  A,     y  =  À', 

(')  E.  PiCAiiD,  Sur  les  équations  différentielles  renfermant  un  paramètre  arbi- 
tnire  {Comptes  rendus,  t.  CXVUI,  1894). 
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en  désignant  par  A'  la  valeur  initiale  de  >''.  Pour  [x  voisin  de  zér  ' 
nous  aurons  une  intégrale  de  (5)  continue  de  a  à  6  telle  que  l'on  aS 
pour  j;  =  a, 

^  =  A,     y=ri» 

pourvu  que  y'^  soit  suffisamment  voisin  de  A'.  Cette  intégrale  y  ser 
une  fonction 

développable  suivant  les  puissances  de  [x  et^J, —  A'.  L'équation 
(6)  ^(^fi,^;)  — B  =  o 

s'annule  pour  [jl  =  o,  y^=A'.  Diverses  circonstances  pourront  se 
présenter.  11  arrivera,  en  général,  que  cette  relation  sera  vérifiée 
pour  une  suile  continue  de  valeurs  de  y'^  et  de  [x  voisines  respective- 
ment de  A'  et  de  zéro,  et  que  y'^  sera  une  fonction  holomorphé  de  [i 
dans  le  voisinage  de  |x  =  o  :  l'équation  (4)  aura  alors  une  intégrah 
prenant  en  a  et  6  les  valeurs  A  et  B,  et  qui  sera  une  fonction  holo 
morphe  de  [x  dans  le  voisinage  de  jjl  =  o. 

Les  conclusions  précédentes  peuvent  cesser  d'être  exactes.  Il  peu 
arriver  que  la  relation  (6),  considérée  comme  représentant  une  courb 
lieu  de  points  (jx,  y'^)^  ait  le  point  îx  =  o,  j^J^  =  A'  comme  poinl  isolé 
auquel  cas  il  n'y  aurait  pas  d'intégrale  réelle  satisfaisant  aux  condi 
tions  initiale  et  finale  pour  ^-y^  o. 

Il  peut  encore  arriver  que  le  premier  membre  de  l'équation  (6 
contienne  [x  en  facteur,  le  second  facteur  ne  s'annulant  pas  dans  1 
voisinage  de  tx  =  o,  yQ-=  A'.  Dans  ce  cas,  l'équation 


d*  Y       >./  dy      \ 


sera  telle  que  toute  intégrale  passant  par  le  point  (a.  A)  passer  i 
par  le  point  (fr,  B).  Celle  circonstance  peut  se  présenter.  Les  équa 
lions  linéaires  dont  nous  avons  fait  l'étude  dans  un  Chapitre  précé 
dent  nous  en  olTrent  un  exemple.  Soit  ki  une  constante  telle  qu 
l'équation 

ail  une  intégrale,  non  nulle  identiquement,  s'annulant  pour  j?  =  a  c 
pour  X  =  b.  Toute  intégrale  de  celle  équation,  s'annulant  pour  x=c 
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s'annule  pour  x  =:  6  :  c'esl  la  circonstance  dont  nous  parlions  ci- 
dessus.  L'équation 

^^-(A:/^-lx)P(a•)^  =  o 

n'admet  pas,  pour  a  suffisamment  petit  mais  différent  de  zéro,  d'inté- 
grale s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b, 

7.  Les  cas  d'exception  que  nous  venons  d'indiquer  ne  se  rencon- 
treront pas,  si  la  méthode  des  approximations  successives  (Chap.  V, 
§8)  est  applicable,  pour  l'équation 


d*y       j,/  dy      \ 


à  l'intégrale  qui  nous  occupe. 

Nous  supposons  que,  [a  étant  dans  le  voisinage  de  zéro,  les  diverses 
hvpothèses  nécessaires  pour  l'application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  soient  vérifiées  {loc,  cit.).  On  aura  alors  l'inté- 
grale cherchée  sous  forme  de  série  dont  chaque  terme  est  une  fonc- 
tion analytique  de  [x,  et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que 
Fintégrale  elle-même  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  voi- 
sinage de  [A  =  o. 


n.  —  Des  solutions  périodiques  des  équations  différentielles  ordinaires 
dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  d'après  M.  Poincaré  (>)• 

8.  Considérons  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

et  supposons  que  les  X  soient  des  fonctions  périodiques  du  temps  / 
avec  la  période  co.  Si  l'on  a,  pour  une  telle  équation,  une  solution 

continue  de  /  =  o  à  /  =  o),  et  telle  que 

?i(o)  =  <?i(ci)),         ...,         ©,;(o)  =  <p„(a)), 


(')  H.  Poincaré,  Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  (t.  I,  p.  79 
eisoÎT.). 


]68  CHAPITRE   VIII. 

cette  solution  sera  manifestement  périodique,  car  on  se  retrouver 
identiquement  dans  les  mêmes  conditions  à  Tépoque  o)  qu'à  l'époque  czs 
Nous  allons  supposer  que  dans  les  équations  précédentes  figure  u  i 
certain  paramètre  [x.  Supposons  que,  pour  [x==:o,  on  ait  reconnc 
l'existence  d'une  solution  périodique;  nous  voulons  chercher  si  le 
système  aura  des  solutions  périodiques  pour  les  petites  valeurs  de  u. 
Ecrivons  donc  les  équations 

(7)  -jf  =  X,(xi,a'„  ,,.,x„,t,  \l) 

avec   le  paramètre  tx,    où  les  X  sont  périodiques  par  rapport  à  /. 
Pour  [JL  =  o,  nous  avons,  par  hypothèse,  la  solution  périodique 

et  les  conditions  admises  dans  la  démonstration  du  théorème  général 
du  §  o  sont  supposées  vérifiées. 

Ceci  posé,  d'après  le  théorème  du  §  S,  les  intégrales  du  système, 
prenant  respectivement,  pour  /  =  o.  les  valeurs 

sont  continues  de  /  =  o  à  /  =  co,  si  \x]\  et  |  [x|  sont  suffisamment 
petits,  et  ces  intégrales  peuvent  être  développées  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  croissantes  de 

X\,       X\,        ....       X%       et       |JL. 

Représentons  cette  solution  par 

^/=/l(^.^^^î ori.iL)     (/  =  i,2, ...,  w), 

et  écrivons  les  n  équations 

(8)  //(oi^J-?, rS,{ji)-/,(o,xî,  ...,t2,  [i)  =  o. 

Ces  équations  sont  vérifiées  pour 

.r^  =  .rj  =  .  .  .  =  j^X  =  jjL  =  o, 

puisque  alors  les  équations  (8)  se  réduisent  à 

o/((o)  —  o/(o;  =  o. 

relation  vérifiée,  puisque  '^i{t)  admet  la  période  w. 
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Nous  concluons  de  là  que,  en  général  y  les  équations  (8)  auront, 
pour  |A  assez  petit,  une  solution  où  les  x^^  seront  voisins  de  zéro. 

Ilyaura  donc,  en  général,  une  solution  périodique  pour  [x  suf- 
fisamment petit, 

9.  Nous  sommes  resté,  au  paragraphe  précédent,  dans  les  généra- 
lilés.  Diverses  circonstances  particulières  peuvent  se  présenter  pour 
les  équations  (8).  Le  cas  général,  où  Texistence  de  la  solution  pério- 
dique cherchée  sera  certaine,  est  celui  où  le  déterminant  fonctionnel 
par  rapport  à 

•*  I  »     •*  u      •  •  •?     **  Il 

des  premiers  membres  des  équations  (8)  sera  différent  de  zéro 
pour  jtJ  =  xj  = . . .  =  jtJ  =  jjL  =  o.  Sera-l-il  possible  de  faire  cette 
constatation?  Pour  abréger  Técriture,  supposons  pour  un  moment, 
comme  il  est  permis  au  moyen  d^un  changement  linéaire  de  fonc- 
tions, que  Oi(/)  soit  identiquement  nul.  Notre  système  (7)  prendrait 
alors  la  forme 

dXi 

-^  =  OitûFt-h  a/tart-h. .  .-r-  a,„x„-^  bi[i  -^ . . .         (i  =  i,  2,  . . .. /i), 

les  a  et  6  étant  des  fonctions  périodiques  de  /  à  la  période  w.  Les 
intégrales  de  cette  équation,  |>renant  les  valeurs  xj  pour  f  =  o,  sont 
développables,  comme  nous  le  savons,  suivant  les  puissances  de 
4pJ,  ...,  x"  et  ;jl;  nous  pouvons  écrire 

jr/=  A/,a:} -+-...-+-  A/«ar,î-i-  B/fi  -h..., 

les  A  et  B  étant  des  fonctions  de  /,  et  l'on  a  évidemment 

A/,(o)=  r,         Aa(o)  =^  o,         B/(o)  =  0. 

En  substituant  les  Xi  dans  les  équations  ci-dessus,  on  aura,  en  éga- 
lant dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  xj,  . . . ,  x®,  un  sys- 
tème d'équations  diflerentielles  linéaires  à  coefficients  périodiques 
déterminant,  avec  les  conditions  initiales  ci-dessus,  les  fonctions  A. 

Si  Ton  peut  intégrer  ce  système  d'équations  donnant  les  A,  on 
obtiendra  immédiatement  les  coefficients  de  x^^,  . . . ,  x^^  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  (8),  et  il  sera  possible  alors  de  former 
le  déterminant  de  ces  coefficients.  S'il  n'est  pas  nul,  on  sera  assuré  de 
Texislence  de  solutions  périodiques. 
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10,  Nous  avons  seulement  supposé,  au  paragraphe  précédenl,  que 
l'on  connaissait,  pour  [jl  =  o,  une  solution  périodique  du  système 
d'équations  proposées  (cette  solution  était  Xi  =  ^2=  .^  .  =  x„  =  o). 
Nous  venons  de  voir  que  la  formation  du  déterminant  jouant  un  rôle 
important  dans  la  discussion  des  équations  (8)  exigeait  une  intégra- 
tion préalable  d^équations  linéaires. 

On  se  trouvera  dans  des  circonstances  plus  favorables,  si  l'on  sup- 
pose que  Von  sache  intégrer  complètement  le  système  des  équa- 
tions (7)  pour  [JL  =:  o.  On  pourra  alors  reconnaître  immédiatement  si 
le  déterminant  fonctionnel  qui  nous  occupe  est  différent  de  zéro.  On 
aura,  en  effet,  explicitement  par  hypothèse,  les  fonctions 

Donc,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (8)  développées  sui- 
vant les  puissances  de  xj,  jrj,  . . . ,  x"  et  [jl,  on  aura  les  coefficients 
des  premières  puissances  de  Xp  j:J,  . . . ,  xf^. 

11.  Quelques  remarques  importantes  sont  à  faire  sur  le  système 
des  équations  (8).  Supposons  que  les  équations  (7)  admettent  une 
intégrale  première 

F(Xi,Ti,   ,..,Tn,t,  {A)  =  COnSt., 

dont  le  premier  membre  soit  une  fonction  périodique  de  /,  admettant 
la  période  w.  Nous  désignerons  la  fonction  F  par  F[jr/,  /],  sans 
mettre  [x  en  évidence,  et  en  n'écrivant  qu'une  des  lettres  x;  nous 
écrirons  aussi,  à  la  place  de /,(/,  x",  . . . ,  j;",  jx),  simplement  y/(^). 
Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  les  équations  (8)  ne  sont  pas, 
en  général,  distinctes.  On  aura,  en  effet, 

F[/i(o),  o]  =  F[/,(oi),  oi]  =  F[/(a)),o]. 

Considérons  donc  l'équation 

(9)  Ff/(o).  o]  -F[/i(io),  o]  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  développable  suivant  les 
puissances  de 

//(co)-//(o  . 

Supposons  que  l'on  ait 

ÔF 
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pour  }A  =  o,  ^  =  o,  j7/=  fi(o);  le  coefficient  de  /»{io)  — //i(*>)  dans 
le  développement  du  premier  membre  de  (9)  ne  sera  pas  nul  pour  u, 
jr*,  . . . ,  xj  suffisamment  petits,  et  il  est  clair  alors  que  les  n  —  1  équa- 
tions 

/■/(«,  jrî,  ...,arj,  u)— //(o,x?,  ...,xf„ii)  =  o         (*  =  1,  2,  . . .,  n  —  1), 

qui  sont  les  n —  i'*»»*  premières  équations  du  système  (8),  entraînent, 
d'après  la  relation  (9),  la  /i'*™*  équation 

/•«(o),  a-î,  . . . ,  jrî,  |JL)  -/«(o,  .rî xj,  {i)  =  o. 

Les  n  équations  (8)  ne  sont  donc  pas  distinctes,  comme  nous  vou- 
lions l'établir. 

Nous  avons  supposé  que- —  n'était  pas  nul;  si  cette  dérivée  était 

nulle,  on  prendrait  une  autre  des  dérivées  du  premier  ordre,  et  il  n'y 
aurait  que  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

pour[i=  o,  /  =  o,  Xi=  ©/(o),  que  la  conclusion  précédente  devien- 
drait douteuse. 
Soit,  comme  tout  à  l'heure,  -r —  7^0;  il  y  aura  alors  une  infinité 

de  solutions  périodiques  de  période  oj  pour  chaque  valeur  de  [x  (suf- 
fisamment petite).  On  supprimera  la  dernière  des  équations  (8)  et 
l'on  pourra  la  remplacer  par 

F(x,,x„  ...,x„, /,  fi)  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire  que  Ton  prendra  peu  différente  de 
F[?i(o),  ...,?„(o),  o,oJ. 

Pour  une  valeur  donnée  à  C,  il  n'y  aura  plus,  en  général,  qu'une 
solution  périodique  correspondante;  elle  sera  déterminée  par  les 
A—  I  premières  des  équations  (8)  et  l'équation  F  =  C,  où  l'on  rem- 
placera /  par  zéro,  et  qui  alors  s'écrira 

F[//(or),o,fi]  =  C. 

Si  on  laisse  C  arbitraire,  on  aura  une  infinité  de  solutions  pério- 
diques dépendant  d'une  constante  arbitraire. 
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Si,  au  lieu  d'une  intégrale  première,  on  en  avait  deux, 

Ffj^i,  j-j,  ...,  T„,  t)  zrz  consi., 
^ixx^Xi^  . . .,  .r„»  ^)  =  coiisl., 

on  voit  immédiatement,  par  des  raisonnements  analogues,  que 
les  n  équations  (8)  se  réduisent  à  n  —  2,  si  tous  les  déterminants 
fonctionnels 

ne  s'annulent  pas  pour  [jl  =  o,  /  =  o,  X|=  0/(0). 

12.  On  a  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  fonctions  X|, 
X2,  . . . ,  X„  dépendent  du  temps  /.  Il  est  important  d'examiner  le  cas 
où  /  n'entre  pas  dans  les  équations.  Tout  à  l'heure,  la  période  était 
nécessairement  déterminée  :  c'était  la  période  w  de  /  dans  les  X. 
Maintenant,  au  contraire,  la  période  pourra  être  quelconque.  D'autre 
part,  si  les  équations  admettent  une  solution  périodique,  elles  en 
admettront  une  infinité;  d'une  solution  on  en  déduit,  en  effet,  une 
autre  en  changeant  /  en  /  -h  A,  h  étant  une  constante  arbitraire.  Il  ne 
peut  donc  pas  arriver,  dans  le  cas  actuel,  que  les  équations  (8  )  déter- 
minent une  seule  solution  périodique. 

Os  remarques  faites,  écrivons  le  système  d'équations 

(10)  -^  =  \i{Xx,Xi,  ...,ir„,  ti)        (1  =  1,  !»,  ...,n), 

et  supposons  qu'on  ait,  pour  ;jl  =  o,  la  solution  périodique  de 
période  (o 

Ici  les  o  seront  des  fonctions  analytiques  de  /;  si  donc,  pour  le  sys- 
tème (io\  nous  désignons,  comme  plus  haut,  par 

ç/  <  o  >  —  j-y 

la  valeur  de  .r/  pour  /  =  o,  nous  sommes  assuré  que  la  valeur 

/..  (O  —  T,  XÎ X%,  îJl) 

de  Xi  pour  /  =  co  -^  t  sera  une  fonction  holomorphe  de 
rV,     T% x%.     u    et     •: 
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pour  des  petites  valeurs  de  ces  grandeurs.  Si  nous  écrivons  alors  les 
équations 

Ml)   /,(>)-+-T,  jr»,  ...,.r;;,  |x)— //(o,  j-î,  . . . ,  ^X,  |jl)  =  o         (/ =  1, -2,  . . ., /i), 

nous  aurons  n  équations  analogues  aux  équations  (8),  et  ces  équa- 
lions  seront  vérifiées  pour 

puisque  alors  les  équations  (i  i)  se  réduisent  à 

0/((U)  —  o/(o)  =  o. 

Les  équations  (i  i)  renferment  n  -+-  i  inconnues  a?î,  x\^  .  •  •  ?  -^J  ^^  "> 
tandis  que  les  équations  (8)  ne  renfermaient  que  n  inconnues  et  cor- 
respondaient à  T  =:  o.  Or  ici,  si  l'on  faisait  t  =  o,  on  aurait  des  équa- 
tions dont  le  déterminant  fonctionnel  par  rapport  à  x^  . . . ,  x,^  serait 
certainement  nul,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  la  mul- 
tiplicité nécessaire  des  solutions  périodiques,  quand  elles  existent.  Au 
contraire,  en  se  donnant  arbitrairement  un  des  jr,  soit  par  exemple 
xJ=o,  les  équations  (i  i)  détermineront,  en  général, 

x\,     xi,     ...,     xj.,     et    T 

en  fonction  holomorphe  de  jjl. 

Nous  pouvons  encore  faire  une  remarque  relativement  au  cas  où  il 
V  aurait,  pour  le  système  (lo),  une  intégrale  première 

F(>,,  j-,.  ...,^/n  fA)  =  const. 

On  verra,  en  raisonnant  comme  au  §  1 1,  que  les  équations  (i  i)  ne 

ôF 
sont  pas  distinctes,  et  Ton  peut,  si  -—  n'est  pas  nulle  pour  a  =  o, 

x,=  o,(o),  considérer  le  système 

F  =  C,     //(<o-i-x,j-î,  ...,^S,|ji)  — //(o,j:]f,...,:rS,  ii)  =  o      (i  =  i,i,  ...,n  — i), 

Celant  une  constante  peu  différente  de 

Ffo,(o),  çp,(o),  ....2>;,(o),  o]. 
Dans  l'équation  F  =  C,  on  a  remplacé  Xi  par 
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Au  lieu  de  remplacer  les  équalîons  (i  i)  par  le  système  qui  vient 
d'être  indiqué,  on  peut  encore  les  remplacer  par  le  suivant,  en  faisant 
toujours  ^JI  =  o  et  en  faisant,  de  plus,  7  =  0, 

//(w,  a:;,  a:S,  . . . ,  j-J  ji)  — //(o,  arÇ^  xj,  . . .,  arj,  fx)  =  o         (i  =  i,  ti,  . . . ,  /i  — 1), 

qui  déterminera  x",  x^,  ...,  xJI_,.  D'où  se  tire  la  conséquence 
importante  que,  dans  le  cas  où  il  y  a  une  intégrale  première,  on 
pourra  trouver  généralement,  pour  jx  petit,  une  solution  périodique 
ayant  la  période  w,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  en  général,  quand  les  équa- 
tions ne  renferment  pas  le  temps. 

13.  Nous  avons  établi,  dans  des  cas  généraux,  sous  la  condition 
qu'un  certain  déterminant  fonctionnel  ne  soit  pas  nul,  l'existence  d'une 
solution  périodique.  Terminons  ces  généralités  en  montrant  quelles 
opérations  on  devra  faire  pour  calculer  ces  intégrales.  C'est  une  ques- 
tion à  laquelle  nous  avons  indirectement  touché  au  §  9.  Reprenons  le 
système  tel  que  nous  l'avions  écrit  dans  ce  paragraphe 

-jj-  =anxi-h.    .-+-a/„^;,-h6/,u-h..., 

les  coefiicicnts  de  ces  développements  étant  des  fonctions  de  /  de 
période  w. 

Nous  avons,  pour  jji  =  o,  la  solution  périodique 

xi  =  xt  =  ...=  .rn=o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  y  aura,  en  général,  une  solution 
périodique  pour  [x  suffisamment  petit.  Cette  solution  peut  être  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  a.  Ecrivons  donc 

les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a  doivent  être  des  fonctions 
périodiques  de  /  avec  la  période  to.  ^ous  aurons  d'abord,  pour  déter- 
miner les  vZ/,,  les  équations 

Peut-on  satisfaire  à  ces  équations  eu  prenant  pour 
•^m     -''21.      ...,     ^,,1 
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des  fonctions  périodiques  de  f  ?  On  voit  qu'il  en  sera  certainement 
aiflsi  en  général,  et  précisément  quand  un  déterminant,  qui  n'est 
autre  que  celui  que  nous  avions  à  considérer  au  §  8,  ne  sera  pas  nul. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  [x  dans  les  Xi  se  calculent 
de  proche  en  proche  sans  qu'on  soit  jamais  arrêté,  si  on  ne  l'a  pas  été 
au  début,  et  l'on  aura  ainsi  la  solution  périodique  cherchée  dont 
l'eiistence  a  été  antérieurement  démontrée. 

14.  Remarquons,  en  terminant,  que  les  considérations  précédentes 
trouveront  leur  application  dans  un  cas  un  peu  plus  compliqué.  Écri- 
\ons  les  p  -h  q  équations 


<iî)    < 


-^  =  Y/(Tt,  J-,.  ...,  J-,.,^,,  jî,  ...,  Jy)         («  =  i,2,  ...,7), 


où  nous  supposons  que  les  X  et  V  soient  des  fonctions  périodiques 
des  j'  admettant  la  pérfode  21:,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  quand 
on  change  y i  en  17-1-27:.  On  pourra  appeler  solution  périodique 
de  ce  système  d'équations  avec  la  période  w  une  solution 


yi=  ^i(n       ('  =  I,  'i,  ...,7)» 
satisfaisant  aujL  conditions 

ç/(/ -+-(0)  =  cp/(/"), 

^i(t  -h  (xi)  =  <};/(/)  H-  2//7r, 

les  k'i  étant  des  entiers.  Il  est  clair,  d'après  la  forme  des  équations 
différentielles  (12),  qu'une  solution  sera  périodique,  si  l'on  a 

Oi((u)  =  9i(o),         ^i(tii)  —  '{'/{o  )  -4-  lAiTz. 

La  théorie  développée  dans  les  paragraphes  précédents  pourra 
encore  s'appliquer  aux  équations  (12)  et  à  leurs  solutions  pério- 
diques. On  formera  les  équations  analogues  aux  équations  (1 1);  les  y 
dernière's  d'entre  elles  auront  seulement,  dans  le  second  membre  2/|7:, 
les  entiers  A*/  correspondant  à  la  solution  périodique  initiale  des  équa- 
iions  pour  u  =  o. 


\'y6  CHAPITRE   VIII. 


III.  —  Application  au  problème  des  trois  corps. 

lo.  Une  des  plus  importantes  applications  que  M.  Poincaré  ai 
faites  des  généralités  qui  précèdent  est  relative  au  problème  des  troi 
corps.  Prenons  trois  points,  Mo,  M|,  Mj,  déniasses  /??a,  /W|,  /nj;  nou 
allons  considérer  les  deux  dernières  comme  petites,  et  nous  poseron 

ai  et  «2  étant  des  constantes  fixes.  Concevons  que  l'on  ail  écrit  le 
équations  dilTérentielles  du  mouvement  de  ces  trois  points  s'atlirai 
suivant  la  loi  de  Newton.  Que  deviendra  ce  système,  si  Ton  y  fai 
|x  =  o?  Si  (io9  "^lO)  So)  désignent  les  coordonnées  du  point  Mo  par  rap 
port  à  des  axes  fixes,  les  équations  du  mouvement  du  point  Mo  s 
réduiront  évidemment  à 

d*i^  fl?«Yi«  rf*;o 

et  Ton  aura,  pour  le  point  M|(ii,  tj,,!^,), 

et  les  deux  équations  analoguesy  /désignant  le  coefficient  d'allractioi] 
On  aura  de  même,  pour  le  point  M2, 

Une  solution  du  problème  des  trois  corps,  pour  a  =  o,  sera  don 
obtenue  en  prenant  le  point  Mq  iiTie^  les  deux  autres  points  se  mou 
vant  séparément  autour  de  Mo  suivant  les  lois  de  Kepler.  Ce  cas  par 
ticulier  se  ramène  donc  au  problème  des  deux  corps.  Si  les  temps  d 
révolution  de  M,  et  de  My  autour  de  M©  sont  commensurables  entr 
eux,  il  est  clair  qu'au  bout  d'un  certain  temps  tout  le  système  s 
retrouvera  dans  sa  situation  initiale. 

Le  problème  fies  trois  corps,  pour  u.  =  o,  acimeltra  donc  de 
solutions  périodiques. 

En  restant  toujours  dans  le  même  cas  (jjl  =  o),  le  problème  de 
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trois  corps  adinel  d'autres  solutions  que  l'on  doit  aussi  regarder 
comme  périodiques.  Bornons-nous  au  cas  où  les  trois  points  reste- 
raient dans  un  même  plan.  Le  point  Mo  restant  toujours  fixe,  rappor- 
tons le  mouvement  des  deux  autres  points  à  deux  axes  tournant  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  Mq.  Nous  allons  voir  immédiatement 
qu'il  peut  arriver  que  les  mouvements  de  M,  et  Mo  par  rapport  à  ces 
axes  soient  périodiques.  Au  bout  d'un  temps  égal  à  la  période,  les 
trois  corps  se  trouveront  dans  la  même  position  relative,  c'est-à-dire 
que  leurs  distances  respectives  auront  repris  la  même  valeur.  Nous 
devons  regarder  un  tel  mouvement  comme  périodique.  Imaginons  par 
exemple  que,  pour  /  =  o,  les  trois  points  soient  sur  une  ligne  droite  D  ; 
on  peut  donner  à  M|  et  Mo  des  vitesses  initiales  telles  que  M|  et  Ma 
décrivent  des  circonférences  autour  de  Mo,  et  désignons  par  n  et  n' 
les  vitesses  angulaires  des  droites  MqMi  et  M0M2.  Soit,  pour  fixer  les 
idées,  /i'>  /i;  au  bout  du  temps 


les  angles  faits  par  MoM|  et  MnM2  avec  la  droite  initiale  D  sont  res- 
pectivement 


etieurdifférenceestégale  à  27:,  c'est-à-dire  qu'au  bout  du  temps    , 

les  trois  corps  se  trouvent  de  nouveau  en  ligne  droite,  ayant  repris  la 
même  position  relative  les  uns  à  Tégard  des  autres.  Si  donc  on  rapporte 
le  système  à  des  axes  mobiles  tournant  d'un  mouvement  uniforme  avec 
la  vitesse  angulaire  «,  les  coordonnées  de  M|  et  Mo  par  rapport  à  ces 
axes  mobiles  seront  des  fonctions  périodiques  du  temps  de  période 


16.  Nous  voulons  maintenant  rechercher  s'il  y  a  une  solution  pério- 
dique pour  de  petites  valeurs  de  u.  Nous  allons  d'abord  écrire  les 
équations  du  mouvement,  telles  qu'elles  sont  classiques  en  Méca- 
nique céleste,  des  points  M|  et  Ma  autour  de  Mq.  Faisons  donc  d'abord 
passer  par  ce  point  deux  axes  rectangulaires  de  directions  fixes  (nous 
nous  bornons  au  plan),  nous  aurons,  en  désignant  par  (.r,,  j^i)  et 
(^2î  J'î)  les  coordonnées  de  M|  et  M2  par  rapport  à  ces  axes,  les  équa- 
P.  —  III.  12 
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lions  di(r<^renlielles  où  nous  faisons  le  coefficient  d'attraction  /  ég^ai 
à  l'unité 

^*r,  xi  Xi  x*         I    âV:' 

l     (it*  /'i  r{  t'I        nix  àxi 

1  fi^Vi  Y\  Y\  Yt  I     àij' 

I    dn  r]  r\  /•!         m,  âjr^ 

I  d^Xi  Xt  Xi  Xi  I     OV 

1    -7:7-  -^'^0^7    -^"^l^    -^-ffil-T    =  3— > 

f   r/*v«  Vt  Yx  Yt  I     <^U' 

"-7^- +''1^^ -^'''i*-T  "♦-'^lî^  =  —  :: — 
'     dt^  ri  ri  r|        m,  d^. 

Dans  ces  équations,  que  j'emprunte  au  Traité  de  Mécanique 
céleste  de  M.  Tisserand  (t.  [,  p.  72),  /^  et  /^  désignent  les  dislances 
de  M I  et  Ma  à  M©,  et  Ton  a 


U'  = 


'•12 


en  appelant  r^^  la  dislance  MiM-j. 

Je  rappelle  encore  (jue  le  système  (S)  admet  deux  intégrales  pre- 
mières, celle  des  aires  et  celle  des  forces  vives.  J'écris  ces  deux  inté- 
grales 


d'i) 


,  /      dY\  dxy.  l      dYt  dxt\ 

J  HHnu\.  diYy—Y^)  d(xy  —  x^)l 

Y  étant  la  constante  arbitraire, 

/d.r\        dy\\  fdx\        dY\\ 

/  m,mt  [/dur,        dx^y       /  dy,        dy^y]        . 

'      -;;^[\-di--dT)  ■^\-dr--dr)  ]=''■ 

17.  Les  équations  diflVrentielles  classiques  que  nous  venons 
d'écrire  ne  sont  pas  celles  dont  nous  devons  nous  servir.  II  faut  les 
transformer  on  rapportant  le  mouvement  à  des  axes  M© 5,  MoTtj, 
animés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  Mq  avec  la 
NJtcsse  angulaire  n.  On  pourrait  se  servir  des  formules  de  transfor- 
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mation  de  coordonnées 

x  =  ^cosni  —  T  sin/i/, 
r  =  Ç  sin  nt  -+-  T^  cos  nt 

pour  transformer  le  système  S.  On  arrivera  bien  plus  rapidement  au 
système  d'équations  difFérentielles  relatif  à  ^  et  r^  en  appliquant  la 
théorie  des  mouvements  relatifs.  Les  équations  cherchées  seront  les 
équations  (S),  où  nous  remplacerons  (j:,,  ^i  )  et  {.r^,  y^)  respecti- 
vement par  ($1,  Tj,  )  et  ($2,  Tj.,),  coordonnées  de  M i  et  M2  par  rapport 
aux  aies  mobiles  M„$,  MoTj,  pourvu  que  nous  ajoutions  aux  seconds 
membres  les  projections  de  l'accélération  centrifuge  et  de  Taccélé- 
ration  centrifuge  composée.  Ces  projections  seront,  d'une  manière 
générale,  pour  la  première, 


et,  pour  la  seconde. 


/i«c,     n^r^y 


Nous  aurons  donc  un  système  (S)  qui  ne  sera  pas  autre  chose  que 
le  système  (S)  où  Ton  aura  remplacé  les  (x,  y)  par  (S,  r.)  et  où  l'on 
aura  ajouté  respectivement  dans  les  seconds  membres  des  deux  pre- 
mières 

d\x 

et  de  même  pour  la  troisième  et  la  quatrième,  l'indice  deux  rempla- 
çant Tindice  un.  Le  système  (2)  admettra  deux  intégrales  premières. 
En  substituant  à  la  place  de  x  et  ^  leurs  valeurs  en  (ç)  et  (r,)  dans 
les  équations  (i3)et  (i4)î  on  obtiendra  ces  deux  intégrales  premières 
et  il  est  à  remarquer  que  le  temps  n'y  figurera  pas  explicitement.  De 
plus,  en  remplaçant  m,  et  m^  par  a,  [jl  et  a2[x,  la  quantité  |jl  se  trou- 
vera en  facteur  dans  le  premier  membre  des  intégrales;  on  pourra  la 
supprimer  en  modifiant  les  constantes  h  et  y. 

Nous  aurons  donc  le  système   (S)  avec  ses  deux  intégrales  pre- 
mières. 

On  a,  en  définitive,  huit  équations  du  premier  ordre,  en 

\\^     T^ii      $«,     TQî»      $'i»     TQi»     5î»     Tr/«, 
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en  posant 

'^-^'"        'dT-^''        11^^^'       ~dt  "  '^' 

L^application  de  la  théorie  générale  exposée  dans  la  Section  pré- 
cédente, pour  le  cas  où  la  période  serait  —, — —  >  nous  conduira  à  huit 

équations  que  nous  aurions  maintenant  à  discuter.  Ces  équations  se 
réduisent  à  six  puisqu^il  y  a  deux  intégrales  premières.  Ecrivons 
les  premiers  membres  de  ces  intégrales  premières  en  y  faisant 
|jL  =  o  (on  a  préalablement  divisé  par  |jl,  comme  nous  Tavons  dit  plus 
haut)  ;  on' aura 

*'  0'  'dt  ~  ""'*  ■^)  "^  " *' ^^»  -^  ^iî ^  -^-  ««  (Sî  "ITT  ~  ""'*  "5?)  "^  ''**^  ^^  ~^  ""•'  ^' 

'.(i*S)-.'..(n-^,î.-..».,(s,=S'-'..§)--(S-^) 
""■'"«^'■■"^'""(•w-'-f)-"-(7|f=-7{=l)- 

Prenons  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  deux  expressions  par 
rapport  à  r/^  et  Tj^.  11  se  réduit  à 

Or,  niKis  prenons  comme  positions  initiales,  dans  le  mouvement 
corrospondanl  à  u.  =  o,  deux  positions  de  M|  et  M^  sur  Taxe  des  \ 
qui,  pour  /-:(>,  coïncide,  comme  nous  pouvons  le  supposer,  avec  Ox. 
Los  >ilcssos  initiales  sont  perpendiculaires  à  Moi,  et  Ton  a  évidem- 
ment au  temps  /  --  o 

ih\  a,  par  î»uitt\  pour  ro\|»ression  ci-dessus, 

i  hiaut  à  /i  ot  n  ,  ils  sont  déterminés  en  fonction  de  i,  et  i^  par  les 
relations  i|ui  >e  tiimt  de  suite  de  la  comparaison  des  deux  expres- 
>ions  de  la  tonne 

•:';;         -:,.  -,  î;^  -  m,. 

I  CN   \aU  ui>  initiale^  de  M,.  M,  et   M^M*  élanl  arbitraires,  on  n'a 
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pas  n  =  n' .  Le  déterminant  fonctionnel  des  deux  intégrales  premières 
par  rapport  à  r/^  et  r/^  n'est  donc  pas  nul.  Nous  pouvons  donc, 
des  huit  équations  que  nous  avons  à  écrire,  supprimer  celles  qui 
sont  obtenues   en   écrivant  que  les  valeurs  de  t\^  et  r/^  sont   égales 

pour  /  =  o  et  pour  /  =     ,'J^     (§  11  ).  Il  resterait  donc  six  équations  à 

discuter;  c'est  une  étude  qui  ne  présente  pas,  après  ce  qui  précède, 
de  véritable  difficulté.  Nous  ne  la  ferons  pas  ici,  car  nous  serions 
ainsi  entraîné  à  d'assez  longs  calculs.  Enonçons  seulement  le  résultat  : 
On  est  assuré  de  pouvoir  toujours  résoudre  les  six  équations  dont 
nous  venons  de  parier  par  rapport  à  six  des  huit  inconnues 

iH\  fO         y'*         ?"         vO         f'O         n'O         f'O         Yi'O 

V".'  ?!»       U\y      Çj»      ^iJî       Çl  >       n\  t      Sî  •       ^î 

qui  y  ^figurent  et  qui,  conformément  à  nos  notations  précédentes, 
représentent  les  accroissements  que  l'on  doit  donner  aux  valeurs  des 
lettres  correspondantes,  relatives  à  /  =  o  et  à  la  solution  périodique 
choisie  pour  jjl  =  o,  pour  avoir  les  valeurs  initiales  relatives  à  /  =  o 
de  la  solution  que  l'on  cherche.  Il  faut  toutefois  que  l'on  n'ait  pas 
/i  = —  /i'  et  que  n  ne  soit  pas  multiple  de  n' —  n. 

Il  existe  donc,  pour  le  problème  des  trois  corps,  [jl  étant  petit, 
une  infinité  de  solutions  périodiques.  Cette  infinité  dépendra  de 
quatre  arbitraires,  car  deux  des  inconnues  de  la  suite  (H)  ont  des 
valeurs  arbitraires  (petites)  et  les  distances  initiales  de  M|  et  de  Ma 
à  Mo  peuvent  être  prises  arbitrairement  (*  ). 

IV.  —  Sur  une  autre  catégorie  de  solutions  périodiques. 

18.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  d'une  question  présen- 
tant une  grande  analogie  avec  celle  qui  a  été  étudiée  dans  la  Sec- 
tion II,  mais  où,  toutefois,  des  circonstances  assez  différentes  vont  se 
présenter. 

Prenons  le  système  d'équations  difiercnlielles 

.  dxx       -,  dxt       V  ^^n       V 


(*  )  On  trouvera  dans  TOuvrage  de  M.  Poincaré  {Les  nouvelles  méthodes  de  Mé- 
canique céleste,  t.  I,  p.  96  et  suiv.  )  une  étude  de  diverses  solutions  périodiques  du 
problème  des  trois  corps. 
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OÙ  les  X  dépendent  de  x,,  Xa,  . . .,  Xn  <*t  d'un  paramètre  a;  de  plus, 
les  X  s'annulent  pour  j?,  =  .ra  =  . . .  =  jT/i  =  o,  quel  que  soit  jx. 

Le  système  admet  alors,  pour  solution  particulière,  la  solution  où 
tous  les  X  sont  identiquement  nuls.  Nous  allons  chercher  s'il  existe 
des  solutions  ayant  une  période  (o,  différant  fort  peu  de  zéro  quand  p. 
est  très  petit,  et  se  réduisant  à  zéro  pour  [jl=  o. 

Nous  désignons  toujours  par  x®,  x",  ...,jrJÎ  les  valeurs  initiales 
dex,,  ^2,  ...,  x„.  Nous  aurons 

les  y*/  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x\^  xî,  . . .,  x®  et  s'annulent, 
quels  que  soient  jjl  et  /,  pour  x"  =  x!I  :=...==  x"^  =  o. 
Il  faut  discuter  les  équations 

(i6)    //(tu,  j-J,  ...,irî,  .u)  —fi{o,x'\,  ...,xl,\L)=zo        U*  =  i,  a,  ...,  /i) 

si  l'on  veut  chercher  les  intégrales  ayant  la  période  lo.  On  voit  immé- 
diatement que  nous  sommes  dans  des  circonstances  différentes  de 
celles  que  nous  avions  précédemment,  car  les  équations  précédentes 
sont  vérifiées,  quel  que  soit  jjl,  pour  j:"  =  .  .  .=  x®  =  o. 

Etudions  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers  membres  des 
équations  (i())  par  rapport  à  x",  ...,  xJJ  et  calculons  sa  valeur  pour 


Cherchons,  a  cet  effet,  ce  que  deviennent  les  équations  (iG)  quand 
on  fait,  dans  les  équations  (i5),  jx  =  o  et  que  l'on  réduit  les  Xà 
leurs  termes  du  premier  degré  en  X|,  Xj,  ...,  x„.  Dans  ces  conditions, 
les  équations  (i5)  se  réduisent  aux  équations  linéaires 

(17)  -^  =  a,iXi^  anTi-^ . .  .-\-  a,„T„         (t  =  1,2,  ...,/i); 

les  équations  (i())  deviennent  alors  des  équations  exprimant  que  la 
solution  de  (17)  répondant  aux  valeurs  initiales  x®,  xj,  ...,  xj  est 
périodique  et  de  période  w.  Or,  considérons  l'équation 


^/n  — A 

an 

.  .       Ctin 

«21 

«,.  — X     . 

•  .       Clin 

Clfii  a„i  '  •  •      Clfin —  ^ 
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On  sait  que  les  racines  de  cette  équation  en  A  font  connaître  les  inté- 
grales (lu  système  (17);  supposons-les  distinctes  et  désignons-les 
par  Aiî  ^25  •••1  ^*/»-  En  écrivant  que  (17)  admet  une  solution  pério- 
dique, nous  aurons  un  système  de  n  équations  linéaires  et  homogènes 
en  X*,  xj,  ...,  or",  et  leur  déterminant  est  le  déterminant  que  nous 
cherchons.  Or  (17)  ne  peut  admettre  de  solutions  périodiques  que  si 
Ton  a  pour  un  des  A,  soit  A/, 

X/io  =  aX-Tre         (A*  entier), 

car  une  expression  de  la  forme 

a,  c>i'  -«-  22  e^^'  -T- . . .  -T-  a,i  c^"', 

où  les  a  sont  des  constantes,  ne  peut  admettre  la  période  co  que  si 
l'un  de  ces  termes  admet  cette  période.  Le  déterminant  cherché  ne 

s'annulera  donc  que  si  un  des  À  est  de  la  forme  —\  il  est  donc 

*•  tu 

égal  à 

comme  on  le  verrait  encore,  par  un  calcul  facile,  en  réduisant  par  un 
changement  linéaire  de  variables  les  équations  (17)  à  une  forme 
canonique  où  la  première  équation  ne  dépendrait  que  de  x, ,  la  seconde 
(le  2*2,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  si  A  est  différent  de  zéro,  les  équations  (16)  qui  sont 
vérifiées  pour  a:"  =  . .  .=  x"  =  o,  quel  que  soit  tx,  admettront  cette 
solution  comme  solution  simple^  et,  par  suite,  nous  ne  trouvons  pas 
de  solution  périodique  voisine  de  zéro  si  ce  n'est  la  solution  évidente 
où  tous  les  X  sont  identiquement  nuls.  En  d'autres  termes,  pour  avoir 
une  solution  nouvelle,  il  faut  nécessairement  que  to  soit  de  la  forme 


h 


/.i  étant  une  des  racines  de  l'équation  en  )s.  Comme  w  doit  être  réel, 
on  remarquera  que  A/ ne  doit  pas  contenir  de  partie  réelle,  et,  comme 
les  racines  de  l'équation  en  X  sont  deux  à  deux  conjuguées,  il  en 
résulte  que  deux  facteurs  de  A  seront  nuls  quand  A  sera  nul. 

19.   Nous  allons  donc  supposer  que  w  soit  de  la  forme  qui  vient 
d'être  indiquée;  cherchons  alors  s'il  y  aura  des  solutions  périodiques 
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de  période  (o.  Prenorrs  d'abord  le  cas  de  deux  équations  où  la  discus- 
sion sera  plus  simple.  Les  équations  (i*;)  se  réduisent  alors  à 


(18; 


dx  , 


dl 

L'équation  en  ).  est  ici 

X* — (a  -r-  d)\  -h  ad —  bc  =  o, 

et,  pour  pouvoir  trouver  une  période  réelle  (o,  il  faut  que 

a  --  d  =  o^         ad  —  Ac  >  o. 

Désignons  par  a/  et  — a£  les  racines  de  l'équation  précédente, 
nous  pouvons  prendre 

tu  =  — • 

Les  équations  (i8)  auront  alors  toutes  leurs  solutions  périodiques, 
et,  par  suite,  les  équations  en  Xq  et  l'o,  obtenues  en  écrivant  que  les 
solutions  prenant  pour  t  =z  o  les  valeurs  o-o  et  j^o  sont  périodiques, 
seront  identiquement  vérifiées.  C'est  là  un  point  très  important,  car, 
si  nous  prenons  maintenant  les  équations 

nous  voyons  que,  pour  [jl  =  o,  ces  équations  ne  renferment  pas  de 
termes  du  premier  deg^ré  en  jCq  et  70 •  Les  équations  précédentes 
pourront  donc  s'écrire 

(   |i(a  Xo-{-  !i^o.)-^...=  o, 

(  \i{7.  j-o-H  p^ro) -<-...  =  o, 

les  termes  non  écrits  étant  de  deg;ré  supérieur  au  premier  en  Xq  et  r©. 
Les  coefficients  a,  a',  ji,  jâ'  sont  des  fonctions  de  tx  et,  en  général, 
j,y —  jja'  ne  s'annulera  pas  pour  a  =  o. 

On  aura  à  discuter  les  solutions  communes  aux  équations  (20) 
en  x„  cl  >'„.  Celles-ci,  en  y  regardant  Xq  et  Vq  comme  des  coordon- 
nées ronranles,  j)euvenl  être  considérées  comme  représentant  deux 
courbes.  Pour  ijl  dill'érent  de  zéro,  ces  deux  courbes  ont  un  point 
simple  de   rencontre  à   Torigine;  pour  jx  nul,  les  deux  courbes  ont 
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plus  d'un  point  commun  à  Torigine.  Il  en  résiille  que,  pour  [jl  très 
petit,  les  deux  courbes  auront  au  moins  un  point  commun  très  voisin 
de  l'origine.  Mais  ici  une  remarque  très  importante  est  à  faire  :  si  les 
équations  (20)  ont  une  solution  différente  de  zéro,  elles  auront  une 
infinité  de  solutions  formant  une  suite  continue,  car,  les  équations 
diflerentielles  ne  renfermant  pas  /  explicitement,  il  y  aura  une  infi- 
nité de  solutions  périodiques  s'il  y  en  a  une  (en  dehors  de  .r  =j^  =  o). 
lien  résulte  que,  en  réalité,  les  courbes  (20)  ont,  pour  a  petit,  une 
petite  courbe  fermée  commune  restant  dans  le  voisina<çe  de  l'origine 
et  représentant  la  solution  périodique  sur  le  plan  (;r„,  Vy);  celte 
petite  courbe  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  [x  tend  vers  zéro, 
n  est  clair  qu'il  faudrait  une  discussion  plus  approfondie  pour  décider 
la  question  de  la  réalité;  il  ny  a  là  toutefois  aucune  difficulté  essen- 
tielle, car  on  peut  calculer,  comme  nous  l'avons  vu,  autant  de  termes 
que  Ton  veut  dans  les  équations  (20)  et,  par  suite,  la  discussion 
complète  pourra  toujours  être  faite  dans  chaque  cas  particulier. 

20.  Après  avoir  étudié  le  cas  de  deux  équations,  il  est  aisé  de  se 
rendre  compte  de  ce  qui  arrivera  dans  le  cas  général.  En  écrivant 
que  les  équations  (17)  ont  une  solution   périodique  de  période  o) 

(ci)  étant  égal  à  ->—)>  on  devra  obtenir  non  pas  seulement  une, 

mais  deux  solutions  périodiques   indépendantes,   qui  seront   en 

cos— ^et  sin — —;  ces  deux  équations  se  réduiront  donc  k   n — 2 

équations  et,  par  suite,  quand  on  fait  tx  =  o  dans  les  premiers 
membres  des  équations 

//( w,  ^î .  .  •  • ,  ^î,  [Ji  )  —  // (  o,  xl rj ,  |x  )  =  o         (1  =  I .  a n). 

les  termes  du  premier  degré  on  j^",  . . .,  .r"  se  réduisent  à  /?  —  2  ex- 
pressions linéaires  distinctes,  f^es  équations  pourront  donc  être  rame- 
nées à  la  forme 

les  a  et  les  ^  ne  s'annulant  pas,  en  général,  pour  jjl  =  0.  En  tirant 
des  /î  —  2  premières  équations  n  —  2  des  quantités  j:",  x[l,  .. .,  r" 
en  fonction  des  deux  qui  restent  et  substituant  dans  les  deux  der- 
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nirres  cqiiations,  on  sera  ramené  au  cas  de  /i  =  2,  que  nous  avons 
étudié  dans  le  paragraphe  précédent. 

21.  On  peut  appliquer  le  même  genre  de  considérations  à  un 
système  dVquations  dans  lequel  ne  figurent  plus  de  paramètres  arlii- 
traires  ui.  Soit 

dx 

-^  =X/(x,,a:-j,  ...,x,,)         (I  =  1,2 /i), 

les  X|  s'annulant  pour  j:,  =  JC2  =  - •  •=  ^/i=  o.  Nous  voulons  cher- 
cher les  solutions  périodiques  s'éloignant  peu  de  zéro.  Nous  com- 
mencerons par  répéter  ce  que  nous  avons  dit  au  §  18. 
Kn  désignant  par 

Ti=fi{t.x\,x\ ^J)  (1  =  1,  '2,   ...,/l) 

la  solution  correspondant  aux  valeurs  initiales  ^r",  j?",  ...,  x",  nous 
avons  les  équations 

//(eu,  x\,  x\.  .  ..^xD-fiio,  x\,  jrj,  . . .,  a-J)  =  o 

pour  les  intégrales  avant  la  période  (o.  Si  Ton  considère  encore  l'équa- 
tion en  À  du  §  18,  on  voit  que,  si  to  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
indiquées  dans  ce  paragraphe,  la  solution 


sera  une  solution  simple  des  équations  précédentes.  En  désignant 
par  w  une  quantité  satisfaisant  à  ces  conditions,  nous  allons  cher- 
cher s'il  y  a  une  solution  périodique  de  période  (o  H- t,  t  étant  une 
quantité  petite.  Nous  avons  alors  les  équations 

//(to-+-T,  a:;,^; x^,)—fi{o,x\,x\,  ...,arS)  =  o         (*  =  i,  2,  . .  ., /i). 

Raisonnant  comme  au  §  20,  nous  voyons  que,  dans  ces  équations, 
les  termes  du  premier  degré  en  jr",  x\.  . .  . ,  :f®  se  réduisent  k  n  —  2 
expressions  linéaires  distinctes;  la  quantité  t  joue  ici  le  même  rôle 
que  jouait  ci-dessus  la  quantité  ;x. 
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V.  -  Des  solutions  asymptoUques  de  certaines  équations 
différentielles. 

22.  Considérons  le  système  d'équations  dillérentielles 

vï\)  —  =\i        (i=z  i,-2,  ...,n), 

les  X|  s'annulant  pour  Xt  =  ^2  =  . .  .=  •r„=^  o  cl  ne  contenant  pas  C 
eiplicitement.  On  peut  supposer,  comme  nous  Tavons  vu  précédem- 
ment, que  dans  les  X  les  tenues  du  premier  degré  se  réduisent  rcs- 
pecliveinenl  à  A,  j:,,  Xj^To,  . . .,  )v/^//. 

lly  a  des  cas  étendus  oii  l'on  peut  trouver  certaines  solutions  inté- 
ressantes de  ce  système.  Faisons  d'abord  un  changement  de  variable, 

en  posant 

0  =  c'; 

nous  aurons  alors  le  système 

^-^  =  X,a:/-+-...         (i  =  i,a /i). 

Reportons-nous  maintenant  aux  §  11  et  12  du  Chapitre  I.  Sous  les 
conditions  indiquées  dans  ces  paragraphes,  nous  pourrons,  en  posant 

développer  les  x  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de^i,  y 2 .Vv-  '--^^  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

Ox  I       âjc^  Oxy 

poury,  =^.2  =  . .  .=zj\  =  (I,  restent  arbitraires.  En  désignant  par  A|, 
Aj,  ...,  Av  les  valeurs  initiales  de  ces  dérivées,  les  développements 
précédents  procèdent,  en  réalité,  suivant  les  puissances  croissantes  de 

Ai7i,    Aj72,     ...,    Av>'v. 

Us  sont  convergents,  tant  que  ces  quantités  ont  des  modules  suffi- 
samment petits.  Si  nous  revenons  aux  équations  (ai),  nous  aurons 
des  développements  des  x  procédant  suivant  les  puissances  de 
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Ces  développements  seront  convergents,  tant  que  ces  quantités 
auront  des  modules  assez  petits.  Si  Ton  veut  faire  croître  t  indéfini- 
ment, il  faudra  égaler  à  zéro  les  A  qui  correspondent  à  des  A  dont  la 
partie  réelle  est  positive.  En  prenant  les  autres  constantes  A  assez 
petites,  on  est  assuré  d'avoir  des  développements  valables  de  ^  =  o 
à  /  =  oc.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  si  l'on  prend  seulement  des  A  ayani 
leurs  parties  réelles  négatives,  les  points  correspondant  à  ces  X  soni 
du  même  côté  d'une  même  droite  passant  à  l'origine,  et,  par  suite,  la 
condition  i**  de  la  page  i8  est  remplie. 

Les  solutions  précédentes  tendent  vers  zéro  quand  t  augmente 
indéfiniment  :  elles  sont  asymptotiques  à  la  solution 

23.  Nous  allons  généraliser  le  théorème  qui  précède.  Au  lieu  di 
système  (21),  prenons  le  système 

dxi 

-^  =  \iixi,Xi,  .,,,xn,t)         («  =  i,a ,/l), 

les  X  dépendant  de  t.  On  suppose  toujours  que  les  X  s'annulen 
pour  j?,  =  .r2  =  ...^:r„=  o,  quelque  soit /,  et,  de  plus,  les  coeffi 
cients  des  diverses  puissances  des  x  dans  les  développements  son 
drs  fonctions  analytiques  périodiques  de  t  et  de  période  211.  Ei 
réduisant  les  X  à  leurs  parties  linéaires,  on  aura  un  système  d'équa 
tions  linéaires 

dxi 

—  =  afiXi-h..,-ha,n^n         ('  =  1,2,  ...,  n), 

les  a  étant  des  fonctions  périodiques  de  t.  L'intégrale  générale  de  C( 
système  est  de  la  forme 

xi  ==  ^le'>'it/^^  ^. .  ._^.  A„  e>^n//,„, 

•    » 

Xn  =  A ,  e>^^f/„ ,  -^ . . .  -4-  A  „  e^ntfn,, . 

les  /  étant  des  fonctions  périodiques  (*).  Remarquons  que  le  déter 


(')  Nous  nous  appuyons  sur  ce  résultat,  aujourd'hui  bien  classique  dans  la  Ihéori 
(les  équations  linéaires,  comme  nous  Pavons  d'ailleurs  déjà  fail  dans  ce  Chapitre 
Nous  reviendrons  plus  lard  sur  la  théorie  des  équations  difTérentielles  linéaires 
coefficients  périodiques. 
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minant  des  coefficients  de  A|,  ...,  A,,  clans  ces  expressions  est  une 
fonction  de  /  essentiellement  diirérenle  de  zéro.  En  faisant  mainte- 
nantie  changement  de  variable 


i  =  ii/nl  H-  tj/ni  -+-...  -H  In/nnj 


nous  avons,  pour  les  Ç,  des  équations  de  même  forme,  mais  où  les 
termes  du  premier  degré  se  réduisent  respectivement  à 

puisque  Çj,  étant  de  la  forme  A,  e'»',  est  Tinlégrale  générale  de  l'équa- 
tion 

dit 


cU  "^*^" 


et  de  même  pour  les  autres. 


24.  Nous  pouvons  donc  partir  des  équations 

dxic      ^  , , 

-jj-  =  AAjr/,-t-...  (A-  =  I,  1,  ...,  n), 

les  À  étant  des  constantes,  et  les  coefficients  des  termes  de  degré  supé- 
rieur au  premier  dans  les  seconds  membres  étant  des  fonctions  pério- 
diques de  t.  Posons  toujours  Q  =  e',  nous  aurons  le  système 

Les  coefficients,  sauf  les  A,  sont  des  fonctions  périodiques  de  / 
ayant  2ir  pour  période;  ils  peuvent  donc  être  développés  en  séries 
trigonométriques 

n=»  n=.m 

n  =  0  /i  =  1 

Si  Ton  pose  e''=  a  et  e~^*=  i^,  les  deux  séries 

(  23  )  V  A  ,|  M"      et       V  B„  vn 

seront  convergentes  dans  le  plan  des  variables  //  et  i^  à  l'intérieur  de 
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cercles  de  rayons  supérieurs  à  Tunité;  ceci  est  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  que  nous  supposons  analytiques  les  fonctions  pério- 
diques de  t  et,  par  suite,  holomorphes  dans  le  plan  de  la  variable  t  à 
rinlérieur  d'une  bande  parallèle  à  l'axe  réel  et  comprenant  cet  axe  à 
son  intérieur.  Désignons  par  K  le  rayon  supérieur  à  Funité  d'un  cercle 
à  rintérieur  duquel  convergent  les  séries  (23). 

Cherchons  si  nous  pouvons  trouver  des  solutions  ;r  du  système  (2^) 
mises  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de 

Nous  aurons  alors  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
en  dissolvant  pour  un  moment,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans 
des  occasions  semblables,  toute  relation  entre  Vu  •  •  •?  J)'vj  w  et  r, 

^         ôXi        ^         dXf  ^         Oxf         .    dXi         .   àXf        . 

les  ©  commençant  par  des  termes  du  second  degré  en  X\^  x^^  . . .,  ar,,. 

On  peut,  à  l'aide  de  ces  équations,  calculer  des  développements 
des  X  suivant  les  puissances  de  Yi^yaj  •••>  }\^  w,  i',  en  supposant 
qu'ils  s'annulent  pour  y,  =y.»=:..  ,=y^=zo^  et  que  les  coefficients 
des  termes  du  premier  degré  en  J>'i,j^'2,  ''-,}%  sont  des  constantes 
indépendantes  de  //  et  c. 

Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

àxx       (>j-j  dxy 

- — }      -. —  y       •••»      -T —  > 

pour/,  =  >'2  =  -  •  .  =  .)  v  =  o,  restent  arbitraires.  Le  coefficient  d'une 
dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x,  soit  d'une  manière  gé- 
nérale 

dans   le  calcul  des  dérivées   successives   pour  les  valeurs  zéro   des 
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\-ariables,  est  égal  à 

D'ailleurs,  d'après  la  forme  admise  pour  le  développemenl,  on  n'a 
à  coQsidérer    dans    ces    calculs    que   des   dérivées    pour  lesquelles 

Nous  allons  faire  mainleiianl  des  hypothèses  parallèles  à  celles  que 
nous  avons  faites  (Chap.  1  de  ce  \'olume).  Nous  aurons  seulement  ici 
à  considérer  les  v  H-  2  points 

A|,     Àj,     ...,     Xv,     I,     —i. 

On  suppose  d'abord  que  les  expressions 

hpi  -H  Xi/7,  -i- ...  -t-  Xv/>v  -+-  V  '  —  ht 

ne  peuvent  s*  annuler,  les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la  somme 
est  égale  ou  supérieure  à  deux,  <?/  y  étant  un  entier  positif  ou  né- 

Nous  avons  encore  besoin,  pour  la  suite  de  la  démonstration,  que 
Texpression 

<a5j  |X,/?,  -KX,y»,-i-...-h  y^^fy^yi—lh  I 

reste  supérieure  à  un  nombre  fixe.  Or  considérons  le  quotient 

X I  />  I  H-  ,  .  .  -4-  Xv  /?v  "i"  Y  ' 

/>,-t-...-^/>v-f-|Y| 

II  représente  l'affixe  du  centre  de  gravité  des  masses />i,/>2)  ...,/^v 
■cl  ly  I  placées  aux  points  X,,  . . .,  ),v  et  au  point  -j-  /  ou  au  point  —  1, 
suivant  que  y  est  positif  ou  négatif.  Si  donc  on  peut  entourer  les 
points  Xi,  Ao,  . . .,  Xy  et  -f-  i  d'une  part  cl,  d'autre  part,  les  points  A| ? 
A2,  ...,  Xv  et  —  i  par  des  polygones  convexes  ne  comprenant  pas 
Vorigine,  le  quotient  précédent  restera  supérieur  à  un  nombre  fixe. 
Or  on  a 

Xi Pi  -H . . . H-  Xy />'v -»-  Y t'  —  X/,  _^  X|/>t-t-...-i-  Xv/?v  -f-  71 Xjj 

/>i-+-...-H/>v-h|Yl  ~     /?i-^-...-+-/'v-^lYl  />i-*-.-.-+-/>v-+-|Yr 

cl,  comme  le  second  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro,  il  est 
clair  que  les  expressions  (^.5),  qui  par  hypothèse  ne  peuvent 
.s'annuler^    resteront    supérieures    à    un    nombre   fixe,    puisqu'elles 
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sont    supérieures    au    produit    d'un    nombre    fixe    par    la    somme 

/?, -Î-. .  .-h/^v-h  i  Y  |.    Nous   désignerons  par  s  un  nombre  inférieur 
au\  expressions  ('^5). 

2o.  Il  faut  maintenant  démontrer  la  convergence  des  séries  que 
nous  avons  déduites  des  équations  (24).  La  méthode  suivie  dans  le 
cas  oii  II  et  r  ne  figurent  pas  dans  les  équations,  c'est-à-dire  la 
démonstration  du  §  12  (Chap.  1),  ne  serait  pas  applicable  ici  sans 
<|uelques  longueurs.  Celle  dont  nous  allons  faire  usage,  beaucoup 
plus  rapide,  pourrait  d'ailleurs  être  employée  aussi  avec  avantage 
dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  citer. 

Les  fonctions  cp  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (a/J)  ^^^^  des  fonctions  holomorplies  de  Xj,  x^^  ...,  x^  autour 
des  origines  dans  les  plans  respectifs  de  ces  variables,  et  de  u  et  v 
dans  des  cercles  de  rayon  R(R>>  1).  Nous  pouvons  prendre  comme 
fonction  de  comparaison  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue 


( 


î! M  -  M  ^'-^  ••^^A  — ! L_. 

' â ■  7'-r'-r 


Cleci  posé,  en  supposant  que  dans  les  équations  (24)  nous  prenions 
V unité  comme  valeurs  initiales  de 

— ,      - —  >      .  .  . ,      - —  , 

nous  remplacerons  le  syslcme  {'i-\)  par  le  système  d'équations  finies 
eX,      =  eri-r-'^iX,,  X,,  ...,  X„,  a,i'), 


eXv     =  e  iv— '^(.X,,  Xj X«,  M,r), 

«^«     =-  <^tX,,X, \„,u,v) 

qui  délinissenl  les  \  s'annulant  pour  1,  =  1*2  =  ..  .  =  j'v=  o,  comme 

fondions  liolomorphos  de  r^ \\  et  de  a  et  i*.  On  voit  immédia- 

UmuimU  que  les  coefticients  dans  les  développements  des  X  donnés  par 
ces  équations  siuil  des  quantités  posili\es  supérieures  aux  modules 
des  termes  correspondants  dans  les  développements  des  x  donnés  par 
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les  équations  (24).  Ceci  résulte  de  Tinégalité 

E<  |Xi/>iH-Xj/?,-4-...-4-Xv/?v-HY*  — X/i|- 

Une  seule  chose  reste  à  considérer.  Quel  est  le  champ  de  conver- 
gence des  X  définis  par  les  équations  (26)  dans  le  plan  des  variables  u 
etp?ll  est  essentiel  que  ce  champ  corresponde  à  un  cercle  d^un  rayon 
supérieur  à  l'unité  pour  pouvoir  faire  t  réel  quand  nous  reviendrons 
à  la  variable  /.  Pour  répondre  à  cette  question,  il  suffira  de  considérer 
l'unique  équation 

„  MX»        I  I 

^  =  ->'-^Trrx û v' 

•-R  »-R 

en  prenant  pour  les  yi,  . . .,  j"v  leur  plus  grand  module  y  et  faisant 
tous  les  X  égaux  entre  eux;  M'  et  H  désignant  deux  constantes  posi- 
tives. La  discussion  de  cette  équation  du  second  degré  est  immédiate  ; 
elle  peut  s'écrire 

x.[„..(,_5)(,_-)]_x(,-|)(;-i),^.„,. 

-h(-k)(-r)- 

la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à 

<"-.'('-S)(-r)[(-^)(-^)-;1^]- 

Si  donc  on  prend  y  suffisamment  petit,  on  pourra  prendre  pour 
champ  des  variables  u  et  v  deux  cercles  peu  différents  du  cercle  de 
ravon  R  et  par  conséquent  de  rayon  supérieur  à  l'unité. 

96.  Revenons  maintenant  à  la  variable  réelle  t.  Nous  avons  tiré 
des  équations  (24)  des  développements  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances de 

A,e>.,   A,ex.,    ...,   AvO^v, 

les  coefficients  étant  eux-mêmes  des  fonctions  holomorphes  de  u  et(^, 
et  les  A  représentant  des  constantes  arbitraires.  Or  on  a 

nous  avons,  par  suite,  des  intégrâtes  se  présentant  sous  la  forme 
P. —  III.  i3 
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de  séries  ordonnées  sauvant  les  puissances  croissantes  de 

les  coejficienls  étant  des  fonctions  périodiques  de  t. 

Quant  à  la  convergence,  elle  est  assurée  tant  que  les  modules  de  ^ 
quantités  (27)  sont  suffisamment  petits.  On  peut  faire  à  ce  sujet  ie^ 
mêmes  remarques  qu'au  §  22  et,  en  se  bornant  aux  X  dont  la  partie 
réelle  est  négative,  on  obtient  des  solutions  asymptotiques  à  zér<r^ 
quand  /  tend  vers  -t-  oc. 

Si,  au  lieu  de  supposer,  comme  au  §  23,  que,  dans  les  équations 

—^  =  \i{xi,Xi,  ...,x«, /)        (1  =1,2,  ...,  /i), 

les  X  s^annulent  pour  J7,  =. .  .=  x„=  o,  on  supposait  que  ces  équa- 
tions admettent  une  solution  périodique  Xi=  Oi(t),  on  serait  ramené 
au  cas  étudié  en  remplaçante,  par  j:|-h'fi(^)^  et  Von  obtiendrait 
alors  des  solutions  asymptotiques  à  la  solution  périodique  consi- 
dérée (*). 

27.  On  peut  étendre  la  démonstration  que  nous  venons  de  donner 
à  un  cas  plus  étendu  et  qui  se  rencontre  assez  fréquemment,  ce  qui  va 
nous  permettre  de  généraliser  le  théoi^ème  de  M.  Poincaré  relatif  aux 
solutions  asymptotiques.  Reprenons  les  équations  du  §  2i 

-^  =Aaxa  — ...         ^A  =  1,2,  ...,/!>, 

les  X  étant  toujours  des  constantes,  mais  les  coefficients  des  puis- 
sances supérieures  des  .r  étant  développés  suivant  les  cosinus  et  sinus 
des  multiples  de  t  arguments 

U|/,     uj/ 1^1 1^ 

de  telle  sorte  que  Ton  sera  dans  le  cas  étudié  plus  haut  si  y  =  i . 


(»)  La  démonstration  de  l>\i5lencc  de  ces  solutions  est  due  à  .M.  Poincaré  {Les 
noui^ttes  mrthodes  de  ta  Mécanique  ceteste,  t.  L  p.  355).  On  comparera  sa  démon- 
stration avec  celle  que  nous  donnons  diiiis  le  texte,  qui  eo  est  assez  différente. 
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Posant  toujours  8  =  e',  nous  aurons  le  système 

Admettons  que  ces  coefficienls,  dans  les  termes  de  degré  supé- 
rieur au  premier,  puissent  se  développer  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  croissantes  de 

ces  séries  étant  convergentes  à  l'intérieur  de  cercles,  d'un  rayon 
supérieur  à  un. 

Nous  chercherons  alors,  imitant  ce  qui  a  été  fait  plus  haut,  à  satis- 
faire aux  équations  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de 

Oo  formera,  comme  au  J:^  24,  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles;  il  est  inutile  de  Técrire.  Les  quantités  qui  seront  les  coef- 
ficients des  dérivées  dans  les  calculs  successifs  seront  Ici  les  expres- 
sions 

(î8)  >., ^,  ^. .  .^  Xv/>v  -+-  Ti  K,  i -H  Yî  [^1  «  -^. . .-+-  Ynf^^*  —  ^h, 

Itsp  étant  des  entiers  positifs  et  les  y  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
On  suppose  que  les  développements  des  x  ne  renferment  pas  de 
termes  indépendants  des^  et  que  les  valeurs  des  dérivées 

dxi        âxi  f)Xy 

pourri  =j^2=«  ••=J^v=  o  se  réduisent  à  des  constantes,  d'ailleurï^ 
arbitraires,  indépendantes  des  u  et  des  i^.  Nous  n'aurons  donc  ici, 
comme  précédemment,  à  considérer  dans  le  calcul  que  des  dérivées 
pour  lesquelles  la  somme  p^-\-, , ,-{- p^  est  supérieure  ou  égale  à 
deux. 

Pour  la  démonstration  de  la  convergence,  nous  n'aurons  rien  à 
changer  à  la  marche  des  raisonnements.  Notre  attention  doit  se  porter 
seulement  sur  les  expressions  (28);  la  démonstration  ne  peut  réussir 
que  si  les  modules  des  expressions  ('^8)  pour  />,  4- . . . -f- />v 2  2  restent 
toujours  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 
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Or  les  |JL  sont  des  nombres  réels,  et  posons 

A  ^=  A  j  — H  ^A|^  ***}  ^v  ^  ^v  ~t~  ^  ^v  j 

la  partie  réelle,  dans  les  expressions  (28),  se  réduit  alors  à 

Si  donc  cette  expression  ne  peut  s'annuler,  les  p  étant  les  entier^ 
positifs  remplissant  la  condition  indiquée,  et  si  les  V  sont  ions  d^^ 
même  signes  nous  sommes  assuré  que  les  modules  des  exprès — 
sions  (28)  restent  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 

Nous  avons  alors,  dans  ce  cas,  des  intégrales  se  présentant  sou,^ 
forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

(29)  A,eV,     A,eV,     ...,     Ave>v^ 

les  coefficients  étant  des  Jonctions  de  t  développables  suivant  le^ 
cosinus  et  sinus  des  multiples  des  arguments  [x,  /,  . . . ,  }x<,/. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  théorème  de  M.  Poincaré  relatif  aux. 
solutions  asjmptotiques. 

La  convergence  de  ces  séries  exige  naturellement  que  les  module» 
des  quantités  (29)  soient  suffisamment  petits.  Si  les  V  sont  négatifs^ 
on  aura,  en  prenant  les  constantes  arbitraires  A  assez  petites,  des 
développements  valables  de  ^  =  o,  /  =  +  oc. 

28.  En  particulier,  si  v  =  n  et  que  tous  les  X'  soient  négatifs, 
nous  aurons  une  intégrale  dépendant  de  n  constantes  arbitraires.  Or, 
pour  /  =  o,  on  a 

xl  =  Aa-4-...         (A-  =  1,2,  ...,n), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  en  A|, 
A2,  .|.,  V,,.  Si  donc  on  prend  les  valeurs  initiales  xj  suffisamment 
petites,  il  en  sera  de  même  des  A  et,  par  suite,  les  séries  converge- 
ront. Nous  avons  donc,  avec  nos  développements,  toutes  les  inté- 
grales répondant  à  des  valeurs  initiales  suffisamment  petites. 

Ces  intégrales  tendront  vers  zéro  quand  t  augmentera  indéfini- 
ment, puisque  alors  les  exponentielles 

e^i',     c''î',      . . .,     e^ft 
tendent  vers  zéro.  Ce  résultat,  qui  se  déduit  de  la  forme  analytique 
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des  intégrales,  peut  être  facilement  établi,  a  prioriy  et  non  pas  seule- 
ment pour  les  équations  précédentes  où  les  termes  sont  de  forme 
trigonométrique,  mais  dans  une  infinité  d'autres  cas;  c'est  ce  que 
nous  allons  montrer  en  terminant. 

29.  Pour  donner  au  théorème  toute  sa  généralité,  reprenons  un 
système  d'équations  du  premier  ordre 

(îo)  -^  =  X/(x,.ar,,  ...,x„,  O         (e  =  1,2,  ...,  Al), 

OÙ  les  X  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x% , 
Xj,  ...,  Xn'j  ces  séries  ne  renferment  pas  de  termes  indépendants 
des  x,  et  chacun  de  leurs  coefficients  est  une  fonction  de  t  dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  une  limite  fixe  quand  t  varie  entre  o 
el  -f-  00.  Elles  sont  d'ailleurs  convergentes  quand  les  modules  des  x 
restent,  quel  que  soit  t  dans  l'intervalle  précédent,  inférieurs  à  un 
certain  nombre. 

Si  nous  prenons  seulement  dans  les  X  les  termes  de  premier  degré, 
nous  aurons  un  système  d'équations  linéaires 

{l)  -^  =a/ia7| -+-... -h  a/«a7n        (<  =  1,2,  ....  n). 

Nous    nous   plaçons   maintenant  dans   l'hypothèse  où  l'intégrale 
générale  du  système  (S)  serait  de  la  forme 

les  a  étant  des  constantes  dont  les  parties  réelles  sont  positives,  et 
les  /  des  fonctions  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  fixe. 
Supposons,  de  plus,  que  l'on  ait 

(  F(/)  I  restant,  quel  que  soit  /,  moindre  qu'une  quantité  déterminée. 
On  voit  alors  immédiatement  que,  si  l'on  fait  le  changement  de 
fonctions 

a?/=     ?1    //l    (0    -»-•     •    .-+-     $«    finit  )y 

les    équations  différentielles  en  i  auront  respectivement  dans  leur 
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second  ineinbre  comme  terme  du  premier  degré 

les  coefficients  des  puissances  supérieures  ayant  des  modules  inoindr< 
qu'un  nombre  fixe. 

Imaginons  donc  que  nous  partions  des  équations 

dr,- 

—  =— a/./7-h...         (t  =  i,'2.  ...,  n), 

les  a  étant  des  constantes  positives,  et  les  coefficients  des  puissance 
de  degré  supérieur  étant  des  fonctions  de  /,  qui  restent  en  valei 
absolue  inférieures  à  un  nombre  fixe. 

Soient  /o  une  valeur  positive  arbitraire  de  /,  et 

•*^1>     •'^îï      •  •  •  '     «^/l 

les  valeurs  des  x  pour  /=  Iq.  On  aura 

les  cpi  étant  des  fonctions  analytiques  de  jî",  jîJ,  . . . ,  j:^,  et  s'annula 
pour  it"  =  . .  .=  x"  =  o.  Les  termes  du  premier  degré  dans  o/  s'o 
tiennent  en  réduisant  les  équations  à  la  partie  linéaire,  et,  par  suit 

Xi  =  X J  e-«.u-'o'  -h . . .        (  t  =  I ,  -2,  . . . ,  n  ), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier.  Si  A  d 
signe  une  quantité  positive  qui  va  rester  fixe,  on  aura,  en  désigne 
par  xf  la  valeur  de  Xi  pour  t  =^  Iq-^  h^ 


Ces  séries  seront  convergentes  pour  |j:"|  assez  petits;  quel  q 
soit  to'>  ces  séries  en  x^  convergeront  dans  un  même  champ,  et  l 
peut  obtenir  des  développements  de  même  forme  dont  les  coefficie 
indépendants  de  fo  soient  des  nombres  positifs  supérieurs  aux  ii 
dules  des  coefficients  correspondants  dans  les  développements  pi 
cédents. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  Ton  parle  de  ^  =  o,  on  aura 
substitution  permettant  de  passer  de  la  valeur  des  x  pour  (  —  o  à 
valeur  de  x  pour  i  =  h.  De  l  =^  h  on  passera  à  /  =  2  A,  et  ainsi  ( 
suite.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  il  suffit  de  démontrer  qu'ui 
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subslilution  de  la  forme 

x\^  (JL/Xi -+-...         (e  =  i,'2 »n), 

où  les  |X|  sont  des   nombres   positifs   inférieurs   à   un^   répétée  un 

nombre  infini  de  fois,  donne  pour  limites  zérOy  si  les  valeurs  initiales 

des  j:  sont  assez  petites.  La  démonstration  est  immédiate.  Soit  X  le 

module  maximum  des  a/;  on  peut  se  borner  au   cas   de   la   seule 

équation 

X'=  XiT-»-.  . .  (o<X<i). 

Pour  x  suffisamment  petit,  on  a  évidemment 

x'  <  h  r, 

A  étant  compris  entre  X  et  un.  Donc,  au  bout  de  x  transformations 
successives,  la  valeur  de  x  sera  inférieure  à 

^l  tendra,  par  suite,  vers  zéro  quand  n  augmentera  indéfiniment. 

Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  toute  solution  du  système  (3o) 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  assez  petites  tendra  vers 
^ro  quand  t  augmentera  indéfiniment.  Nous  établissons  ainsi, 
dans  des  cas  très  étendus,  Texistence  de  solutions  asymptotiques  à 
0^1=. .  .=  j:„=  o  pour  un  système  d'équations  de  la  forme  indiquée. 


VI.  —  De  la  stabilité  et  de  l'instabilité  des  intégrales  de  certaines 
équations  différentielles  ;  théorème  de  M.  Liapounoff  sur  l'instabilité 
de  l'équilibre. 

30.  Faisons  une  application  des  résultats  généraux  qui  précèdent. 
Reprenons  le  système*  d'équations 

où  les  X  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  j?,=:X2=...=.r;,=  o 
^i  s'annulent  pour  ces  valeurs  des  variables,  comme  nous  l'avons  fait 
*u  §  2â.  Nous  conserverons  les  mêmes  dénominations  relativement 
^^ijXj,  .. .,  X,i. 
Nous  avons  évidemment  la  solution  jî,  =  0:2  =  ..  .=  ^w=  o.  Nous 
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dirons  avec  M.  LiapounofT  (*)  que  c^est  une  solution  stable  si,  pour 
tout  nombre  positif  /,  quelque  petit  qu'il  soit,  on  peut  assigner  un 
autre  nombre  positifs,  tel  que  Ton  ait 

\X,\<1,  |X,|</,  ...,  \Xn\<l 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  /,  dès  que  Ton  prend  pour  les 
valeurs  initiales  (correspondant  à  /  =  o)  «i,  a^,  ...,  ^n  àe  X|, 
^2 7  . . . ,  ^/i  des  valeurs  réelles  quelconques  satisfaisant  aux  inégalités 

|a,  |<e,         |a,  |<e,         ...,         |  a„  |<  e. 

Si,  au  contraire,  on  peut  assigner  un  nombre  fixe  /  différent  de 
zéro  tel  que,  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  on  puisse  toujours 
trouver  des  valeurs  réelles  de  «i,  «2,  ...,  a»  inférieures  à  €  en 
valeurs  absolues,  et  conduisant,  pour  une  valeur  positive  de  /,  à  une 
au  moins  des  égalités  de  la  forme 

la  solution  considérée  sera  dite  instable. 

31.  Cette  définition  donnée,  nous  pouvons  démontrer  un  théorème 
intéressant  de  M.  Liapounoff  : 

Si  parmi  les  nombres 

il  y  en  a  dont   les  parties  réelles  soient  positives,  la  solution 
Xi  =  X2  =  ' .  >=  ^n=^  o  sera  instable. 

Supposons  d'abord  que  parmi  les  nombres  X|,  ).29  •••?  ^  se 
trouvent  des  nombres  réels  positifs;  désignons  par  X  le  plus  grand 
d'entre  eux.  En  se  reportant  aux  §  11  et  12  du  Chapitre  I,  on  voit  de 
suite  que  l'on  aura  une  solution  où  â7|,  x^j  ••*,  •^/i  seront  holomorphes 
en  cte^^j  a  étant  une  constante  arbitraire,  soient 

les  coefficients  des  /  étant  indépendants  de   a.  Ces  séries  toutes 


('  )  A.  LiAPoi'NOFK,  Sur  l'instabilité  de  réquilibre  dans  certains  cas  où  la  ^ 
tion  des  forces  n'est  pas  un  maximum  (Journal  de  Jordan,  5«  série,  t.  III,  1897  V 
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réelles  sont  convergentes  tant  que 

A  étant  un  nombre  déterminé  pris  assez  petit.  Pour  cette  solution,  la 
valeur  initiale  de  Xt  est 

Si  Ton  prend  a  assez  petit,  ces  valeurs  initiales  seront  moindres  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  s.  Prenons  maintenant  a  positif.  Au 
bout  du  temps  correspondant  à 

«<?>'=  A, 
c'est-à-dire  du  temps  positif 

(2 pouvant  être  pris  plus  petit  que  A),  les  x  auront  les  valeurs 

Tous  ces/i{/i)  ne  sont  pas  nuls  quel  que  soit  A  (•).  L'un  d'eux  a 
une  valeur  absolue  non  nulle  /.  Les  nombres  /  et  s  peuvent  être  pris 
pour  ceux  de  la  définition  du  paragraphe  précédent.  L'équilibre  est 
donc  instable. 

Le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  où  il  y  a  parmi  les  ).  une 
quantité  réelle  positive,  est  seul  intéressant  pour  l'application  à  la 
Mécanique  que  nous  nous  proposons  de  faire. 

Cependant  le  théorème  énonce  est  exact  dans  tous  les  cas.  Il  suf- 
fira d'indiquer  succinctement  la  démonstration  que  M.  Liapounoff 
laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire.  Partons  donc  des  équations  réelles 


dZn 


(')  Puisque,  dans  le  cas  contraire,  les  fonctions  /,  seraient  toutes  identiquement 
aalles. 
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et  supposons  qu'en  faisant  la  réduction  canonique  à  la  forme 


(iXn  . 

il  y  ait  des  X  imaginaires.  Soient,  par  exemple,  X|  et  X2  imaginaires», 
conjuguées  à  parties  réelles  positives;  dans  ce  cas,  x^  et  X2  seroa'C. 
imaginaires  conjuguées.  Il  faut  prendre  alors  Xt  et  X2  ordonnées 
suivant  les  puissances  de 

AicV    et     A,eV, 

A,  et  Aj  étant  imaginaires  conjuguées.  Ai^V  et  A2eV  jouent  le  rôle 
de  yt  et  y 2  au  §  25.  Regardons  alors  X|  et  X2  comme  fonctions  des 
variables  complexes  y^  et  jKa-  Soit  p  une  quantité  assez  petite,  mais 
qui  va  rester  fixe.  Quand  yt  et  y 2  restent  sur  la  circonférence  de 
rayon  p,  x^  et  X2  ont  un  certain  module  minimum  M. 
Or  prenons 

Ai=  Ai=  A        (quantité  réelle  positive) 
et  soient 

X,  =  a-h*P,         X,=  a  — <p         (a>o). 

Au  bout  d'un  temps  t  correspondant  à 

Aea'=  p, 

r<  et  y2  seront  sur  la  circonférence  de  rayon  p,  et,  par  suite,  les 
modules  de  Xt  et  ^^2)  et  conséquemment  celui  d'au  moins  un  des  ^, 
dépasseront  une  certaine  limite  (facile  à  exprimer  avec  M).  D'autre 
part,  si  l'on  prend  A  très  petit,  on  aura,  pour  ^  =  0,  des  valeurs 
initiales  aussi  voisines  que  Von  voudra  de  V origine.  11  y  a  donc 
instabilité, 

32.  Du  théorème  de  M.  LiapounoDT,  nous  allons  conclure  avec  lui 
une  proposition  remarquable  relative  à  l'équilibre  d'un  système. 

On  sait  que,  quand  il  y  a  une  fonction  des  forces,  on  peut  choisir 
les  paramèUes  ^,,  q^^  .  • . ,  «/w,  fixant  la  position  du  système  et  s'annu- 
lant  pour  l'équilibre,  de  telle  sorte  que  les  termes  du  second  degré 
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dans  la  fonclion  des  forces  deviennent 

et  que  les  équations  du  mouvement  soient  de  la  forme 


d^qx  ^ 


il)  '  -ÏÏF-  -^*^* 


(H^ 


X,7 


— ^ —  =  f^n^n- 


les  termes  non  écrits  étant  du  second  degré  par  rapport  aux  q  et 

M.  LiapounofT  a  montré  que,  si  parmi  les  À  il  y  en  a  au  moins  un 
qui  soit  positif,  l'équilibre  est  instable.  On  peut  encore  dire  qu'iY 
y  a  instabilité  si  la  non-existence  du  maximum  de  la  /onction 
des  forces  est  fournie  par  les  termes  du  second  degré. 

Celte  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théorème  précédent. 
Si  Ton  pose,  en  eifet, 

-JL  =^;         (e  =  i,7.,  ...,/i), 

on  a  un  système  de  2n  équations  du  premier  ordre  en  Çi  et  q'^ ,  et  les 
2/1  constantes  jouant  le  rôle  des  quantités  X  au  §  31  sont 

±  y/h- 

S'il  y  a  des  X  positifs,  désignons  par  A  le  plus  grand  d'entre  eux.  On 
raisonne  alors  sur  les  fonctions 

comme  nous  Tavons  fait  au  §  31  (sauf  que  A  est  remplacé  par  yÔ^),  et 
Ton  arrive  à  la  conclusion  énoncée. 

33.  On  sait  que,  dans  le  cas  d'une  fonction  des  forces,  il  y  a  stabi- 
lité pour  une  position  correspondant  à  un  maximum  de  la  fonction 
des  forces;  on  démontre,  par  un  raisonnement  classique  dû  à  Diri- 
chlet,  ce  théorème  de  Lagrange.  Mais  il  n'y  a  malheureusement  rien 
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à  tirer  des  méthodes  de  ce  Chapitre  pour  avoir  un  développement, 
des  intégrales.  En  posant 

kf=  s/—  Xi  (X/<0),  (t  =  1,2,  .•.,/»), 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  plus,  on  pourrait  bien  obtenir  des 
développements  suivant  les  puissances  de 

mais   ces   développements    ne   correspondent  pas    à    des    solutions 
réelles. 

Au  reste,  ce  serait  une  erreur  de  croire  que,  s'il  n'y  a  pas  de 
fonction  des  forces,  le  fait  que  tous  les  X  sont  négatifs  dans  le  sys- 
tème S  entraine  la  stabilité.  On  pourrait  le  croire  d'après  le  raison- 
nement insuffisant  de  Lagrange,  mais  il  n'en  est  rien.  Il  suffit,  pour 
s'en  convaincre,  de  considérer  le  système 

^=-^^  +  P(^), 

P(x)  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x  commençant  par  un  terme 
en  j:^.  La  position  a:=  0,^=0  est  une  position  d'équilibre  instable. 
En  fait,  on  peut  dire  que,  en  général,  rinstabilité  est  la  règle  et 
la  stabilité  est  l'exception,  11  semble  que  ce  soient  des  conditions 
d'inégalité  qui  suffisent  à  entraîner  l'instabilité,  tandis  qu'il  faut 
des  conditions  d'égalité  pour  entraîner  la  stabilité. 

3i.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  §  29,  on  | passe,  pour  un 
système  d'équations  dilVérenlielles,  des  valeurs  de  x  pour  t=tQ  aux 
valeurs  pour  t  =  t^-^  h  au  moyen  d'une  certaine  substitution.  On  est 
ainsi  conduit  à  parler  de  la  stabi/ité  et  de  Vinstabilité  d'une  substi- 
tution. Ecrivons  la  substitution 

j*i  =  o  i  X,  y iK 

Kl  =  'it  X,  y />, 

'1  ==^  Xv-**-.»" '^> 

les  seconds  membres  étant  holomorphos  et  s'unnulant  pour 
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Soit  donné  /aussi  petit  que  Ton  voudra.  Si  Ton  peut  déterminer  e 
tel  que  les  x^  y^  . . . ,  /  restent  plus  petits  que  l  en  valeur  absolue, 
quand  on  répèle  un  nombre  quelconque  de  fois  la  substitution,  les 
valeurs  initiales  x®,  r®,  . . . ,  t^  étant  inférieures  à  e,  il  y  aura  sta- 
bilité. Si  au  contraire,  /  étant  donné,  on  peut,  si  petit  que  soit  s, 
trouver  des  a:®,  ...,  t^  initiales  inférieures  à  e  telles   que  Tun   au 
moins  des  |x|,  \y\,  ...,  |/|  devienne  égal  à  /,  la  substitution  sera 
instable. 

Si  la  substitution  est  réduite  à  sa  forme  canonique 

yx  =  ^y  -+-..., 


et  que  les  |  [jl  |,  |  v  |,  . . . ,  |  tc  |  soient  plus  petits  que  un,  la  substitution 
est  stable^  comme  nous  Tavons  vu  au  §  29. 

Un  cas  encore  assez  simple  est  celui  où  un  au  moins  des  |a|, 
I V  |,  . . . ,  1 7t  I  est  supérieur  à  un;  on  peut  démontrer  que,  dans  ce  cas, 
la  substitution  est  instable.  Le  cas  spécialement  intéressant,  mais 
extrêmement  difficile,  est  celui  où 

||X|=|V|=... =  1^1  =  1. 

M.  Levi  Civita  (*),  dans  un  intéressant  Mémoire,  a  examiné  des 
cas  assez  étendus.  Nous  renverrons  à  son  Mémoire,  énonçant  seule- 
ment ce  résultat  que,  pour  la  substitution 

a?,  =  a:  -h . .  . , 


/i  =  ^  -+-. 


où  les  termes  non  écrits  sont  de  degrés  supérieurs  au  premier,  il  y  a, 
en  général,  instabilité  (^). 

(^)  Levi  Civita,  Sopra  alcuni  criteri  di  instabilità  {Annati  di  Afatemalica, 
3«  série,  l.  V). 

(^)  On  pourra  consulter  encore,  relativemcnl  à  l'instabilité  de  l'équilibre,  les  Mé- 
moires de  M.  Iladamard  {Journat  de  Math.,  5*  série,  t.  III,  1897)  et  de  M.  Paiiiievé 
{Comptes  rendus,  t.  CXXV,  1897). 
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CHAPITRE  IX. 

POINTS  SINGULIERS  DES  INTÉGRALES  RÉELLES 
DES  ÉQUATIONS  DV  PREMIER  ORDRE. 


I.  —  Des  points  singuliers  généraux  des  équations 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

1.  Commençons  par  étudier  les  points  singuliers  des  co 
définies  par  une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  et  du 
mier  degré,  c'est-à-dire  par  une  équation  de  la  forme 

cfx  __  dy 

où  X  et  Y  sont  des  poljnomes  en  x  et  r;  ces  polynômes  ont 
coefficients   réels   et  nous   ne   nous  occupons  maintenant  qu< 
parties  réelles  des  courbes  définies  par  l'équation  précédente. 

Par  tout  point  (Xy  y)  du  plan  à  distance  finie  passe  une  C( 
intégrale  et  une  seule,  si  Ton  n'a  pas  à  la  fois  en  ce  point 

Les  points  (.r,  j>'),  satisfaisant  à  ces  deux  équations,  Sor 
points  singuliers  de  l'équation  diflerentielle,  et  nous  allons  d'î 
chercher  ce  que  deviennent  les  courbes  intégrales  dans  le  vois 
d'un  point  singulier. 

2.  En  supposant  le  point  singulier  à  Toriginc,  l'équation  ai 

lonne 

(ÎT  _  (fy 

ax  —  Oy  -r-. . .         fi'j'  —  O'y  — .  .  . 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier.  D' 
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cequenous  avons  vu  (Chap.  1,  §  2),  on  pourra  faire  un  changemcnl 
linéaire  de  variables  sur  x  et  j^,  si  l'équation  du  second  degré  en  X 

I  a  — X         b      \ 

1       a        b  —k  \ 

a  ses  racines  distinctes,  de  telle  sorte  que  Téquation  devienne 
dx'        _        dy' 

x,x'-i-...  ""  x,y-+-...  ' 

les  deux  racines  de  Téquation  (i)  étant  A|  et  ).2. 

Différents  cas  vont  se  présenter,  suivant  la  nature  des  racines  de 
celle  équation  (i),  qui  s'écrit 

X*—  (rt  -h  6')X  H-  ab'  —  a  b  —  o. 

3.  Supposons  d'abord  que  les  racines  de  (i)  soient  réelles  et  de 
même  signe;  on  peut  alors  supposer,  en  changeant,  au  besoin,  les 
signes  des  coefficients  ^,  6,  a',  6',  que 

Xi>o,    X,>o. 

D'après  un  théorème  général,  établi  au  Chapitre  I  {voir  aussi 
Chap.  II,  Section  I,  et  notamment  la  remarque  faite  à  la  fin  du  §  1 
de  ce  Chapitre),  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

(a)     '  u\t=Cu\, 

U\  et  t{2  étant  des  fonctions  holomorplies  de  x  et  y  dans  le  voisinage 
de  j:=o,  r  =  o,  et  s'annulant  pour  ces  valeurs;  C  représente  la 
constante  arbitraire. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  courbes 
intégrafes  se  raoprochant  suffisamment  de  l^ origine  passent  à 
l'origine.  Il  est  visible,  en  elfet,  que  la  courbe  (2)  passe  à  Torigine, 
qaelle  que  soit  la  constante  C. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  nœuds  les  points  singuliers  de 
la  catégorie  précédente.   Un  exemple   très   simple  d'un  nœud  sera 

fourni  par  l'équation 

d.r  _   dv 
ir     '    y' 

dont    l'intégrale   générale   est^  =  C.r;    l'origine,    ici,   est  bien   un 
lœud. 


208  CHAPITRE    IX. 

Dans  les  généralités  qui  précèdent,  nous  supposons  que  nous  ^^ 
sommes  pas  dans  le  cas  où  X  est  un  entier  positif  ou  l'inverse  d^  ■'n 
entier  positif.  Pour  ce  cas  particulier,  il  suffit,  comme  nous  venc^ns 
de  le  dire,  de  se  borner  à  w  =:  i ,  et  de  considérer  les  équations  de  Ja 
fin  du  §  4  (Chap.  II) 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  développer  x  ely  suivant  les  puissances 
de  t  et  Hog/.  Les  équations  (3)  en  u  et  v  (loc.  cit.)  ne  changeant 
pas  quand  on  remplace  u  et  i^  par  au  et  cl s^,  a  étant  une  constante 
arbitraire,  nous  pouvons  considérer  que  x  et  y  sont  développées 
suivant  les  puissances  de 

at    et     a^log^, 
et  Ton  aura 

at\ofii-/i(x,y), 

fei/i  étant  holomorphes  en  x  et  y  et  s'annulant  pour  x==^  =  o. 
On  en  déduit 

^       A^.y) 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  prend  la  forme 

a<?/'-^'^>=/(:r,^). 

On  discutera  immédiatement  cette  courbe  en  posant 

/{T.y)  =  T\        /i{Jr,j')=y; 
on  a 


ces  courbes  passent  à  l'origine,  quel  que  soit  a,  et  y  ont  pour  tan- 
gente Taxe  des  y', 

•l.  Les  racines  de  Téquation  ^i)  restant  toujours  réelles,  suppo- 
sons-les maintenant  de  signes  contraires.  Les  théorèmes  généraux  ne 
nous  donnent  plus  Tintégrah*  générale.  Nous  connaissons  seulement 


I 
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(Chap.  11,  p.  a8)  deux  courbes  intégrales  passant  à  1  ^origine,  et  les 
coefficients  angulaires  (voir  loc.  cil,)  des  tangentes  à  l'origine  pour 
ces  deux  courbes  sont  données  par  Téquation  du  second  degré  en  t 

(3)  a'-^b't—  t(a-^bt)  =  o, 

dont  les  racines  sont  réelles  en  même  temps  que  celles  de  l'équa- 
tion (i). 

Ces  deux  courbes  intégrales  sont  les  seules  qui  passent  à 
l'origine  ou  qui  s'en  rapprochent  indéfiniment  (*).  Nous  ne  pou- 
vons, pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  renvoyer  au  Chapitre  II, 
car  il  y  a  là  un  point  délicat  quand  les  courbes  peuvent  être  com- 
plexes (t;oir  §  3,  Chap.  II).  Il  sera  aisé  de  suppléer  à  cette  lacune, 
en  considérant  seulement,  comme  nous  devons  le  faire  ici,  les 
courbes  réelles,  11  suffira  d'ailleurs  de  montrer,  d'après  un  théorème 
établi  (Chap.  II,  foc.  c//.),  que  la  courbe  a  une  tangente  déter- 
minée. 

Remarquons  d'abord  que,  les  deux  courbes  intégrales  ayant  leurs 
tangentes  distinctes  et  des  points  simples  à  l'origine,  on  peut  faire 
un  changement  de  variables  tel  que  les  axes  des  x  et  des  j^  soient  les 
intégrales  dont  nous  venons  de  parler.  L'équation  dilTérentielle  aura 
nécessairement  alors  la  forme 

dx         __         dy 

les  termes  non  écrits,  qui  sont  des  séries  entières  en  x  et  en  y^  étant 
au  moins  du  premier  degré  en  x  et^. 

Il  est  évident  d'abord  que,  dans  la  région  autour  de  l'origine,  où 
les  séries  qui  sont  aux  dénominateurs  convergent,  une  courbe  inté- 
grale ne  peut  rencontrer  l'axe  des  x  ou  l'axe  des^.  Si,  en  effet,  une 
intégrale  rencontre  l'axe  des  y  au  point  (:r  :=  o,  j^^z^  o),  elle  sera 
tangente  en  ce  point  à  l'axe  des  y  et  devra,  par  suite,  coïncider 
avec  lui.  Ceci  posé,  envisageons  une  courbe  intégrale  passant  à  l'ori- 
gine ou  s'en  rapprochant  indéfiniment,  et  distincte  de  Qx  et  Oy, 
Nous  pouvons  supposer  que,  depuis  un  certain  point  Po,  elle  est  dans 

(*)  Ce  point  a,  je  crois,  toujours  été  admis  par  ceux  qui  se  sont  occupés  de  ces 
jvoblémes  avant  la  première  édition  de  ce  Trailé,  où  nous  avons  donné  la  démon- 
fCratioo  du  texte. 

P.  —  m.  i4 
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le  premier  quadrant  (angle  xOj).  Suivons  la  courbe  depuis  1< 
point  pQ  jusqu^à  Torigine;  si  P  désigne  le  point  mobile  de  la  courbe 
le  rayon  vecteur  OP  tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  d 
Torigine  O,  car,  autrement,  pour  la  position  du  point  P  correspon 
dant  à  ce  changement  de  sens,  la  droite  OP  serait  tangente  en  P  à  I 

courbe,  et  Ton  aurait  pour  les  coordonnées  de  ce  point  —  =  -7'  ^ 
par  suite, 


X, -+-...         /i-r-... 

égalité  impossible,  puisque  \^  est  différent  de  A^- 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  OP  marche  dans  le  sei 
de  Ox  vers  Oy;  quand  I*  tendra  vers  Torigine,  OP  aura  nécessa 
rement  une  limiley  puisque  la  direction  OP  marche  toujours  dans 
même  sens  et  ne  peut  dépasser  O^^,  d'après  ce  que  nous  avons  d 
plus  haut.  Il  est  donc  établi  que  la  courbe  intégrale  considérée 
une  tangente  à  l'origine  et  nous  sommes  alors  assuré  qu'il  n'y 
que  deux  courbes  intégrales  passant  par  le  point  singulier  considén 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  cols  les  points  singuliers  qi 
viennent  d'être  étudiés,  par  lesquels  passent  seulement  deu 
courbes  intégrales. 

L'exemple  suivant  va  nous  donner,  suivant  les  cas,  des  cols  ou  d( 
nœuds.  Soit  la  surface  d'un  terrain  représentée  par  l'équation 

le  plan  des  xv  étant  horizontal.  L'équation  différentielle  des  ligne 
de  plus  grande  pente,  c'est-à-dire  des  lignes  dont  la  tangente  e 
en  chaque  point  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  ligne  de  nivea 
(:;  =:  const.)  passant  par  ce  point,  est  évidemment 


<ir 

dy 

^f    ' 

"  of 

dx 

dr 

les  points  singuliers  de  celte  équation  sont  donnés  par  les  valeu 
de  X  et  j',  pour  lesquelles 


dx        ày 


ils  correspondent  donc  aux  points  de  la  surface  où  le  plan  tangei 
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est  horizontal.  En  prenant  un  tel  point  pour  origine,  nous  avons 

z  =  ax^ -Jr  ib xy  -\-  c y- -\- . , . 

et,  par  suite,  l'équation  différentielle  devient 

dx  _  dy 

ax-^  by  -h. . ,  ~  bx  -\-  cy  -h. . . 

L'équation  en  X  est  ici 

X'  —  (  a  -h  c  )X  -h  ac  —  b^  =  o. 

Les  racines  sont  réelles;  leur  rapport  sera  positif  si  b^ —  ac<!o, 
cl  alors  l'origine  est  un  fond  ou  un  sommet  de  la  surface,  et  toutes 
les  lignes  de  plus  grande  pente  passent  par  ce  poinl,  qui  est  un  nœud 
pour  Féquation  diflerentielle.  Si,  au  contraire,  b^ — «c  >  o,  le  rap- 
port des  racines  est  négatif  et  alors  Torigine  est  un  col  pour  la  sur- 
face, au  point  de  vue  topographique;  celte  dénomination  correspond 
à  celle  que  nous  adoptons  pour  le  même  point  relativement  à  Téqua- 
lion  différentielle.  Il  n'y  a  que  deux  lignes  de  plus  grande  pente 
passant  par  un  col,  d'après  le  théorème  général  établi  ci-dessus. 

o.  Supposons  maintenant  que  Téquation  (i)  ait  ses  racines  imagi- 
naires :  X|  et  Xj  sont  alors  imaginaires.  Il  ne  peut  y  avoir  une  courbe 
intégrale  passant  à  l'origine  avec  une  tangente  déterminée,  puisque 

l'équation  (3)  en  ^,  donnant  les  limites  de  —>  a  ses  racines  imagi- 
naires, mais  la  considération  de  l'intégrale  va  nous  conduire  à  un 
résultat  plus  important. 

Pour  passer  de  l'équation  proposée  à  la  forme  canonique,  il  faut 
faire  un  changement  de  variables  imaginaires 

j:'c=  olx  -^  P^, 
y  =2  Y^  -H  oy; 

«  et  Y  d'une  part,  ^  et  o  d'autre  part,  sont  imaginaires  conjuguées. 
Nous  pouvons  ici,  à  moins  que  ^  ne  soit  réel  ou  négatif,  nous  servir 
de  l'intégrale  générale  (2) 

— e-  =  consl.; 
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les  fonctions  holomorphes  u^  et  u^  en  x  et  y  sont  imaginaires  conju- 
guées, et  nous  pouvons  poser 

feio  étant  des  séries  réelles  en  x  et  y  s^annulant  pour  x  =  o,  j^  =  o, 
et  le  déterminant  fonctionnel  defelo  ne  s'annulant  pas  pour  a:  =  o, 
y  =  o.  En  posant  de  plus 

\i  =  p—qi,         'k^  =  p-hqi, 
nous  aurons  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

f^ T^ r  =  const. 

ou  encore 

(p  -+-  qi)  log(/-h  io)'-ip  —  qi)  log(/—  *ç)  =  const.  ; 

en  prenant  pour  les  deux  logarithmes  des  déterminations  imaginaires 
conjuguées,  la  constante  sera  de  la  forme  Ct,  C  étant  réel,  et  la 
courbe  précédente  sera  réelle  et  sera  une  spirale  se  rapprochant 
indéfiniment  de  V origine.  Pour  nous  en  rendre  bien  compte^ 
éludions  la  transformée  de  cette  courbe  par  le  changement  de  va- 
riables 

qui  donne  pour  x  et  y  des  fonctions  holomorphes  de  \  et  r^  dans  le 
voisinage  de  Ç  =  o,  r^  =  o.  On  aura,  si  $  =  p  cos6,  tj  =  p  sin6, 

(/>-h5rt)(logp-M'e)  — (/>  — 5ri)(logp-.*6)  =  Cl 

et,  par  suite, 

iq  logp  -r  ip^  =  C, 

et  enfin 

P  =  c  <f    7    . 

CI  étant  une  autre  constante.  La  transformée  est  donc  une  spirale 
logarithmique,  et,  par  suite,  les  courbes  intégrales  que  nous  étudions 
sont  des  spirales  tournant  indéfiniment  autour  de  Torigine,  qui.  est 
pour  elles  un  point  asymptote.  Nous  a\ons  donc  une  infinité  d'inté- 
grales ayant  à  Torigine  un  point  asymptote;  ce  point  singulier  sera 
dit  \\n  foyer,  11  résulte  de  ce  qui  précode  que  les  courbes  intégrales^ 
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se  rapprochant  suffisamment  de  Vorigine,  auront  ce  point  pour 
asymptote. 
Je  rappelle  que  nous  avons  supposé  que  y  n'est  pas  réel  et  négatif, 

ce  qui  ne  peut  avoir  Heu  que  si  />  =  o  et  alors  .-  =  ^  i ,  cas  particu- 

lier  que  nous  étudierons  à  la  Section  II. 

Prenons  comme  exemple  Téquation  diflerentielle 

dx     _     dy 


x—y       x-hy 

En  faisant  la  réduction  à  la  forme  canonique,  on  trouve  que  Ton 
doit  poser 

x'  =  X  -h  iy^       y  —  X  —  iy  ; 

Téquation  différentielle  devient 

.dy      ^        .  dx' 

y  ^ 

ou 

(i  -h  *)  log^' —  (i  —  i)  \o^x*  =  const., 

et,  par  suite,  si  Ton  pose 

ar=rcos6,        ^  =  rsin6, 

l'intégrale  générale  est  la  spirale  logarithmique 

/•  =  C  eO. 

6.  Nous  venons  d'étudier  les  points  singuliers  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  que  l'on  peut  appeler 
généraux  y  c'est- à-dire  les  points  singuliers  qui  ne  supposent  aucune 
relation  particulière  A\''g(ilité  entre  les  coefficients  de  l'équation. 

Ces  points  singuliers  sont  les  nœuds,  les  cols  et  \(t%  foyers.  Bien 
d'autres  points  singuliers  peuvent  se  présenter,  mais  ils  correspondent 
à  des  relations  particulières;  nous  allons  en  voir  un  exemple  dans  la 
Section  II  de  ce  Chapitre. 

On  remarquera  que  nous  n'avons  supposé  en  rien  dans  les  para- 
graphes précédents  que  X  et  Y  fussent  des  polynômes  en  j:  et  y;  ils 
peuvent  être  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  et  y^  convergentes  pour  des  valeurs  absolues  suffisamment 
petites  de  ces  variables. 
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Les  dénominations  de  nœud,  col  et  foyer  sont  empruntées  aux_ 
Mémoires  (*)  de  M.  Poincaré  Sur  les  courbes  définies  par  les  équa — 

lions  différentielles.  Nous  avons  complété  un  point  qui,  malgré  son 

importance,  était  resté  sans  démonstration,  à  savoir  que  par  un  cok 
ne  passent  que  deux  courbes  intégrales  (§  A). 

II.  —  Étude  d'un  point  singulier  spécial;  des  centres. 

7.  Dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre,  nous  avons  étudié  les 
points  singuliers  généraux  des  équations  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré.  Ces  cas  généraux  sont  en  même  temps  les  plus  simples, 
mais  il  peut  se  présenter  des  cas  particuliers  correspondant  a  des 
relations  particulières  entre  les  coefficients  des  polynômes  X  et  Y. 
Nous  allons  étudier  avec  quelques  détails  un  cas  particulier  très  inté- 
ressant (^)  ne  présentant  pas  un  caractère  trop  spécial. 

Reprenons  l'équation 

dx  _  dy 

X  et  Y  s'annulant  pour  j:  =  o,  j^  =  o. 

A  Téquation  précédente  on  peut  associer  Féquation  aux  dérivées 
partielles 

et  il  est  tout  naturel  de  rechercher  si  Ton  peut  satisfaire  à  cette  équa- 
tion en  prenant  pour  F  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  y.  Si  nous  désignons  par 

ax-i-3^     et     ^[X-\-^y 

les  termes  du  premier  degré  en  x  et  en  y  dans  X  et  Y.  on  voit  Loimé- 
diatement  que  le  développement  de  F  ne  pourra  pas  commencer  par 
des  termes  du  premier  degré,  si  Ton  a 

ao  —  Py  7^  "• 


(')    H.    PoixcARK,    Sur  les  courbes  définies  par  les  équation»   d^/fé 
{Journal  de  Liouville,  i88i  et  iH8î)- 

(^)  Consulter^  pour  rétiidc  des  centres,  le  Mémoire  de  M.  Poincarê  {Jomrt^  de 
Malhémaliques,  4*  série,  t.  I,  p.  17.»). 
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Plaçons-nous  clans  celte  hypothèse;  le  développement  de  F  com- 
niencera  par  des  lermes  du  second  degré,  soit 

ax^ -\-  '}.bry  -^  cy^ 
el  Ton  devra  avoir 

(OLx  -^^y)(ax  -{-  by)^{^(x  -^^y){bx  -\-  cy)  —  i\ 
d'où 

[  rt  a  -h  6  Y  =  o, 

U)  •   a^-f- 6(a -+- 8) -4-CY  =  o, 

I  6  3  -+-  c  5  =  o  ; 

ces  équations  ne  seront  compatibles  que  si  Ton  a 

Gt         Y  «  I 

P     a  -f-  0     Y     =  <>• 

o        ?         8  ! 

Quand  cette  condition  est  remplie,  on  peut  obtenir  les  valeurs  de  a, 
b,  e.  Nous  discuterons  aisément  la  condition  précédente,  en  suppo- 
sant que  l'équation  a  été  réduite  à  la  forme  canonique  employée 
dans  la  Section  précédente,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

Y  =  o.         a  =  X„ 

À,  et  Â2  étant  les  deux  racines  d'une  équation  en  A  déjà  bien  des  fois 
considérée.  La  condition  revient  alors  à 

Xi-i-  Xj=  o. 

Si  X|  et  Àa  sont  réels,  le  rapport  r-^  sera  alors  égal  à  —  i,  et,  par 

suite,  le  point  sera  un  col.  Si  À|  et  Aj  sont  imaginaires,  on  se  trou- 
vera dans  un  cas  nouveau  laissé  de  coté  au  §  o  de  ce  Chapitre  :  c'est 

ce  que  nous  allons  étudier. 

Le  changement  de  variable  à  effectuer  sur  x  et  y,  pour  passer  de 

l'équation    primitive  à  la  forme  canonique,  remplace  alors  x  cl  y 

par  deux  expressions  imaginaires  conjuguées.  Or,  dans  l'hypothèse 

a  =  A| ,  ^3  =  o,  y  :=  o,  o  =  Aa  le  polynôme 

ax'-r-  '}Jjxy  -h  cy^ 
se  réduit,  d'après  les  équations  (4),  à  'ibxy;  ce  polynôme  sera  donc, 
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en  revenant  aux  variables  réelles  initiales,  une  forme  définie,  qu^ora 
peut  d'ailleurs  supposer  positive.  Ainsi  nous  pouvons,  dans  le  casque 
nous  étudions,  admettre  que  les  termes  du  second  degré  dans  F  s^ 
réduisent  à 

et  Ton  a  alors,  d'après  les  équations  (4), 

a  =  8  =r  (»,        3  -H  Y  =  o. 

Ainsi,  sans  diminuer  la  généralité  du  cas  spécial  que  nous  étudions, 
nous  supposons  que 

Y=-a7-+- Y,-f-...-+-Yn 
et  soit 

F  =  :fî H-^î -h  F,-f- F; ^-. . . , 

F|  comme  X/  et  Y/  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  i 
en  X  et  y,  H  faut  continuer  le  calcul  de  proche  en  proche  des  poly- 
nômes F3,  F4, On  voit  que,  si  Ton  a  déterminé  les  F  jusqu'au 

rang  i —  i,  le  polynôme  F,-  sera  déterminé  par  une  équation  de  la 
forme 

11/  désignant  une  expression  dépendant  de  X  et  Y  et  des  polynômes  F 
déjà  déterminés. 

INous  sommes  donc  amené  à  nous  poser  la  question  suivante  :  en 
drsignant  par  H/  un  polynôme  homogène  et  de  degré  i  en  x  et  j', 
déterminer  un  polynôme  F/  satisfaisant  à  Féquation  (5). 

Pour  résoudre  cette  équation,  posons 

X  =  p  costo,  y  =  ?  sinco. 

On  a  alors,  en  désignant  par  F  une  fonction  quelconque  de  x  et  y  y 

àF  _     ôF  __àF 
"    (fjr  dy  Otii 

Soient  F|=  z'-^n^)),  11/=:  p''i(  co\  on  a 

ç^^to  )  =  -  A/i  cosXto  H-  Bi  sinA'cu, 

Ç^<  to'^  —  ili'.i^  oosXto  —  Dx  îiinAto, 

les  entiers  A  étant  au  plus  égaux  à  /.  et  de  même  parité  que  /. 
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*  L'équadon  (5)  s'écrit  alors 

V 

Pour  qu'on  puisse  y  satisfaire,  il  faut  el  il  suffit  que  '{'(w)  ne  con- 
tienne pas  de  terme  indépendant  de  w,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Co  =  o. 

Celle  condition  est  remplie  d'elle-même  quand  i  est  impair,  et  il  y 
a  alors  une  manière  et  une  seule  de  déterminer  ç((o).  Quand  i  est 
pair,  le  terme  C©  existera  en  général,  et  il  n'y  aura  pas  alors  possi- 
bilité de  trouver  pour  'f  (w)  une  expression  de  la  forme  indiquée. 
Quand  Co  est  nul,  cette  détermination  sera  possible,  et  il  restera 
évidemment  une  arbitraire  dans  l'expression  de  ©. 

Revenons  sur  le  cas  où  ^  est  pair  et  Co  différent  de  zéro.  On  pourra 
alors  déterminer  une  expression  »,  de  manière  que 

ce  qui  revient  à  déterminer  un  polynôme  homogène  F|(x,  y)  de 
degré  /,  tel  que 

8.  CAi  posé,  dans  le  calcul  successif  des  polynômes  F,  on  pourra 
se  trouver  arrêté  dès  le  calcul  de  Fj,  et  on  le  sera  même  en  général. 
Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  ce  soit  au  rang  /(de  degré 
pair)  que  l'on  soit  arrêté  pour  la  première  fois,  c'est-à-dire  que  la 
quantité  Co  ne  soit  pas  nulle.  Posons 

F  =  a:2-+- y2-l- F3^- F^-h. . .-+- F/, 

Je  dernier  polynôme  F,  étant  calculé,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut,   et  l'on  suppose  que  l'on  a  fixé  arbitrairement  les  constantes 
restant  arbitraires  dans  F4,  . . .,  F/. 
Il  est  clair  que  chacune  des  courbes  de  la  famille 

F  =  £, 

c  étant  une  constante  suffisamment  petite,  se  compose,  dans  le  voisi- 
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nage  de  Torigine,  d'une  petite  courbe  fermée  entourant  ce  poixit. 
Pour  e  =:  o,  cette  courbe  se  réduit  à  un  point. 
L'expression 

dx  ôy 

d'après  la  manière  même  dont  ont  été  calculés  F3,  ...,  F/,  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  de  degré  inférieur  à  i  et  ses  termes  de  degré  ise 
réduisent  à 

-Co(a7*H-y«)«. 

Donc,  si  p  =  y/j:2-|-yï  reste  moindre  qu'un  nombre  suffisamment 
petit  poî  cette  expression  aura  un  signe  invariable,  le  signe  opposé 
à  celui  de  Cq.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  C©  positif.  Consldé-' 
rons  maintenant,  au  lieu  de  l'équation  donnée  du  premier  ordre,  le 
système  équivalent 

Suivons  une  trajectoire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Si,  dans  le 
polynôme  F(x,  y),  on  substitue  les  valeurs  de  x  et  y  en  fonction 
de  ^,  l'expression  F  deviendra  une  fonction  de  /,  et  l'on  aura 

—  -  \—      Y  — 

dt  ^  *   àx  ÔY 

Par  suite,  si  le  point  (jr,  v)  est  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  l'ori- 
gine avec  le  rayon  p,,,  on  aura 

dF  ^ 

F  ira  donc  en  diminuant  quand  /  augmentera,  tant  que  (x,  y^  ne 
sortira  pas  du  cercle  po-  Revenons  aux  courbes 


en  faisant  varier  e  de  zéro  à  une  valeur  So  telle  que  ces  courbes  (ou 
du   moins  la  partie  fermée  autour  de   l'origine  qui   nous  intéresse 
seule)  ne  sortent  pas  du  cercle  po-  Quand  s  varie  de  zéro  à  £„,  ces 
courbes  grandissent  et  deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont  pas  de    j 
point  commun.  Si  une  trajectoire  rencontre  une  courbe  F  =  s,  fe    "= 
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point{x,y)  ne  sortira  pas  de  cette  courbe,  car,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  aura  à  rinlérieur  de  la  courbe 

F  ira  donc  en  diminuant,  et  le  point  ne  pourra  pas  revenir  à  la 
courbe  F=r  e.  Quand  t  augmentera  indéfiniment,  F  diminuera  indé- 
finimenl.  La  limite  de  F  sera  donc  une  quantité  positive  ou  zéro  (*). 
Si  la  limite  de  F  est  une  quantité  positive  a  dillerente  de  zéro,  notre 
Irajecloire  se  rapprochera  indéfiniment  de  la  courbe 

F  =  a 

qui  sera  pour  elle  une  courbe  asymptote.  Montrons  que  la  courbe 
F  =  «  sera  aussi  une  courbe  intégrale.  Tout  d'abord,  en  remplaçant 
<lans  Téquation  difierentielle 

Ht      _         dy 


les  coordonnées  rectangulaires  par  les  coordonnées  polaires  (p,  w), 
nous  avons  une  équation  de  la  forme 

les  coefficients  A,  B,  . . .  étant  des  polynômes  en  cosco  et  sino).  Il  eu 
résulte  que  tu  pourra  croître  indéfiniment  et  que  notre  trajectoire 
sera  asymptote  à  la  courbe  F  =  a  en  tournant  indéfiniment  autour 
d'elle.  Nous  pourrons  représenter  la  courbe  F=  n  (dans  le  voisinage 
derorigine)  par  Téquation 

/(fo)  étant  une  fonction  analytique  de  a>  ayant  ai:  pour  période.  En 
posant 


(')  M.  Poincaré  suppose  immédiaicmenl  dans  son  Mémoire  (voir  Journal  de 
Uouville,  i885,  p.  179)  que  la  limite  csi  zéro.  Le  fait  est  exact  si  l'on  est  suffisam- 
■ent  prés  de  Torigine;  mais  il  est  nécessaire  de  donner  une  démonstration  rigou- 
lease. 
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l'équation  différentielle  devient 

^  =  p-4-q!:-.-rî:.+..., 

les  coefficients  P,  Q,  R,  . . .  étant  des  fonctions  de  eu  admettant  la 
période  27u.  Par  hypothèse,  cette  équation  admet  pour  intégrale  une 
fonction  Ç  qui  tend  vers  zéro  en  étant  toujours  positive  quand  la 
variable  réelle  w  augmente  indéfiniment.  Or  je  dis  que  ceci  est  impos- 
sible si  P  n'est  pas  identiquement  nul.  Soit  en  effet  coo  une  valeur 
n'annulant  pas  P,  pour  Oq-i-  aAir  (A:  étant  assez  grand);  la  fonction  Ç  | 
sera  aussi  voisine  que  l'on  voudra  de  zéro.  L'équation 

dhi  I 


donnera  pour  co  une  fonction  de  ^;  pour  une  valeur  initiale  de  s 
inférieure  à  tel  nombre  que  l'on  voudra  et  pour  (o  =  ci>|,4-  aA'Tî,  le 
champ  de  convergence  de  co,  développée  suivant  les  puissances  de  ^, 
atteindra  Torigine,  et  Ton  aura  donc  Ç  =o  pour  une  certaine  valeur 
de  w,  ce  qui  est  contre  notre  hypothèse.  Par  suite,  P  est  identique- 
ment nul  et  !î  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle,  ce  qui  revient 
à  dire  que  la  courbe  F  =  a  est  une  courbe  intégrale. 

Or,  si  Ton  cherche  les  courbes  intégrales  de  la  forme  précédente, 
on  ne  pourra  trouver  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  a.  En  pre- 
nant donc,  comme  fonction  initiale  pour  notre  trajectoire,  un  point 
à  rinlérieur  de  la  courbe  F  ^  6r,  qui  correspond  à  la  plus  petite  va-    .« 
ItMir  de  a.  on  aura  la  certitude  que  la  trajectoire  considérée  aura  I 
/  ^ origine  pou r  poin  t  asymptote.  [ 

iSous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  que  Co   était    positif,   f 
Dans  le  cas  où  Co  serait  négatif,  on  changerait  ^  en  —  ^  et  la  conclu-   | 
sion  à  laquelle  nous  venons  d'arriver  subsiste  encore.  Nous  pouvons    ■ 
donc  énoncer  que.  dans  le  cas  où  l'on  rencontre  une  quantité  Co    '^< 
dijfcrente  de   zéro,    le  point  singulier   considéré  est   un  point   r. 
US}  ntptoie  et  peut,  par  suite,  être  regardé  comme  un  foyer. 

9.   Comme  nous  Tinons  dit,  il  arrivera  en  général  qu'on  rencon-  \ 

trera  une  quantité  C©  différente  de  zéro,  et  nous  pouvons  regarder  ; 

la  discussion  du  point  singulier  comme  faite  dans  le  cas  général;  mais  ) 
\e  cas  particulier,  où  tous  les  Co  seraient  nuls  et  où  par  conséquent 
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on  ae  serait  jamais  arrêté  dans  le  calcul  des  polynômes  successifs  F/, 
appelle  nécessairement  l'attention.  M.  Poincaré,  qui  examine  ce  cas 
dans  son  Mémoire  (p.  i8i  du  Mémoire  cité),  démontre  directement 
que  la  série 

F  =  a?*-h^'-f-  F,-+-...-h  F„-i-... 

est  convergente  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x  et  y.  Il 
en  résulte  alors  que  l'équation 

F  =  C, 

C  étant  une  constante  suffisamment  petite,  représente  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine  une  petite  courbe  fermée,  et,  par  suite,  les  courbes 
intégrales  dans  le  voisinage  de  l'origine  sont  des  courbes  fermées 
s*enveloppant  les  unes  les  autres. 

La  démonstration  de  M.  Poincaré  nous  entraînerait  trop  loin.  Je 
vais  donner  une  démonstration  dilTérente  en  me  plaçant  à  un  autre 
point  de  vue  où  nous  allons  retrouver  des  solutions  périodiques.  Pre- 
nons l'équation  en  coordonnées  polaires  que  nous  pouvons  mettre 
sous  la  forme 

*=Ap«+Bp»  +  .... 

Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  p  sont  des  polynômes  en 
eos6  et  sînO  ;  le  premier  est  homogène  et  du  troisième  degré. 

G>nsîdérons  l'intégrale  de  l'équation  précédente  prenant  pour  0  =  o 
h  valeur  p©.  D'après  un  théorème  général  (Chap.  VIll,  §  4),  on 
fMoira  la  développer  suivant  les  puissances  de  p,,,  et  ce  développe- 
ment sera  convergent  dans  un  intervalle  que  nous  prenons  ici  de  o 
à  21C  si  po  est  suffisamment  petit.  On  aura  ainsi 

p  =  a ,  p  0 -h  a  j  p  J -H  a ,  p  J -4- . . . , 

les  st  étant  des  fonctions  de  0,  que  nous  pouvons  calculer  de  proche 
en  proche,  ai  prend  la  valeur  un  et  tous  les  autres  a  la  valeur  zéro 
pour  0  =  0. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  une  intégrale  de  la  forme  F  :=  C,  les  fonc- 
lîons  a  devront  avoir  la  période  2  7:,  et,  inversement,  si  les  fonctions  a 
ont  la  période  2ir,  toutes  les  solutions  autour  de  l'origine  sont  pério- 
diques. 

Si  nous  cherchons  les  coefficients  a,  nous  voyons  qu'en  général  ils 


\ 
\ 
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ne  sont  pas  périodiques;  on  a  d^abord  de  suite 

«1  =  1, 
puis 

■56-  =  ^' 

0L2  sera  encore  une  fonction  périodique;  on  déterminera  la  constante 
de  manière  que  0L2  s'annule  pour  6  =  0.  Pour  déterminer  as,  nous 
aurons  une  équation  de  la  forme 

©3  étant  périodique.  Pour  que  a,  soit  périodique,  il  faudra  que  1^ 
terme  constant  dans  ^3  soit  nul;  s^il  n'en  est  pas  ainsi,  aj  ne  sera  pas 
périodique,  mais  on  pourra  néanmoins  le  déterminer  et  Ton  choisira 
la  constante  arbitraire  de  manière  que  a,  s'annule  pour  6  =  0.  Ocm 
continuera  ainsi  la  détermination  des  fonctions  a  de  proche  en  proche  ^ 
les  prenant  telles  qu'elles  s'annulent  pour  8  =  o. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  nous  déterminerons  la  solution  p  prenant 
pour  0  =  o  la  valeur  Oq,  et  elle  sera  déterminée  de  o  à  27:,  si  po  est 
suffisamment  petit.  Un  cas  très  intéressant  est  celui  où  tous  les  a, 
calculés  comme  il  >ient  d'être  dit,  sont  périodiques;  il  faudra  pour 
cela  qu'une  suite  indéfinie  de  constantes,  successivement  rencontrées 
dans  le  calcul,  soit  nulle.  Le  développement  qui  représente  p  étant 
convergent  de  o  à  2-  sera  alors  évidemment  convergent  pour  toute 
\aleur  de  6,  et  nous  aurons  comme  intégrales  autour  de  Uorigine 
une  succession  de  courbes  fermées  enveloppant  ce  point. 

10.  H  sera  intéressant  de  considérer  maintenant  le  système  des 
deux  équations  i 

\n,=   •'■^•••• 

en  nous  plaçant  dans  le  eus  où  les  conditions  que  nous  venons  de 
dire  sont  remplies.  Nous  devons  chercher  comment  Tangle  polaire  tt 


] 
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est  relié  à  /.  En  remplaçant  x  et  ;>'  par  p  CosÔ  et  p  sinS,  nous  avons 

-7-  cosO  —  psiii0-7-=:       ssinO-h..., 
at  dt 

-^  SI  II  0  -+-  p  cos  0  -—  —  —  p  ces  0  -H ... , 

,     .  .  dn  d:^  dh 

que  nous  pouvons  écrire,  en  remplaçant  ^  par  --^  -7-  ou  par 

^[-sinO-t-p(      )]=       sinO-i-p(      ), 
-,  \     rosO-+-p(      )]  =  —  cosO-hc(      ); 


d  où  I  on  déduit 


m'" 


?(     )]  =  i^p(     h 


les  parenthèses  représentant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  p  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  6 
ivec  la  période  27:.  On  a  donc 


dt  =  v/i-+-p(     )  dO, 

Pour  une  intégrale,  p  sera,  par  hypotliè.se,  une  fonction  périodique 
de  6  avec  la  période  27:,  et  nous  ne  considérons  que  les  intégrales 
pour  lesquelles  p  est  suffisamment  petit.  Il  en  résulte  que  t  est  une 
fonction  périodique  de  0,    t  augmentant  d'une  certaine   constante 
quand  6  augmente  de  27:.  Les  solutions  du  système  (6)  sont  donc 
des  fonctions  périodiques  de  /,  et  nous  avons  ainsi  un  exemple  d^un 
système  ayant  toutes  ses  solutions  périodiques  [pourvu  que  les  va- 
leurs initiales  (xq,  ro)  soient  assez  petites];  mais  la  période  varie 
d'une  intégrale  à  l'autre,  dépendant  de  la  position  initiale  (^o^JKo); 
ce  dernier  point  est  évident,  car  la  période  de  ^,  considérée  comme 
fonction  de  8,  dépend  de  po. 

m.  —  équations  du  premier  ordre  et  de  degré  supérieur.  Applica- 
tion à  la  recherche  des  lignes  de  courbure  passant  par  un  ombilic. 

H.   Des  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  traitées  dans 
les  deux  Sections  précédentes  se  posent  pour  les  équations  du  pre- 
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iiîîer  ordre  et  de  degré  supérieur.  Soit  une  telle  équation 

Nous  devons  considérer  les  points  (jr,  y)  pour  lesquels  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  ~-  sont  indélerrainées.  Supposons  que  l'origine 
soit  un  tel  point;  la  recherche  des  courbes  intégrales  passant  en  ce 
point  et  ayant  une  tangente  déterminée  se  ramènera  à  des  ques- 
tions déjà  traitées.  Tout  d'abord,  l'équation  donnant  les  coefficients 
angulaires  de  ces  tangentes  se  forme  immédiatement,  puisque  -  et 

dy 

-j-  ont,  dans  ce  cas,  la  même  limite.  Posant  alors  j^=  tx^  on  a  une 

équation  différentielle  en  t 


'?(^'''ê)=°' 


et  il  faut  chercher  les  intégrales  de  cette  équation,  prenant,  pour 
j7  =  o,  les  valeurs  trouvées  pour  les  coefficients  angulaires.  On  sera 
donc  ramené  en  général  à  des  problèmes  de  la  nature  de  ceux  qui  ont 
été  traités  au  Chapitre  II  et  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre. 
Prenons,  comme  exemple  (*),  l'équation  du  second  degré 

(rfy \ *  dy 

où  les  termes  non  écrits  dans  les  parenthèses  sont  de  degrés  supé- 
rieurs au  premier.  L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes aux  courbes  intégrales  passant  à  l'origine  est  ici 

(7)  (rt-i-6/)/*-h2(a,-t-6|0'-+-ai-+-*î'  =  o. 

Des  circonstances  diflVrentes  se  présenteront  suivant  la  nature  des 
racines  de  celle  équation  du  troisième  degré;  les  racines  réelles 
seules  seront  ici  intéressâmes,  et  à  une  racine  réelle  /©  correspon- 
droiil,  pour  l'équation,  une  seule  intégrale  ou  une  infinité  d'intégrales 
suivant  que  réquatioii  diirérenlielle  en  /,  transformée  de  la  proposée 
en  posant  y  =  tx.  aura  une  intégrale  ou  une  infinité  d'intégrales 
prenant  pour  x  =  o  la  valeur  i^. 

{^^  yià'i  indiqué,  ti^ns  les  Comptes  rendus  (11  mars  1895),  le  résultat  de  cette  dis- 
cussion qui  n'avail,  je  crois,  jamai>  été  faite  auparaTant. 
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L'équation  (7)   se  retrouve   en   faisant  dans   l'équation  yn^tx. 
Résolvant  d'abord,  on  a 


""  ax  -^  by  -{-,, . 

et,  par  suite, 


dt      '-t{a-\-bt)  —  {ax-\-bxt)-Jt-x{     )±  /(a,  -h  6,  «)«  — (a  -i-  6r)(a,-h  6,/)H-  ar(      ^) 

>«__  5= I 

d!r  a  -\-  bt  -\-  x{    ) 

en  marquant  par  les  parenthèses  des  séries  entières  en  x  et  t.  Pour 
x=  o,  le  second  membre  se  réduit  à 


—  /(a  H-  6/)  — (a,H-6,/)±/(a,-f-6,/)«— (aH-6/)(a,-+-6,r) 

a -h  6/ 


En  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  retrouve  Féquation  (7)  du 
troisième  degré,  après  suppression  de  la  racine  t^ —  j- 

On  pourrait  avoir  à  craindre,  pour  Féquation  diflTérentielle  en  /, 
quelque  difficulté  à  cause  de  cette  racine  ^  =  —  r  '  distincte,  nous  le 
supposons,  des  racines  de  Féquation  (7).  Le  second  membre  de  cette 
équation  se  présente,  en  effet,  sous  forme  indéterminée  pour 

a 

x  =  o,        '=— J' 

du  moins  pour  une  des  déterminations  du  radical.  Ne  pourrait-il  pas 
j  avoir  alors  une  intégrale  /  de  Téquation  tendant  vers  —  t  quand  x 
tend  vers  zéro?  Pour  voir  que  la  chose  est  impossible,  il  suffira  de 
considérer,  dans  l'équation  différentielle  proposée,  x  comme  fonction 
it  y  et,  posant  x  =  t'y^  on  aura  une  équation  différentielle  entre  y 
et  /',  et  cette  équation  ne  pourra  avoir  une  intégrale  l' tendant  vers 
—  quand  y  tend  vers  zéro,  car  il  n'y  a  plus  ici  aucune  difficulté, 
puisque  aéa  —  a^b^o. 

Les  courbes  d'intégrales  que  nous  venons  d'étudier  étaient  suppo- 
sées avoir  une  tangente  à  l'origine.  Peut-il  exister  d* autres  inté- 
grales? Telle  est  la  question  qui  doit  maintenant  nous  occuper.  11 
est  d'ailleurs  entendu  que  nous  restons  dans  le  cas  général  et  que 
nous  ne  supposons  remplie  aucune  condition  particulière  d'égalité 
entre  les  divers  coefficients. 

P.  -  III.  i5 
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Outre  l'équation  (7),  nous  aurons  encore  à  considérer  Téquation 

(S)  (a^-h  bit)^—  {a  -^  bt)(at-h  btt)  =  0, 

dy 
correspondant  aux  directions  qui  donnent  une  racine  double  pour  ^• 

12.  Supposons  d'ahord  que  l'équation  (8)  ait  ses  racines  imagi- 
naires. En  se  servant  des  coordonnées  polaires,  Féquation  de  la 
courbe  devient 

e</p  — psine^e 

—  (aicos6-f-6isin0)-+-p(    )±  v/(q|COsO-f-6|SinO)»  -  (acosO-4-6sin6)(atcos6-t-6tsin6 
"■  a  cosO  H- 6  sin6  H- p(     ) 

que  nous  écrirons  sous  la  forme 

(9)  1/(6) -+-p(     )]^p  =  p[?(0)  +  ?(     }]^Ô, 

en  posant 
f{0)  = —  sin6(a  cos6  -+-  b  sinO)  —  cos9(a,  cosO  -h  61  sin6) 

±  cos 6  /rti  cosO  H-  6,  sintt)« — (acosO  -h  6sinO)(ai  cos8  -h  6|  sîn6) ; 

les  coefficients  de  p,  qui  sont  marqués  dans  l'équation  (9)  par  des 
parenthèses,  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  p  et 
convergentes  quel  que  soit  8;  nous  nous  appuyons  pour  ce  dernier 
point  sur  ce  que  l'équation  (8)  a  ses  racines  imaginaires,  d'où  il 
résulte  que  l'expression 

(ai  cosO  H-  bi  sin9)'—  (a  cos6  -h  b  sin6)(a,  cosO  -h  6s  sin8) 

ne  peut  s'annuler.  Les  racines  de  l'équation  (7)  correspondent  aux 
racines  de  Téquation 

/(0)  =  o, 

et  il  est  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que,  parmi  ces  racines,  nous 
ne  comptons  pas  la  racine,  sans  intérêt  pour  nous  d'après  une 
remarque  du  paragraphe  précédent,  répondant  à 

a  cos  6  -H  6sinO  =  o. 

11  résulte  de  la  forme  de  l'équation  (9)  que,  partant  d'une  valeur 
initiale  (oq,  So)  avec  une  détermination  fixée  pour  le  radical  qui  fîgure 
dans  /(6),  nous  pourrons  toujours  faire  varier  8  dans  le  même 
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sens{*),  les  seules  valeurs  <le  8  appelant  ratleiition  étant  les  racines 
de/(6)  =  o.  Si,  6  arrivant  à  une  telle  racine  80,  p  prend  la  valeur 
zéro,  nous  serons  dans  le  cas  étudié  d'une  courbe  ayant  une  tangente 
déterminée  à  l'origine. 

Si  Q  ne  prend  pas  la  valeur  zéro,  le  point  ne  présente  rien  de 
particulier  pour  nous.  On  pourrait  encore  a  priori  faire  l'hypothèse 
que,  9  tendant  vers  80,  p  ne  tend  vers  aucune  limite,  mais  oscille 
entre  zéro  et  une  autre  valeur,  mais  on  voit  de  suite  que  cela  est 
impossible. 

Nous  venons  de  voir  que  Ton  pourra  toujours  suivre  une  courbe 


(*)  Si  Ton  veut  développer  davantiiKe  ce  poinl,  on  peut  raisonner  de  la  manière 
suivanle.  Il  pourrait  se  faire  que  le  rayon  vecteur  changeât  de  sens  de  rotation,  si 
l'on  arrivait  à  un  point  (a:,  y)  de  la  courbe  intégrale  telle  que  la  tangenle  en  ce 
point  passe  à  l'origine.  Or,  le  lieu  des  points  des  courbes  intégrales  pour  lesquels  la 
tangente  passe  à  l'origine  est  la  courbe  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  Téqua- 

tien  dîiïérentielle  -^  par  — •  Cette  courbe  a  un  point  triple  à  l'origine,  les  tangentes 

correspondant  aux  directions  données  par  Téquation  (7).  En  coordonnées  polaires, 
cette  courbe  a  pour  équation  le  coefficient  de  dp  dans  (9),  c'est-à-dire 

<L)  /(e)-ho(   )  =  o. 

On  pourrait  craindre  qu'une  intégrale  eût,  sur  une  branche  de  la  courbe  précé- 
dente, une  infinité  de  points  dans  le  voisinage  de  l'origine,  pour  lesquels  la  tangente 
à  l'intégrale  passerait  à  l'origine.  Dans  ce  cas,  il  ne  serait  plus  permis  d'affirmer  que, 
si  près  de  l'origine  qu'on  considère  rinlcgrale,  le  rayon  vecteur  marche  toujours 
dans  le  même  sens.  Pour  démontrer  qu'il  n'en  peut  élre  ainsi,  remarquons  qu'il  y  a 
une  courbe  intégrale  tangente  à  l'origine  à  la  branche  considérée  de  la  courbe  (L); 
nous  pouvons  supposer,  en  efTectuani  préalablement  un  chancement  de  variable,  que 
cette  courbe  intégrale  est  l'axe  des  x.  Pour  une  détermination  convenable  du  radical, 
^(0)  s'annulera  pour  0  =  o,  et  l'équation  diiïéreniiclle  devant  être  satisfaite  pour 
9  =  0,  quel  que  soit  p,  le  second  terme  dans  (L)  s'annulera  pour  0=o,  quel  que 
soit  p.  Il  en  résulte  que,  dans  le  voisinage  de  6  =  o,  l'équation  différentielle  peut 
prendre  la  forme 

e[i-h(   )]rfp=p[?(8)-^p(   )]é/ô, 

la  quantité  représentée  dans  le  premier  membre  par  une  parenthèse  s'annulant  pour 
p  r=  0  =  o.  Si  maintenant  on  suit  une  intégrale  à  partir  d'une  détermination  initiale 
<6«,  P«)}  8«  cL  P»  désignant  des  quantités  positives  très  petites,  et  que  0  commence  par 
décroître,  il  continuera  nécessairement  à  décroître  jusqu'à  0  =  0,  car  le  multiplica- 
teur de  dp  ne  s'annule  que  pour  6  =  0.  Ce  sera  pour  cette  dernière  valeur  que  p 
Vaonulera  si  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment  de  l'origine;  il  est  clair  que  9(0) 
sera  alors  nécessairement  positif. 

Les  considérations  précédentes  un  peu  développées  permettraient  même  d'éviter  la 
discussion  que  nous  faisons  ensuite  dans  le  texte,  mais  l'élude  directe  fait  pénétrer 
davantage  dans  la  question. 
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intégrale  en  faisant  varier  0  dans  le  même  sens,  tant  que  Ton  n'aura 
pas  atteint  l'origine.  On  peut  donc  penser  qu'il  est  possible  d'avoir 
une  intégrale  ayant  la  forme  d'une  spirale}  nous  allons  voir  qu'il  n'en 
est  rien. 

L'équation  (7)  ayant  au  moins  une  racine  réelle,  il  y  aura  toujours 
une  courbe  intégrale  correspondant  à  l'intégrale  holomorphe  de 
l'équation  diflférentielle,  qui  passera  par  l'origine.  (Nous  nous  plaçons 
toujours  dans  le  cas  général'  où  il  n'y  a  aucune  relation  particulière 
d'égalité  entre  les  coefficients.) 

Soit  C  cette  courbe;  concevons  une  autre  courbe  intégrale  F,  ren- 
contrant en  m  la  première  et  passant  à  l'origine  ou  s'en  rapprochant 
indéfiniment.  En  suivant  F,  nous  pourrons  arriver  au  point  O,  0  mar- 
chant toujours  dans  le  même  sens.  Cherchons  si  F  peut  rencontrer  C 
en  un  second  point  m'  qui  sera  nécessairement  (*)  situé  sur  C  de 
l'autre  côté  que  m  par  rapport  à  O.  En  m  l'équation  différentielle 

donne  pour  --j-  deux  valeurs  ;  l'une  convient  à  C,  l'autre  a  F. 

Sous  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  ^  se  trouve  une 


expression  toujours  posilive.  Les  points  ni  et  m'  sont  de  part  cl 
d'autre  de  O  et  très  voisins.  Supposons  qu'en  m  ce  soit  la  détermi- 
nation posilive  du  radical  qui  convienne  a  F,  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  F  en  îii  est 


(  li  )  7 * 

'  ax  -^  by  -^. . , 

tandis  que,  pour  C,  il  faudra  mettre  le  signe  moins  devant  le  radical. 
Suivons  inainlenanl  (x,  y)  sur  F  de  m  en  ni^  \  le  radical  gardera  tou- 
jours le  môme  signe,  en  m'  et  m  les  coordonnées  x  et  y  sont  respec- 


(*)  Dans  le  cas  coiilrairc.  6  aurait  dû  rétrograder  à  un  certain  monacnt. 
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bvement  de  signes  contraires,  les  rapports  -  ayant,  à  très  peu  près, 
la  même  valeur.  Il  en  résulte  qu'en  suivant  F  nous  trouvons  en  m! 
une  valeur  de  E  très  voisine  de  la  valeur  de  -^  en  m  pour  la  courbe  C 

et,  par  suite,  très  voisine  de  celle  de  ^  en  m' pour  la  même  courbe  C. 
Mais,  en  m',  l'équation  différentielle  donne  deux  valeurs  différentes 
pour-^;  les  deux  valeurs,  que  nous  avons  trouvées  peu  différentes, 
sont  donc  rigoureusement  égales,  et,  par  suite,  la  tangente  en  m'  à  la 
courbe  C  coïncide  avec  la  tangente  à  F  ;  les  deux  courbes  C  et  F 
coïncideraient  donc,  ce  qui  est  absurde.  La  courbe  F  ne  peut  donc 
rencontrer  C  en  aucun  autre  point  que  O  (en  dehors  de  m),  et  elle 
arrive  par  suite  en  O  avec  une  tangente  déterminée,  rentrant  ainsi 
dans  la  classe  d'intégrales  dont  nous  avons  fait  l'étude.  Notre  conclu- 
sion est  donc  que  toutes  les  courbes  intégrales  cherchées  ont  à 
l'origine  une  tangente  déterminée, 

13.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'équation  (8)  a  ses  racines 
réelles.  En  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  —^  données  par  l'équa- 
tion différentielle  sont  égales,  on  obtient  une  courbe  ayant  un  point 
double  à  l'origine  avec  tangentes  distinctes.  On  peut  faire  un  chan- 
gement de  variables  tel  que  les  deux  branches  de  la  courbe  coïncident 
avec  Ox  et  Oy,  nous  allons  nous  placer  dans  cette  hypothèse.  Les 
axes  de  coordonnées  sont  alors  (Chap.  III,  §  2)  le  lieu  des  points  de 
rebroussement  des  courbes  intégrales,  et  celles-ci,  avant  d'atteindre 
J'origine,  resteront  dans  un  même  quadrant  que  nous  pouvons  sup- 
poser être  le  premier.  Quand  on  suit  une  courbe  intégrale,  le  rayon 
YCcteur  marche  toujours  dans  le  même  sens,  sauf  pour  les  positions 
Ox  et  Oy  où  change  le  sens  du  mouvement;  c'est  ce  qui  résulte  de 
ce  que  la  seule  irrationnelle  figurant  dans  l'équation  est  le  radical 

P(l)  =  ^(aiCo»6  -h  6|  sin8)« —  (acosB  -+-  b  Ain0)(a«cos6  -h  ftisinô), 


qui  d'ailleurs  ici  se  réduit  à  ^cosOsin  8  d'après  nos  hypothèses.  Le 
signe  de  ce  radical  sera  à  changer  quand  0  arrivera  à  zéro  ou  à  -  • 

Remarquons  encore  que  toute  racine  réelle  t  de  l'équation  (-j) 
satisfait  à  l'inégalité 

(ai 4-  6,t)*— (a-i-6T)(aî-+-6,T)  >  o, 


qSo  chapitre  IX. 

comme  on  le  conclut  de  suite  de  l'équalion 

( rt  -h  6 T ) T^ -+-  -2 ( aj -h  6,  T )t  -h  aj -L-  6j X  =  o. 

Il  en  résulte  qu'il  y  aura,  au  moins  dans  le  premier  quadrant,  une 
courbe  intégrale  avec  une  tangente  déterminée. 


Nous  pouvons  maintenant  chercher  à  suivre  une  courbe  intégrale 
qui  tendrait  vers  l'origine.  Soit  C  {fig*  lo)  une  intégrale  ayant  une 
tangente  déterminée  a  Torigine;  suivons  une  autre  intégrale  F  et  sup- 
posons que,  en  suivant  la  courbe  en  allant  vers  l'origine,  0  aille 
(fabord  en  croissant.  Il  pourra  arriver  que  p  tende  vers  zéro  pour 

une  valeur  de  8  moindre  que  -,  et  alors  nous  aurons  une  branche  de 

courbe  avec  une  tangente  déterminée.  Dans  le  cas  contraire  0  pourra 

croître  jusqu'à  ^,  et  la  courbe  F  aura  un  point  de  rebrou ssement  a 

sur  Taxe  desj'.  Il  faut  alors  faire  décroître  Ô.  Deux  cas  pourront  alors 
se  rencontrer  :  ou  bien  p  prendra  la  valeur  zéro  pour  une  certaine 

valeur  de  8  comprise  entre  -  et  o,  et  alors  nous  aurons  «ne  courbe 

intégrale  a>ec  une  tangente  déterminée;  ou  bien  Ô  pourra  atteindre 
la  valeur  zéro  et  Ton  aura  en  h  sur  0-r  un  second  point  de  rebrous- 
sement.  Dans  ce  ras,  il  y  aura  certainement  un  point  m  de  rencontre 
de  C  et  de  F,  et  pour  la  branche  ah  de  F  le  radical  v/I^(8)  aura  un 
certain  signe.  Continuons  à  décrire  F;  ou  bien  la  courbe  intégrale 
arii\eraà  l'origine  avec  une  tangente  déterminée,  ou  bien  0  pourra 

aller  jusqu'à  -;  mais  ah>rs  il  y  aurait  un  second  point  de  rencontre  m! 

de  F  a\ec  C  Pour  la  branche  bm\  le  radical  y  P^6)  a  dans  Féquation 
dillVreutielle  un  autre  signe  que  pour  la   branche  hm.   Or,    en  m, 

l'équation  dilVérentielle  di>nne  deux  valeurs  de  ^  correspondant  aux 
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deux  courbes  intégrales  passant  en  m  ;  ces  valeurs  correspondent  aux 
deux  signes  du  radical.  L'une  correspond  à  C,  l'autre  à  F,  mais  en  m 
et /n' les  coefficients  angulaires  de  la  tangente  à  C  sont  très  peu  diffé- 
rents. 11  s'ensuit  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  /w'  à  F 
coïncide  avec  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  C  (puisqu'en  m 
ils  étaient  distincts,  et  que  le  signe  du  radical  a  changé  en  6).  Nous 
arrivons  donc  à  une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  du 
second  point  de  rencontre  m',  à  moins  que  ce  dernier  ne  coïncide 
avec  l'origine.  Nous  avons  donc  dans  tous  les  cas  la  conclusion  sui- 
vante : 

Toutes  les  courbes  intégrales  passant  à  Vorigine  ou  s'en  rap- 
prochant indéfiniment  arrivent  nécessairement  en  ce  point  avec 
une  tangente  déterminée. 

L'étude  de  ces  courbes  se  fera  donc  sans  difficulté,  pour  le  cas 
général,  en  appliquant  les  considérations  développées  dans  la  Sec- 
tion I. 

14.  Nous  allons  appliquer  les  généralités  précédentes  à  un  pro- 
blème intéressant  de  Géométrie,  celui  des  lignes  de  courbure  passant 
par  un  ombilic  (*). 

Supposons  que  l'ombilic  soit  à  l'origine,  et  prenons  le  développe- 
ment de  z  sous  la  forme 

nous  aurons 

p  =  kx  -h  j(ax^-h  2b xy  -f-  cy^)  -+-. . ., 
ç  z=  ky  -h  {(bx^-^  icxy  -^dy^)  -+-. . ., 
r  =  k    -+- aa: -H  6^-+-. . ., 
s  =  bx  -h  cy  -h. . ., 

t  =  k     -i-  ex -\- dy -{-.. .. 

L'équation  différentielle  de  la  projection  des  lignes  de  courbure  est, 


(»)  M.  Caylcy  a  fait  le  premier  l'étude  des  lignes  de  courbure  passant  par  un 
ombilic,  sans  la  rattacher  d'ailleurs  à  aucune  théorie  générale  (voir  Cayley,  Mathe- 
matical  Papers,  t.  V,  p.  ii5). 
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comme  on  sait, 

En  subslituanl  les  valeurs  précédentes,  on  a 

en  posant 

2f=a—c,        ig  =^  b  —  d. 

L'équation  (^)  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  courbes 
intégrales  est  ici 

(6-+-C/)(/>— l)-l-îl(/-h^/)/=0, 

et  elle  aura  évidemment,  suivant  les  cas,  une  ou  trois  racines  réelles. 
Quant  à  l'équation  (8)  du  second  degré  en  ^,  elle  se  réduit  à 

et  a,  par  suite,  ses  racines  imaginaires.  En  posant  j^  =  /x,  nous  avons 
l'équation  en  ^,  où  nous  n'écrivons  pas  dans  le  second  membre  les 
termes  en  x  inutiles  pour  la  discussion 


dx  b  -^  et 

Nous  savons  que  le  second  membre  s'annule  pour  trois  valeurs  de  / 
qui  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  écrite  ci-dessus. 
Soit  a  une  racine  de  cette  équation,  il  faut  trouver  le  signe  de  la 
dérivée  du  second  membre  de  l'équation  précédente  pour  /  =  a.  Il 
suffit  de  prendre  la  dérivée  du  numérateur  et  de  la  diviser  par  b  -\-  et 
et,  comme  on  a 


±  \/(/-i-^a)«-h(6  -hca)«=  a(6-hca)-+-/-l-^a, 

on  trouve  d'abord,  après  avoir  ainsi  fait  disparaître  le  radical, 

—  •2a(caH-^)-4-c(a*-l-i) 
~  •2[a(A-+-ca)-h/-+-^a]     ' 

et,  après  quelques  transformations,  en  tenant  compte  de  l'équation 
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du  troisième  degré  que  vérifie  a, 

—  acat* —  (2^-f-  6)a* —  b 
(a«-f-i)(6  -Hca)  * 

Si  celte  expression  est  positive,  il  y  a  une  infinité  d'intégrales  tan- 
gentes à  la  droite  y=zfxx\  il  n'y  en  a  qu'une,  si  elle  est  négative.  Les 
deux  circonstances  sont  possibles,  car  cette  expression  ne  contient 
pas/qui  figure  dans  l'équation  du  troisième  degré. 

Il  y  a  donc,  suivant  les  cas,  une  seule  ligne  de  courbure  ou  une 
infinité  de  lignes  de  courbure  passant  par  un  ombilic  et  ayant 
pour  tangente  une  des  directions  données  par  V équation  du  troi^ 
tième  degré. 

15.  Un  cas  particulier  très  simple  est  celui  où  l'on  aurait 

6  =  0. 

L'équation  du  troisième  degré  est  alors 

c/(r«~i)-+.'2(/-+-^/)/  =  o. 

Nous  avons  donc  la  racine  a  =  o,   et  l'expression  correspondante, 
dont  le  signe  est  à  rechercher,  se  réduit  à 


c 


Supposons,  par  exemple,  que 


Nous  aurons  une  seule  intégrale  tangente  à  la  droite  y=io\  si,  de 
plus,  comme  il  est  possible,  l'équation 

R  ses  racines  imaginaires,  nous  aurons  un  exemple  d'un  ombilic  par 
lequel  passe  une  seule  ligne  de  courbure. 

Ces  conditions  se  trouvent  vérifiées  pour  une  surface  du  second 
iegré.  On  reconnaît  aisément  que,  en  prenant  pour  plan  des  zx  le 
plan  principal  passant  par  l'ombilic,  l'équation  de  la  surface  peut 
s'écrire 
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et  Ton  a,  par  suite,  un  développement  de  la  forme 


k 

z  = 

On  a  donc 
et,  par  suite, 


z  =  -  (ar*-+- j^*)  -h  ^(aar*-+-  axy^)  -+-.... 


b  =  d  =  Of 


a 


/=3.         g  =  o. 


On  a  bien  — ^  <<  i  et  l'équalion  aux  coefficients  angulaires  des  t* 

gentes  se  réduit  à 

/(r«-+-i)  =  o. 

Il  ne  passe  donc  par  un  ombilic  d'une  quadrique  qu'une  seule  li^ 
de  courbure  réelle,  résultat  d'ailleurs  bien  connu. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LA  FORME  DES  COURBES  SATISFAISANT  A  UNE 
ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  PREMIER  ORDRE  ET 
DU  PREMIER  DEGRÉ  (  >). 


I.  —  Étude  des  points  à  rinflni  ;  relation  entre  les  nombres 
des  divers  points  singuliers. 

1.  Après  avoir  fail  l'élude  des  points  singuliers  d'une  courbe  défi- 
nie par  une  équation  différenlielle  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré  (Sect.  I,  Chap.  XI),  cherchons  à  nous  rendre  compte  de  la 
forme  des  courbes  définies  par  une  telle  équation.  Reprenons  donc 

J'équation 

dx       dy 

où  X  et  Y  sont  des  polynômes  en  x  et  y.  Nous  désignerons  d'une 
manière  générale,  sous  le  nom  de  caractéristiques^  les  courbes  que 
nous  avons  appelées  jusqu'ici  courbes  intégrales  de  cette  équation 
différentielle. 

Nous  n'avons  jusqu'ici  considéré  que  les  points  à  distance  finie. 
Pour  discuter  plus  facilement  les  formes  des  caractéristiques  à  l'in- 
fini, nous  projetterons  ces  courbes  sur  une  sphère,  en  plaçant  le 
point  de  vue  au  centre  de  la  sphère.  En  joignant  le  point  ( j?,  y)  du 
plan  au  point  de  vue,  on  a  une  droite  qui  rencontre  la  sphère  en  deux 
points.  En  supposant  la  sphère  partagée  en  deux  hémisphères  par  un 
plan  diamétral  P,  parallèle  au  plan  (a:,  y)^  l'un  de  ces  points  sera 


{*)  Nous  suivons  dans  ce  Chapitre  le  beau  Mémoire  de  M.  Poincarc  [Sur  les 
courbes  définies  par  les  équations  différentielles  {Journal  de  Liouville,  1881  et 
1883)],  en  cherchanl  surtout  à  mettre  en  évidence  les  points  les  plus  intéressants 
relatifs  au  c6té  qualitatif  de  la  question. 
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silué  dans  le  premier  hémisphère,  Taulre  dans  le  second.  Les  points 
à  rinfini  du  plan  {x^  y)  correspondront  à  la  circonférence  E,  inter- 
section de  la  sphère  et  du  plan  P;  nous  appellerons  E  Téquateur. 

Nous  appellerons  cycle  sur  la  sphère  une  courbe  telle  qu'on 
revienne  au  point  de  départ  après  en  avoir  parcouru  un  arc  fini. 
Nous  ne  considérerons  que  les  cycles  analytiques;  nous  entendons 
par  là  des  cycles  formés  d'arcs  réguliers  de  lignes  analytiques 
{voir  t.  II,  p.  298,  2^  édition,  pour  la  définition  des  arcs  analytiques). 

Une  spirale  sur  la  sphère  sera  une  courbe  qui  coupe  un  cycle  en 
un  seul  point;  telle  est,  par  exemple,  la  loxodromie  qui  coupe  les 
parallèles  en  un  seul  point. 

Si  l'on  considère  les  deux  portions  d'une  même  caractéristique  qui 
se  trouvent  de  part  et  d'autre  d'un  de  ses  points,  on  aura  divisé  cette 
caractéristique  (à  moins  qu'elle  ne  soit  un  cycle)  en  deux  demi- 
caractéristiques  distinctes. 

2.  Dans  l'équation 

dx  __  dy 

•nous  supposerons  X  et  Y  de  même  degré  m  et,  de  plus,  aucune  cir- 
constance spéciale  ne  se  présente  relativement  aux  points  singuliers, 
c'esl-à-dire  que  ceux-ci  se  réduisent  à  des  foyers,  des  nœuds  et  des 
cols. 

Pour  étudier  les  points  à  l'infini,  on  pose,  s'il  s'agit  d'un  point  non 
situé  sur  le  grand  cercle  qui  correspond  à  x  =  o, 

I  / 

et  l'on  a  ainsi,  pour  le  point  considéré,  5  =  o,  ^  étant  égale  à  un 
quantité  finie. 

Si   Ton   veut    considérer   le   point   à   Tinflni    situé    sur   le    grai 
cercle  x  =  o^  on  posera 

/  1 

z  -^        z 

3.  >i'ous  avons  fait  précédemment  Tétude  des  points   singuli 
qui  sont  à  l'intersection  des  deux  courbes 

X  =  0,        Y  =  o. 
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Nous  n'avons  considéré  que  les  points  d'intersection  à  distance 
finie.  Si  les  deux  courbes  précédentes  se  coupent  en  un  point  situé 
sur  l'équateur,  soit,  par  exemple,  en  un  point  non  situé  sur  x  =  o, 
i'équateur  devient,  en  posant 

1  / 

z  -^        z 

(5  =  0,  /  =:  a  correspondant  au  point  considéré  à  l'infini), 
—  dz  z  dt  —  t  dz 


"(H)    v(i.f) 


OU 

dz{t\x-\x)  =  dtz\^, 

en  posant  X(-,  -j  =  -^7^^    ^  [y  i)  =  -^p^'    On    aura, 

d'après  l'hypothèse  que  5  =  0,  ^  =  a  correspond  à  un  point  de  ren- 
contre, 

X|(a,  o)  =  o,         Y, (a,  o)  =  0. 

4.  Je  dis  d'abord  que  tout  système  de  caractéristiques  admet  des 
points  singuliers.  Le  seul  cas,  011  l'affirmation  précédente  est  dou- 
teuse, est  celui  où  les  courbes  X  =  o,  Y=o  ne  se  rencontreraient 
qu'à  l'infini  ou  ne  se  couperaient  en  aucun  point.  Dans  le  premier 
cas,  il  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe 
précédent  qu'un  point  de  rencontre  (/  =:  a,  s  =  o)  est  un  point  sin- 
gulier, car  pour  ce  point 

^Xi  =  o,         /X,  — Yi  =  o, 

et,  par  suite,  les  dénominateurs  de  l'équation 

dz  dt 


s'annulent  pour  /  =  a,  5  =  0. 

Ck>nsidérons  donc  le  cas  où  les  deux  courbes  X  :=  o,  Y  =  o  n'au- 
raient aucun  point  commun;  le  degré  m  de  X  et  Y  est  alors  pair 
évidemment. 

En  désignant  par  X2  et  Yj  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  x 
et  y  dans  X  et  Y,  nous  devons  supposer  que  l'on  n'a  pas  identi- 
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qiienient 

cette  identité  est,  en  efl'ct,  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Car,  s^^ 
Ton  a\ait 

X2  serait  divisible  par  x  et  Y^  par  r.  Soit 

X,=  arX3,         Y,=^Y3, 
on  déduit  de  l'identité  ci-dessus 

X3  =  Y,. 

X3  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  impair;  donc  elle  s'annule, 
soit  pour  x  =  o,  soit  |)our  une  certaine  valeur  ^  =  a.  On  aurait  donc 

Xj  =  Yi  =  o, 

) 

soit  pour  j?  =  o,  soit  pour  ^^  =  a,  c  esl-à-dire  que  les  courbes  X  =  o,    \ 

Y  =  0  se  couperaient  en  un  point  de  l'équateur. 

L'équation  ^X2  —  xY2  =  o,  étant  de  degré  impair,  a  nécessaire- 
ment une  racine  réelle,  que  nous  désignerons  par  a.  Or,  en  posant, 
comme  plus  haut, 

1  t 

on  voit  que  les  équations 

;:Xj  =  o,        ^X| — Y|  =  o 

s'annuleront  pour  ;;  =  o,  1^=7.^  car  /X<  —  Y<  pour  s  =  o  se  réduit 
à  ^X2(i,  /)  — Y2(i,  /). 

5.  Nous  plaçant  toujours  dans  le  cas  général,  nous  pouvons  sup- 
poser que  les  courbes 

X  =  o,        Y  =  o 

n'ont  que  des  points  simples  de  rencontre,  et  que  ces  points  sont 
à  distance  finie.  De  plus,  nous  supposons  que  l'équation 

n'a  que  des  racines  simples.  De  cette  façon,  /  =  a,  z  =  o  (au  para- 
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graphe  précédent)  est  une  solution  simple  des  deux  équations 
5X1  =  0,        /X,  — Y,  =  0. 

Dans  ces  conditions,  tous  les  points  singuliers  (en  dehors  de 
Téquateur  ou  sur  l'équaleur)  sont  des  points  singuliers  ordinaires 
du  type  de  ceux  que  nous  avons  rencontrés  dans  la  discussion  du 
Chapitre  précédent  :  foyersy  cols  ou  nœuds,  et  exceptionnellement 
des  centres  (ceux-ci  correspondant  à  des  relations  d'égalité). 

J'ajoute  encore  que  Véquateur  sera  une  caractéristique,  comme 
il  résulte  de  l'équation 

dz     _       dt 
-f-zX,  "  /X,  — Y,' 

qai  est  vérifiée  pour  ;;  =  o.  Il  en  résulte  que  tout  point  singulier 
situé  sur  Véquateur  sera  un  nœud  ou  un  col,  car  toutes  les  caracté- 
ristiques, passant  par  un  foyer,  ont  ce  point  comme  point  asymptote. 
Eafin,  le  nombre  des  points  singuliers  sur  la  sphère  est  évidem- 
ment pair,  puisque  tout  est  symétrique  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère. 

6.  Considérons  maintenant  une   courbe   fermée   tracée   dans   un 
hémisphère;  il  lui  correspond  une  courbe  fermée  C  dans  le  plan 
I    [:p,y).  Formons  l'intégrale 

r  .        I     rXrfY-YrfX 


j_    r\d\  —  \d 


que  l'on  prendra  le  long  du  contour  C  dans  le  sens  positif.  Comme 
nous  l'avons  vu  (t.  I,  2*'éd.,  p.  99),  l'intégrale  J  représente  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  des  racines  communes  aux  équations 

X  =  o,        Y  =  o, 
contenues  dans  C,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel 

^  dY  _dX  ^ 
dx  dy        ôy   ôx 

est  positif,  et  celles  pour  lesquelles  il  est  négatif. 

Si  à  l'intérieur  de  C  il  n'y  a  pas  de  point  singulier,  c'est-à-dire  de 
point  pour  lequel  X  =  Y=  o,  on  aura  évidemment  J=  o.  Supposons 
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qu'il  y  ait  un  point  singulier  à  l'intérieur  de  C,  et  cherchons  la  valeur  — 
de  J.  Si  ce  point  est  à  l'origine,  on  aura 

X  =  aa* -+- 6^  H-. . ., 

Si  l'on  a 

ab'  —  ba^  o, 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  J  =  i .  Au  contraire,  si  l'on  a 

il  viendra  J  =:  —  i . 

Or,   dans  le   premier  cas  [a6' — ba!  >  o\  les  deux  racines  de  ^ 
l'équation  en  X 

Xt^i^a-^  b')\  H-  a6'—  ba'  =  o 

seront  de  même  signe  ou  imaginaires,  et,  par  suite,  le  point  sînguliei — ' 
sera  un  nœud  ou  un  foyer.  Si,  au  contraire,  aV —  ba'<i  o,  les  deux:=: 
racines  seront  réelles  et  de  signes  contraires,  et  nous  aurons  un  col — 
En  désignant  donc  respeciti  vement  par  N,  F,  C  les  nombres  des  nœuds, 
des  foyers  et  des  cols  contenus  dans  un  contour  F,  on  aura 

j  =  N^F  — C. 

On  peut  appeler  J  V indice  du  cycle;  il  peut  être  encore  défini  de 
la  manière  suivante.  En  appelant/?  le  nombre  de  fois  que  le  quotient 

Y 
X 

passe  de  H-  oo  à  —  oo  quand  le  point  (x,  y)  décrit  F  dans  le  sens  po- 
sitif, et  par  n  le  nombre  de  fois  que  ce  quotient  passe  de  —  oo  à  -f-  oo 
dans  les  mêmes  conditions,  on  aura 

J=  P  —  ^ 


7.   En  adoptant  cette  dernière  définition,  on  peut  parler  de  /V/i- 

dice  de   Véquateur.  Cet  indice  est  le  nombre   précédent   pour  la 

fraction 

Y, 

quand  on  y  pose  a?  =  r  cosio,  y=^r  sinco  et  qu'on  fait  varier  a>  de  o 
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à  2Tc;  ce  sera  donc  Tindice  de  la  fraction  ratlonn<»lle 


pour /variant  de  — oo  à  -hx,  puisque  tout  est  symétrique  par  ra|)|3t)rl 
au  centre  de  la  sphère  (fo/r,  pour  l'indice  des  fractions  rationnelles, 
l.  Ilj  2*  éd.,  p.  i(p),  et  Ton  peut  évidemment  aussi  considérer  Tin- 
(lice  (le  l'équateur  comme  la  limite  de  l'intégrale 

quand  on  pose  x  =  /'cosco,  y  =  r  sino),  r  étant  une  constante  qu'on 
fait  grandir  indéfiniment. 
Reprenons  l'équation  du  §  «'i 

dt       —  Y,-+-/X, 


dz  \x 

Les  \aleurs  de  /,  intéressantes  pour  nous,  sont  les  racines  de  ré<|ua- 

lion 

(0  Vl(^    ())—  /\i(/,   O)  rr=(), 

mais,  puisqu'on  a 

Y,(/,  <))  =  YaO,  t), 

\,(/,  o.i  =  \;(I,  t). 

on  peut  écrire  ré(|uation  sous  la  forme 

^ dt_  _  —  Yjd,  /)-h  /\j(i,  /) 
^~dz  ~  \j(i.  t)  ' 

et  Ic^  racines  de  l'équation 

{%)  Yj (  I ,  /  )  —  /  X» (  I ,  / )  =  o 

correspondent  à  des  nœuds  ou  des  cols.  Or,  considérons  l'expression 

Yjd,  /) 
Xsn,^)         ' 

et  désignons  par  a  et  ,3  le  nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  posilif  au 

négatif  et  du  négatif  au  positif,  quand  t  varie  de  — oc  à  -h  oo.  Celh' 

expression  peul  passer  du  positif  au  négatif,  soit  quand  t  rcncrouln* 

P.  —  III.  i6 
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une  racine  de  (2),  et  alors  nous  avons  un  nœud,  soit  quand  elle 
devient  infinie  en  passant  de  -f-  00  à  — 00;  de  même  elle  peut  passeï^ 
du  négatif  au  positif,  soit  quand  t  rencontre  une  racine  de  (2)  cor- 
respondant à  un  col,  soit  quand  elle  devient  infinie  en  passante 
de  — 00  à  -h  00.  D'ailleurs,  puisque  pour  /  = -+- oc  l'expression  esU 
négative,  et  positive  pour  ^  = —  00,  on  aura 

et,  par  suite,  si  nous  désignons  par  2N'  et  2C'  le  nombre  évidem- 
ment  pair  (puisqu'il  y  a  symétrie  par  rapport  au  centre  de  la  splière 
des  nœuds  et  des  cols  sur  IVquateur,  nous  aurons 


■^'-^'-jKS^'- 


L'indice  de  Véquateur  est  donc  égal  à 

,_hG'-N'. 

8.  En  égalant  les  deux  expressions  trouvées  dan-»  les  deux  para> 
graphes  précédents  pour  l'indice  d'une  courbe  du  premier  hémisphère 
très  voisine  de  l'équateur,  nous  aurons  une  relation  entre  les  cols, 
les  foyers  et  les  nœuds  sur  la  sphère.  Nous  appelons,  comme  ci- 
dessus,  2C  et  2N'  les  nombres  des  cols  et  des  nœuds  situés  sur 
l'équateur.  Désignons  de  même  comme  ci-dessus  par  2C,  2N,  2F  les 
nombres  évidemment  pairs  des  cols,  nœuds  et  foyers  sur  le  reste  de 
la  sphère.  Sur  un  hémisphère,  les  cols,  nœuds  et  foyers  sont  en 
nombres  respectivement  égaux  à  C,  N,  F.  On  aura  donc 

,_hG'— N'=N-hF-G, 
que  nous  écrirons 

2(N-+-N')-h-;'.F  =  2(C-f-  G')-h7.. 

On  peut  donc  dire  que,  sur  toute  la  sphère,  le  nombre  des  nœuds 
plus  le  nombre  des  foyers  est  égal  au  nombre  des  cols  plus  deujr. 


II.  —  Remarques  générales  sur  la  forme  des  caractéristiques. 

9.   Faisons  d'abord    une  première   remarque  relative  à  la  conti- 
nuation des  intégrales.  Quand  on  suil  à  partir  d'un  point  une  carac- 
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lérislique,  divers  cas  peiivenl  se  présenter;  il  |)eul  arriver  que  Ton 
arrive  à  un  coi  ou  un  nœud  (nous  ne  parlons  pas  des  foyers  auxquels 
on  n'arrive  pas  puisque  ce  sont  des  points  asymptotes).  ()nand  on 
arrive  à  un  coi,  on  peut,  soit  suivre  Tare  de  courbe  situé  de  faulre 
côté  du  col  et  ayant  la  même  tringente,  soit  prendre  l'arc  à  droite  ou 
l'arc  à  gauche,  et  nous  ferons  bientôt  une  hypothèse  particulière  à  ce 
sujet.  Pour  les  nœuds,  les  choses  se  présentent  dilléremmenl  et  il  faut 
nécessairement  arrêter  la  caractéristique  à  un  nœud.  Nous  savons  en 
effet  que,  moyennant  une  transformation  con\enal)le  des  variables, 
on  peut  mettre  l'équation  des  caractéristiques  sous  la  forme 

f  y  =  Cx>, 

C  étant  la  constante  arbitraire,  et  a  une  constante  réelle  positive. 
Considérons  une  caractéristique  arrivant  à  l'origine  ;  soit,  par  eiemple, 
pour  une  valeur  donnée  de  C,  la  branche  parfaitement  définie  cor- 
respondant aux  valeurs  positives  de  x  obtenue  en  donnant  à  x^  sa 
valeur  arithmétique.  Une  fois  arrivé  à  l'origine,  nous  n'avons  plus 
aucune  raison  en  général  de  suivre  une  courbe  intégrale  plutôt  qu'une 
autre  (sauf  dans  le  cas  particulier  on  A  serait  commensurable),  et  nous 
arrêtons  alors  lUnlégrale  à  un  nœud. 

Ceci  posé,  voici  un  premier  théorème  à  peu  près  évident,  mais 
fort  important  pour  la  suite.  Je  considère  une  demi-raractéristique  C 
passant  par  un  point  singulier  A.  Nous  supposons  qu'elle  n'aille  pas 
passer  par  un  nœud,  et  nous  allons  montrer  dans  ces  conditions  que, 
si  celle  demi-caracléristique  ne  coupe  tout  cycle  analytique 
quen  un  nombre  fini  de  points,  elle  se  réduit  nécessairement 
à  un  cycle. 

Partageons  ia  splière,  d'abord  en  deux  calottes  sphériques  S|  et  S2 
par  un  cycle  analytique.  Comme  la  caractéristique  étudiée  ne  ren- 
contre ce  cycle  qu'en  un  nombre  fini  de  points,  il  arrivera  un  moment 
où  elle  restera  toujours  dans  l'une  des  deux  calottes  sphériques, 
soit  S<.  Celle-ci  devra  contenir  A;  sinon,  nous  la  partagerions  en  un 
certain  nombre  de  parties  par  des  cycles,  et  il  y  en  aurait  nécessaire- 
ment une  dans  laquelle  la  ligne  resterait  toujours,  cela  pour  la  même 
raison  que  plus  haut;  finalement,  on  arriverait  à  a>oir  des  cycles  de 
plus  en  plus  petits,  à  Tinti^rieur  desquels  resterait  toujours  la 
caractéristique,  cycles  qu'on  pourrait  fiiire  tendre  vers  zéro,  et  alors 
le  point  limite  serait  un  foyer,  ce  qui  est  inconipatible  avec  l'hypo- 
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thèse  que  tout  cycle  ne  coupe  la  courbe  qu'en  un  nombre  fini  de 
poinls.  Revenons  donc  à  la  calotte  S|  ;  on  la  décomposera  encore  en 
deux  parties,  et  la  caractéristique  finira  par  rester  dans  l'une  d'elles, 
celle  qui  contient  A,  comme  le  montre  toujours  le  même  raisonne- 
ment. Finalement  nous  aurons  une  série  de  cycles  de  plus  en  plus 
petits  contenant  A,  à  l'intérieur  desquels  restera  la  courbe;  celle-ci 
va  donc  repasser  par  le  point  A,  et  nous  avons  bien  un  cycle,  comme 
nous  voulions  l'établir. 

10.  Une  considération  d'une  grande  importance  est  celle  du 
nombre  des  points  où  un  arc  de  courbe  donné  sur  la  sphère  touche 
une  caractéristique,  c'est-à-dire  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc. 
Pour  un  arc  analytique  régulier  ou  formé  d'un  nombre  fini  d'arcs 
réguliers,  le  nombre  des  contacts  sera  nécessairement  fini.  Soit  donné 
dans  le  plan  un  arc  pris  entre  deux  points  A  et  B  de  la  courbe  repré-  - 
sentée  par  Téquation 

F(  X,  y)  =  o; 

on   cherchera   les   contacts   de  cet  arc  en  écrivant  qu'en   un   point:, 
(x,  v)  de  cette  courbe,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  égal 
à  la    valeur   de  y-  donnée    par   l'équation  différentielle,    d'où    l'on 

conclut 

V  oV       ^,  à? 

\  T r-   1   =  O. 

or  Oy 

Les  intersections  des  dtMix  courbes  précédentes  comprises  entre  A 
et  B  donnent  les  contacts  cherchés.  Si  les  deux  courbes  étaient  tan- 
gentes en  un  point,  il  y  aurait  plusieurs  contacts  confondus,  et  alors 
la  caractéristique  en  ce  point  aurait  un  contact  d'ordre  supérieur 
UN  oc  Tan^  donné.  Kn  tenant  compte  du  degré  de  multiplicité,  on  voit 
que  les  nomhrvs  des  contacts  d^un  cycle  sans  point  anguleux  et  ne 
passant  /tas  par  un  point  singulier  est  toujours  un  nombre  pair; 
<  \»sl  une  conséquence  innuédiate  de  ce  «|ue  deux  courbes  fermées  de 
la  sphère  ont  un  nombre  pair  de  points  de  rencontre. 

Si  le  c\rle  a  un  piunt  anguleux,  le  résultat  précédent  ne  subsiste 
pas  >ans  inoiiitioation,  car  le  |Hunt  anguleux  figure  parmi  les  contacts. 
NtMis  >nppi»iuis  i|uc  le  piunt  ani:uleu\  est  un  point  ordinaire  pour 
TéquatioiK  l>eu\  cas  pcuMMil  se  prÔNonter  :  la  caractéristique  passant 
par  le  point  aui^uleux  li\uer>c  ou  non  le  cycle.  Dans  le  premier  cas, 
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un  cycle  peu  différent  du  cycle  donné,  mais  sans  point  anguleux, 
n'aura  pas  de  contact  voisin  du  point  anguleux,  et,  par  suite,  pour  le 
cycle  donné,  nous  avons  un  contact  de  plus  que  pour  le  cjcle  auxi- 
liaire; la  parité  sera  donc  différente  pour  les  deux  cycles,  et  nous  pou- 
vons dire  alors  que  le  point  anguleux  change  la  pariié  du  nombre 
des  contacts.  Dans  le  second  cas,  il  y  aura  pour  le  cycle  auxiliaire 
un  contact  voisin  du  point  anguleux,  et  le  point  anguleux  ne  change 
pas  la  parité  du  nombre  des  contacts. 

{{.  Si  Ton  joint  deux  points  A  et  B  d'une  caractéristique  par  un 
arc  de  courbe  qui  n'ait  avec  la  caractéristique  d'autre  point  commun 
que  ses  deux  extrémités  A  et  B,  l'arc  de  courbe  et  l'arc  de  caracté- 
ristique compris  entre  les  deux  points  formeront  par  leur  ensemble 
un  cycle  sphérique.   Mais  deux  cas  peuvent  se  présenter,  et  cette 
distinction  est  d'une  grande  importance.  En  premier  lieu,  les  deux 
branches  de  courbes  formées  par  la  caractéristique  prolongée  au  delà 
de  A  et  B  sont  toutes  deux  intérieures  ou  toutes  deux  extérieures  au 
cycle  formé  par  les  deux  arcs.  Nous  dirons  dans  ce  cas  que  l'arc  de 
courbe  sous-tend  Tare  de  caractéristique.  En  second  lieu,  les  deux 
branches  prolongées  au  delà  de  A  et  B  sont  Tune  intérieure,  l'autre 
extérieure  au  cycle  fonué  par  les  deux  arcs;  nous  dirons  alors  que 
l'are  de  courbe  sur-tend  Tare  de  caractéristique. 

Ces  définitions  posées,  considérons  un  arc  de  caractéristique  ne 
passant  par  aucun  point  singulier  et  sous-tendu  par  un  arc  de 
courbe  AB. 

Nous  allons  montrer  que  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc  de 
courbe  est  impair.  Supposons  que  Tare  de  courbe  AB,  supposé  ana- 
lytique, soit  représenté  par  l'équation 

On  pourra  définir  l'arc  de  caractéristique  par  les  deux  équations 

dx  __  dy  __ 

et,  puisqu'il  ne  passe  par  aucun  point  singulier,  on  peut  admettre 
qu'on  va  de  A  en  B  sur  la  caractéristique,  en  faisant  varier  /  de  /„ 
à  ^i(/o<I  ^i)«  Puis(pje  Tare  AB  de  la  courbe  F  sous-tend  la  caracté- 
ristique, la  fonction 
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quand  on  substitue  les  expressions  des  coordonnées  x  et  j'  de  h 
caractéristique,  passera  d'un  signe  à  un  autre,  par  exemple  du  positi 
au  négatif,  quand  t  passera  par  t^^  et  du  négatif  au  positif  quand 
passera  par  ^i  ;  la  dérivée  de  Yi^x^  y)  par  rapport  à  /,  c'est-à-dire 

<>F  ÙV 

A r   I  -r— > 

àx  ày 

sera  donc  négative  au  point  A  et  positive  au  point  B.  Faisons  main 
lenant  décrire  à  {x^y)  l'arc  AR  do  F;  l'expression  précédente  s'an 
nulera  un  nombre  impair  de  fois,  et,  par  suite,  le  nombre  de 
contacts  de  rare  est  impair. 

12.  Dans  le  théorème  précédent,  l'arc  de  caractéristique  ne  passai 
par  aucun  point  singulier,  car  un  point  singulier  ne  peut  être  allein 
que  pour  /  =  oo,  et  nous  'n'avons  plus  alors  de  démonstration.  O 
peut  présenter  aufrcuient  la  démonstration  du  théorème  précédeni 
en  supposant  alors  (|ue  la  fonction  F(jr,  y)  n'est  pas  seulenier 
définie  dans  le  voisinage  de  Tare  sous-tendant  AB,  mais  pour  tous  \t 
points  à  l'intérieur  du  cvcle  formé  par  cet  arc  et  la  caracléristiqui 
Il  résulte,  en  efl'et,  de  ce  (|ue  nous  avons  dit  plus  haut,  que  la  foni 
tion 

s'aunulant  en  A  et  B,   et  passant,  quand  (>c,  y)  décrit  la  caracL 
ristique,  du   positif  au  négatif  en   A  et  du  négatif  au  positif  en 
pasï>era  sur  l'arc  de  caractéristique  par  un  nombre  impair  de  maxis 
/OU  de  minima.  Or,  pour  ces  maxima  ou  minima,  on  a 

Ox  ôy 

c'est-à-dire  que  celle  dernière  courbe  coupe  l'arc  de  caracléristic^ 
vcn  un  nombre  impair  de  points.  Or  cette  courbe  est  analytique;  c 
coupe  donc  le  cycle  formé  par  la  caractéristique  et  l'arc  sous-lendai 
lui-même  analytique,  en  un  nombre  pair  de  points.  11  faut  donc  qi 
les  contacts  sur  Tare  sous-tendant  soient  en  nombre  impair;  c'est  / 
théorème  du  paragraphe  précédent.  Dans  le  raisonnement  précédcul 
on  a  supposé  que  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  (3)  avec  l< 
cycle  étaient  des  points  simples  correspondant  à  des  contacts.  Le  ca 
oïl  la  caractéristique  passerait  par  un  col  demande  un  examen  parti 
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<îulier,  car  la  courbe  (3)  passe  en  ce  point.  Si  la  caractéristique, 
arrivée  en  un  col,  continue  par  la  courbe  ayant  même  tangente, 
la  courbe  (3)  traversera  an  col  la  caractéristique;  la  courbe 
F(Xj y)  =  F(xo,  J'o)i  en  désignant  par(xo,yo)  les  coordonnées  du 
coJ,  traversera  aussi  en  général  la  caractéristique,  et  la  fonction  F 
n'aura  au  col  ni  maximum,  ni  minimum;  un  point  est  donc  à  défal- 
quer dans  rénumération  des  contacts,  et  nous  avons  alors  un 
nombre  pair  pour  les  contacts  de  Varc  sous-tendant. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  caractéristique  arri\ée  à  un  col 
soit  considérée  comme  se  continuant  par  un  arc  n'ayant  pas  même 
tangente.  Etudions  la  disposition  de  la  courbe  (3),  de  la  courbe 
F:=  Fo  et  du  cycle  dans  le  voisinage  du  col  (^r©,  j^o)î  nous  pouvons 
supposer  (xo  =  o,  j^o=  ^)^  et  que,  de  plus, 

^  étant  négatif.  Le  cycle  est  formé  d'une  courbe  tangente  à  Ox  et 
d'une  courbe  tangente  à  Oy,  La  courbe  F  =  Fq  a  pour  tangente  la 
droite 

^x  -f-  Py  =  o 

en  posant  F  =  Fo -f- aj; -4- ^j^  H- . . .,  et  la  courbe  (3)  a  pour  tan- 
gente 

^x  -h  \^y  =  o. 

Ces  deux  dernières  droites  ne  sont  pas  dans  le  même  quadrant.  Si  la 
courbe  F  =  Fo  traverse  le  cycle  au  col,  la  courbe  (3)  ne  le  traversera 
pas;  nous  aurons  alors  au  col  deux  points  de  rencontre  de  (3)  avec 
le  cycle,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum  pour  F.  Au  contraire, 
si  (3)  traverse  le  cycle,  nous  ne  devons  plus  compter  le  col  que  pour 
un  point  de  rencontre;   mais  il  y  a  alors  maximum   ou   minimum 
pour  F,   puisque  alors  la  courbe  F  =  Fj,  ne  traverse  pas  le  cycle. 
Dans  les  deux  cas,  la  conclusion  est  la  même  pour  ce  qui  concerne 
la  parité  du  nombre  des  contacts;  ici,  comme  au  paragraphe  précé- 
dent, le  nombre  des  contacts  de  l'arc  sous-lendantsera  un  nombre 
impair, 

13.  Dorénavant,   quand  nous  suivrons  une  caractéristique,   nous 
prendrons  pour  son  prolongement,  si  nous  rencontrons  un  col,  un 
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arc  de  caractéristique  n^ ayant  pas  même  tangente  au  col.  Ce 
prolongement  pourra  nécessairement  alors  se  faire  de  deux  manières 
différentes,  car  on  peut  prendre  l'arc  de  droite  ou  Tare  de  gauche 
par  rapport  à  celui  que  l'on  suivait  d'abord.  Cette  façon  de  procéder 
peut  paraître  au  premier  abord  singulière;  il  pourrait  sembler  plus 
naturel  de  suivre  l'arc  ayant  même  tangente,  ce  qui  ne  donnerait  lieu 
d'ailleurs  à  aucune  indétermination;  mais  alors  nous  n'aurions  plus 
un  nombre  impair  de  contacts  pour  un  arc  sous-tendant,  et  Ton  ne 
peut  arriver  à  quelques  résultats  généraux  que  moyennant  cette 
condition. 

On  peut  démontrer,  pour  les  arcs  qui  sur-tendent  un  arc  de  carac- 
téristique, un  théorème  analogue  à  celui  des  §§  11  et  12.  Seulement, 
le  nombre  des  contacts  sera  pair. 

14.  Parmi  les  arcs  analytiques  tracés  sur  la  sphère,  les  arcs  sans 
contact  présentent  un  intérêt  particulier.  Considérons  un  arc  sans 
contact  ADB,  et  soit  Mo  un  point  de  cet  arc;  par  ce  point  passe  une 
caractéristique  que  nous  suivons  dans  un  certain  sens,  et  supposons 
qu'en  la  suivant  ainsi  nous  rencontrions  une  nouvelle  fois  l'arc  ADB 
au  point  M,.  On  remarquera  d'abord  que  l'arc  MqMi  sur-tcnd  l'arc 
de  caractéristique  MoCMi,  car,  s'il  le  sous-tendait,  il  y  aurait  un 
nombre  impair  de  contacts  sur  l'arc  MoDMi,  un  au  moins,  par  con- 

Fig.   II. 


séquent;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  sans  contact.  Ensuite,  si 
l'on  continue  à  suivre  l'arc  MoCM^,  de  caractéristique,  je  dis  qu'on 
ne  rencontrera  plus  l'arc  MoDM,  ;  car,  si  Ton  avait  l'arc  M|  FM  s,  il 
serait  nécessairement  sous-tendu  par  M,  M2,  ce  qui  ne  se  peut. 

Ceci  posé,  soit  Nq  un  point  voisin  de  Mo  et  à  gauche  de  M«Bft|  sur 
l'arc  AB  {fi^.  9)  ;  par  le  point  N,,  passe  un  arc  de  carac 
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voisin  du  premier.  Il  viendra  rencontrer  AB  en  un  poinl  N|  à  gauche 
de  M|,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  devrait  rencontrer  M^CM^.  Si 
donc  nous  considérons  le  cjcle  N^CNi  DM^N,,,  ce  cycle  ne  rencontre 
la  caractéristique  Mq CM I  qu'en  un  seul  point  M„.  D'après  nos  défi- 
nitions du  début,  la  caractéristique  considérée  est  une  spirale. 

lo.  De  ce  résultat  nous  allons  déduire  une  proposition  extrême- 
ment intéressante  relativement  à  la  nature  des  caractéristiques.  Envi- 
sageons une  caractéristique  de  la  nature  de  celle  que  nous  étudions, 
c'est-à-dire  qui,  prolongée  indéfînimenl,  n'aboutisse  pas  à  un  nœud. 
Celte  caractéristique  pourra  être  un  cycle.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
rencontrera  au  moins  un  cycle  analytique  en  une  infinité  de  points, 
d'après  le  théorème  du  §  9.  Un  tel  cycle  se  composera  d'un  nombre 
fini  d'arcs  sans  contact.  Un  de  ces  arcs  AB  au  moins  est  rencontré 
une  infinité  de  fois  par  notre  caractéristique;  en  suivant  la  caracté- 
ristique à  partir  d'un  premier  point  de  rencontre  Mo  avec  AB,  on  en 
rencontre  nécessairement  un  second  M|  et  les  conclusions  du  para- 
graphe précédent  sont  applicables.  La  caractéristique  est  donc  une 
spirale.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Toute  caractéristique  n  ^aboutissant  pas  à  un  nœud  est  un  cycle 
ou  une  spirale. 

Cette  proposition  nous  donne  déjà  un  renseignement  précis  sur  la 
forme  des  courbes  caractéristiques.  Avant  de  continuer  celte  étude, 
revenons  à  l'équation  différentielle  et  rappelons  comment  on  peut 
obtenir  quelque  représentation  analytique  de  l'intégrale. 

16.  Les  remarques  qui  vont  suivre  s'appliquent  à  un  système  d'un 
nombre  quelconque  d'équations;  prenons  un  système  àe  p  équations 

dxx  __  dx^  __       _  dx,t 
Xi         Xj  X;, 

où  nous  supposons  que  les  X  sont  des  polynômes  de  degré  m 
en  Xi,  . . .,  JT;,;  de  plus,  les  termes  du  plus  haut  degré  dans  ces  poly- 
nômes n'ont  pas  de  facteur  commun. 

M.  Poincaré  a  indiqué  un  développement  des  intégrales  de  ces 
éqaations.  Nous  considérerons  le  système 

dxi  X/ 


dt   ""  i-+-X{-+-X|-^...H-X^ 


(«  =1,   2,  ,,.,P), 


p 
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et  nous  allons  chercher  à  obtenir  un  développenieul  des  x  cons 
dërés  comme  fonction  de  (,  Quand  les  x  sont  réels,  les  modul^^ 
des    seconds   membres    des    équations    précédentes    sont    moindri^^ 

que  -•  Soit 


un  système  quelconque  de  valeurs  réelles  des  x;  on  peut,  autour  iKi. 
ces  points,  dans  les  plans  respectifs  des  variables  complexes  x^-  , 
^2?  •••?  ^pi  décrire  des  cercles  de  rayon  p  tels  que  dans  ces  cercl  ^. 
on  ait 


Xî-4-...-^X/, 


<I. 


Ce  rayon  p  a  un  minimum  qui  n'est  pas  nul,  quelles  que  puissent 
être  les  quantités  réelles  x^.  La  difficulté  pourrait  provenir  du  cas 
où  un  ou  plusieurs  des  x^  serait  très  grand.  Soit,  par  exemple,  xj  la 
plus  grande  des  quantités  x^,  nous  poserons 

^•  =  ?'     '«=^'     ••••     ^''="^' 

x'  sera  très  petit,  et  les  i  de  modules  moindres  que  un.  Or,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  l'inégalité  ci-dessus,  on  voit  qu'elle  sera 
certainement  vérifiée  pour  x'  suffisamment  petit,  quels  que  soient 
les  y  entre  —  i  et  -h  i  (en  tenant  compte  de  l'hypothèse  faite  sur  les 
termes  du  plus  haut  degré  des  X)  et,  par  suite,  nous  pourrons  tou- 
jours tracer  dans  le  plan  des  x  les  cercles  de  rayon  fixe  p,  de  façon 
à  avoir  l'inégalité  indiquée. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  les  Xj  intégrales  de  Téquation 
dillerenlielle,  sont  (\ es  /onctions  holomorphes  de  la  variable  com- 
plexe t  dans  une  luinde  parallèle  à  l^axe  réel,  ayant  cet  axe 
comme  médiane  et  une  épaisseur  2p.  Il  suffit  pour  cela  de  nous 
reporter  au  théorème  général  relatif  à  Texistence  des  intégrales;  en 
employant  les  notations  du  Tome  II  (p.  822),  le  rayon  de  convergence 
assurée  est  la  plus  petite  des  deux  quantités 

b 
^'     M- 

Nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  le  nombre  a,  puisque  les  seconds 
membres  ne  dépendent  pas  de  /.  Nous  avons,  d'autre  part,  6  =  pf 


r 


_  , 

z 

Y- 1 

t 

= 

log 

i  -h  z 
I  —  z 
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Af=i,  et  par  suite  les  développements  s'effecliieront  de  proche  en 
pioche,  en  partant  d'un  syslème  de  valeurs  initiales  réelles  et  en  fai- 
sant décrire  à  t  Taxe  réel,  à  Taide  de  cercles  de  ravon  c;  ceci  revient 
à  dire,  comme  nous  Tavons  énoncé,  que  les  intégrales  sont  holo- 
jinorphes  dans  une  bande  d'épaisseur  2 p. 

Il  est  alors  facile  d'obtenir  des  développements  en  séries.  Il  suffit 
<lc  faire  la  représentation  conforme  de  la  bande  sur  un  cercle  de 
rayon  un;  on  l'obtiendra  en  posant 


<{ui  revient  à 


cl  il  est  immédiat  que  la  bande  et  le  cercle  de  rajon  un  se  corres- 
pondent uniformément.  Toute  intéf;rale  se  trouve  alors  holomorphe 
par  rapport  à  z  dans  ce  cercle,  et  elie  peut  cire  tlth^eloppéc  en  série 
suivant  les  puissances  de  z. 

17.   On  pourrait  obtenir  bien  d'autres  représentations  analytiques 
des  intégrales  :  je  proposerai  la  sui\ante.  Prenons  les  équations 

dxi  \i  .  .  . 

et  reportons-nous  à  la  méthode  des  ap|)roximalions  successives,  et 
notamment  au  Chapitre  V  de  ce  \'olume.  Nous  aurons  bien  ici  des 
équations  rentrant  dans  la  classe  signalée,  car  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  des  seconds  membres  des  équations  précédentes 
restent  moindres  qu'un  nombre  fixe  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  X,  Les  approximations  successives  nous  conduiront  donc  à  des 
déieloppements  convergents  pour  toute  valeur  réelle  de  t. 

Il  est  clair  que  bien  d'autres  formes  pourraient  être  adoptées,  et 
l'on  se  trouverait  dans  les  mêmes  conditions  pour  une  infinité  de 
fonctions  a(j7,,  . . . ,  Xp)  qui  conduiraient  à  des  équations 

1^  =  .\/X(.ri,j-j,  ...,^yO 


du  type  que  nous  venons  de  considérer. 
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18.  Les  (lëveloppemeiils  précédenls,  qui  paraissent  au  premi^«B 
abord  intéressants  pour  la  discussion  des  intégrales,  sont  en  réalité  c^ 
peu  d'importance  pratique.  On  ne  peut  savoir,  en  général,  par  eu  -:^ 
ce  que  deviennent  les  x  quand  l  augmente  indéfiniment.  Il  pourx^ 
arriver  que  les  x  ne  tendent  vers  aucune  limite,  ou  bien  les  x  teii- 
dronl  vers  des  limites  déterminées.  Nous  pouvons  supposer,  en  trans* 
formant  préalablement  les  équations,  s'il  est  nécessaire,  que  ces 
limites  sont  finies;  soit  donc 

ai,     a,,     ...,     ap 

le  système  limite  des  x  pour  t  =  co.  Nous  allons  voir  facilement  que 
les  a  doivent  satisfaire  aux  p  équations 

\i(Xi,Xi,  ,,.,Xf,)  =  0  (t  =1,2,   ...,  p). 

Remarquons  d'abord  que  Tinlégrale  du  système 

f/xi  __       _^  dxp 

répondant  aux  conditions  initiales  a<,  ...,  a^,  se  comporte  réguliè- 
rement en  ce  point  si,  pour  ces  valeurs,  tous  les  X  ne  s'annulent  pas, 
c'est-à-dire  que  la  courbe  intégrale  aura  en  ce  point  une  tangente 
déterminée.  Or  soit  X/^  o  pour  a,,  . . . ,  a^;  nous  avons 


dt  = 


dxi  v/ 1  -*-  \  7  -+- . . .  -h  X J 

x;^ ' 


et  par  suite  /  m?  peut  augmenter  indéfiniment  quand  les  x  tendent 
vers  les  a, 

19.   Considérons  en  particulier  l'équation  différentielle 

dx       dy 

dont  l'étude  fait  l'objet  de  ce  Chapitre.  Nous  pourrons  former  le 

système 

dx  _  X  dy Y 


df         v/'i-r-X^-r-  V2  ^^         y/i  -+-  X*-+-  Y« 

Lorsque  l  augmentera  indéliniment,  ou  bien  x  el  jr  ne  tendront 
vers  aucune  limite,  ou  bien  le  point  {x,y)  tendra  vers  un  point  sin- 
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vlier.  Nous  arrêtons,  comme  nous  l'avons  dit,  à  un  nœud,  les  inté- 
lales  qui  passent  par  un  nœud,  et  il  n'y  a  pas  à  parler  des  foyers  qui 
Dnldes  points  asymptotiques.  Quant  à  une  intégrale  passant  par  un 
ol,  nous  la  prolongeons,  comme  il  a  été  convenu,  par  la  courbe 
droite  ou  la  courbe  à  gauche  (§13).  Après  avoir  rencontré  une  pre- 
lière  fois  un  col,  une  caractéristique  peut  rencontrer  une  seconde 
»is  un  col;  mais,  en  continuant  à  suivre  la  caractéristique,  il  est  clair 
a'à  partir  d'un  certain  moment  elle  ne  renconlrera  plus  de  nouveau 
a  col,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une  intégrale  très  particulière  se  rédui- 
int  à  un  cycle  contenant  un  certain  nombre  de  cols.  Nous  pouvons 
onc  nous  poser  le  problème  d^ approfondir  l'étude  des  caractérisa 
ïques  qui,  à  partir  d^un  certain  moment,  ne  rencontrent  plus 
'e  points  singuliers,  et  dont  nous  savons  déjà  (§  15  )  qu'elles  sont 
es  spirales;  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  Section  suivante. 

20.  Dans  les  paragraphes  précédents  nous  n'avons  pas  utilisé  une 
)ropriété  fondamentale  de  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz,  que  nous 
ivons  indiquée  dans  la  seconde  édition  du  Tome  II  de  cet  Ouvrage 
p.  333).  Elle  sera  particulièrement  intéressante  dans  les  problèmes 
)ù  une  variable  indépendante,  le  temps  par  exemple,  sera  spécifiée. 

Nous  avons  donné  un  exemple  intéressant  (t.  II,  :i"  édition,  p.  33;;), 
relatif  au  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  mobile  autour  d'un 
point  fixe.  Les  trois  composantes  de  la  rotation  instantanée  et  les  trois 
cosinus  des  angles  des  axes  d'inertie  avec  la  verticale  ont  été  expri- 
més par  des  séries  de  polynômes  valables  pour  foute  valeur  du 
temps. 

Nous  avons  aussi  considéré  (t.  Il,  p.  33())  le  mouvement  de  p  points 
se  repoussant  en  raison  inverse  de  la  ul'""»'  puissance  de  la  dislance 
(jx>  i).  La  méthode  de  Cauchy-Lipschilz  peut  aussi  s'appliquer  dans 
le  cas  de  l'attraction,  mais  alors  la  distance  de  deux  points  ne  reste 
pas  nécessairement  supérieure  à  un  nombre  fixe,  et  les  séries  obtenues, 
€n  application  de  la  méthode,  ne  restent  convergentes  que  jusqu'à 
l'instant  d'un  choc,  si  toutefois  il  s'en  produit. 

III.  —  Des  cycles  limites. 

21.  Comme  nous  l'avons  expliqué  au  §  19,  nous  allons  considérer 
les  caractéristiques,  qui  ne  sont  pas  des  cycles,  qui  à  partir  d'un  cer- 


354  CHAPITRE    X. 

tain  moment  ne  rencontrent  plus  de  points  singuliers  et  n'ont  pas  im 
fojer  comme  point  asymptotique.  Nous  savons  déjà  (§  15)  qu'elle 
sont  des  spirales.  11  va  être  facile,  en  complétant  les  théorèmes  de 
Section  II,  d'approfondir  davantag^e  la  nature  de  ces  caractéristique? 
Une  demi-caractéristique,  comme  celle  que  noys  suivons  à  part, 
d'un  certain  point,  rencontrera  certains  cjcles  analytiques  en  uxi 
infinité  de  points.  Un  tel  cycle  se  composera  d'un  nombre  Hni  d'ar*< 
sans  contact.  Un  de  ces  arcs  AB  au  moins  est  rencontré  une  infini r. 
de  fois  par  la  caractéristique.  Ainsi,  si  l'on  considère  la  caractérîs 
tique  passant  par  le  point  M©  de  Tare  sans  contact  AB,  elle  rencontre 
d'abord,  au  point  M|,  le  même  arc  AB.  Il  résulte  des  explications 
de«  §  14  et  15,  que  le  point  sui\ant  Ma  de  rencontre  ne  sera  pas 


entre  M©  et  M|  ;  il  sera  à  droite  de  M,,  c'est-à-dire  entre  M,  et  B.  Or, 
nous  avons  une  infinité  de  points  de  rencontre  de  AB  avec  la  caracté- 
ristique, et,  par  suite,  une  infinité  de  points 

Mo,     Mi,     Ml M„,     ..., 

chacun  étant  sur  l'arc  \B,  dans  la  fi«^ure,  à  la  droite  du  précédent.  H 
en  résulte  que  M,/  aura  une  limite  C.  Par  ce  point,  qui  n'est  pas  un 
point  singulier,  passera  une  caractéristique;  si  C  ne  coïncide  pas 
avec  rexiréinilé  B  de  l'arc  sans  contact  AB,  la  caractéristique  passant 
par  C  ne  sera  pas  tangente  à  Tare.  * 

Il  pourrait  arriver  que  C  coïncidiil  avec  B  et  que,  en  B,  la  caracté- 
ristique fiU  tangente  à  BV.  (Quoique  ce  ne  soit  là  la  source  d'aucune 
dillicullé,  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi, 
car,  dans  cette  hypothèse,  on  mènera,  par  B,  un  arc  non  tangent 
à  AB,  ([ui  sera  sans  contact  si  ou  le  prend  assez  petit,  et  sur  lequel 
nous  pourrons  raisonner. 

Soit  donc  ce  la  raraclcrisli<|ue  passant  par  le  point  limite  C.  On 
voit  iniinidiatemenl  que  rr/Zc  cft/acféristique  est  un  cycle.  En  effet, 
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la  caractéristique,  passant  par  M,,,  passe  par  un  point  M,/^i,  compris 
cuire  M«  et  G;  or,  pour  //  très  ^rand,  M,,  est  aussi  rapproché  que  Ton 
veut  de  G.  Il  en  résulte  que  la  caractérisli(|ue,  passant  par  G,  revient 
passer  en  ce  point,  c'esl-à-dire  qu'elle  est  un  cycle. 

Soit  maintenant  D  un  point  sur  CG',  et  menons  par  D  un  arc  ana- 
lytique DD'.  En  prenant  n  suffisaniment  grand,  il  est  clair  (|ue  la 
caractéristique,  passant  par  M,/,  ira  renconlrer  DD\  et  l'on  aura  sur 
cet  arc  une  suite  de  points 

Po,     r, \\„     ... 

(si  la  rencontre  a  lieu  depuis  n  =  o)  qui  se  comporteront  sur  DJ)', 
comme  se  comportaient  les  points  M  sur  AB.  La  limite  de  P,/  sera. le 
point  D. 
Xous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  demi-caracléristicjuc  considérée  a  un  cycle  limite. 

Xous  donnons  le  nom  de  cycle  limite  à  la  caractéristique  GG',  qui 
eslune  courhc  asymptote  autour  de  laquelle  s'enroule  la  demi-carar- 
téristique  étudiée. 

ii.  D'une  manière  plus  générale,  toutes  les  demi-caractéristiques, 
passant  par  un  point  de  l'arc  AB,  auront  comme  cycle  limite  le 
cycle  GG',  si  Ton  suppose  qu'à  aucun  point  de  l'arc  AB  ne  correspond 
une  caractéristique  passant  par  un  col,  et  qu'au  seul  point  G  de 
lare  VB  correspond  un  cycle  limite.  En  elîel,  nous  avons  une  pre- 
mière caractéristique  passant  par  Mo  avec  le  cycle  lluiile  GG'.  Si  nous 
prenons  Nq  voisin  de  M,,,  nous  aurons  une  caractéristique  voisine  de 
la  précédente  et  définie  sans  ambiguïté  dans  son  prolongement, 
Japrès  les  remarques  des  §  H  el  15,  on  aura  des  points  de  rencontre 
^oisins  de  i\l|,  ...,  M„,  et  tous  à  gauche  de  ces  points,  si  Nq  est 
H  gauche  de  Mq.  En  prenant  N^  suffisamment  voisin  de  Mo,  le 
point  N|  sera  compris  entre  Mo  et  Mi,  et,  de  même,  N,,  entre  M,/_i 
otM«;  la  caractéristique  passant  par  N»  aura  donc  encore  GC^  comme 
cjcle  limite.  En  allant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  toutes 
lescleuii-caractéristiques  correspondant  à  un  point  de  l'arc  VG  auront 
le  même  cycle  limite  (XV. 

Envisageons  maintenant  les  points  de  l'arc  Giî  qui  sont  de  l'autre 
côté  de  la  caractéristi(pie. 
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I^a  caractéristique  passant  par  le  point  C  revient  au  point  C,  puis- 
qu'elle est  un  cycle.  Par  un  point  très  voisin  de  C,  sur  CB  passera, 
par  conséquent,  une  caractéristique,  qui  coupera  certainement,  une 
seconde  fois,  Tare  CB;  on  se  tîouve  alors  pour  l'arc  CB  dans  les 
mêmes  conditions  que  pour  l'arc  CA  et  il  en  résulte  que  CC  est  aussi 
un  cycle  limite  pour  les  caractéristiques  passant  par  un  point  de  CB. 

Le  cycle  CC  est  donc  cycle  limite  pour  deux  séries  de  caracté- 
ristiques, qui  sont  les  unes  à  l'intérieur  du  cycle,  les  autres  à 
l'extérieur. 

Autour  de  CC  se  trouve  une  région  annulaire,  telle  que  toute 
demi-caractéristique  correspondant  à  un  point  de  cette  région  est 
asymptote  au  cycle  limite. 

De  plus,  on  peut,  dans  cette  région,  tracer  une  infinité  de  cycles 
sans  contact.  Considérons,  en  effet,  une  certaine  caractéristique;  on 
peut  tracer  dans  l'anneau  un  cycle  Y  ne  rencontrant  la  caractéristique 
qu'en  un  seul  point.  11  est  aisé  de  voir  que  F  sera  un  cycle  sans 
contact,  car,  autrement,  on  aurait  une  demi-caractéristique  rencon- 
trant Fen  deux  points  et  alors  toute  demi-caractéristique,  passant  par 
un  point  de  F,  rencontrerait  au  moins  celte  courbe  en  deux  points, 
et  il  en  serait  ainsi  de  la  caractéristique  dont  nous  sommes  parti. 

23.  Les  deux  paragraphes  précédents,  joints  aux  considérations 
développées  dans  la  Section  11,  nous  donnent  des  renseignements 
précis  sur  la  nature  des  caractéristiques.  J /existence  des  cycles 
limites  est  un  point  capital  dans  la  théorie  de  M.  Poincaré.  Pour 
résumer  Fétude  précédente,  nous  pouvons  dire  que  les  caractéris- 
tiques, dont  la  continuation  ne  se  trouve  pas  arrêtée  par  un 
nauid,  sont  ou  bien  des  cycles,  ou  bien  des  courbes  asymptotes 
à  un  cycle  limite.  Le  cas  du  cycle  limite,  se  réduisant  à  un  point, 
correspond  aux  caractéristiques  (jui  s'enroulent  autour  d'un  foyer. 

Si  nous  voulions  continuer  cette  étude  et  passer  de  la  partie  qua- 
litative à  la  partie  quantitative  de  la  recherche  des  caractéristiques, 
il  faudrait  montrer  comment  on  peut  arriver  à  fixer  approximative- 
ment la  position  des  cycles  limites.  \ous  renverrons  pour  cette  suite 
aux  Mémoires  cités  de  M.  Poincaré,  où  l'on  verra  ([ue,  sinon  dans  le 
cas  général,  du  moins  dans  bien  des  cas,  la  question  peut  être  poussée 
jus(|u'à  son  terme. 
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24.  Terminons  par  une  remarque  relative  aux  équations  algé- 
briques du  premier  ordre,  mais  de  degré  supérieur  en  ^-  Un  exemple 

simple  va  nous  montrer  que  dans  ce  cas  la  nature  des  caractéris- 
tiques peut  être  très  différente  de  celle  que  nous  venons  de  trouver 
pour  les  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  Prenons^ 
en  effet,  Téquation  différentielle  en  coordonnées  polaires 

«^  =  /(6  — p)(p  — a)         (A<ô), 

a  étant  une  constante. 

Si  des  coordonnées  polaires  on  passe  aux  coordonnées  rectilignes, 

dy 
on  aura  une  équation  algébrique  en  x,  y^  -j-»  De  l'équation 

aa>  =  a  > 

/(ô--pip  — a) 

il  résulte  que  nous  aurons  des  caractéristiques  comprises  entre  les 

deux  circonférences 

p  =  a,         p  =  ^. 

LfCS  solutions  seront  périodiques,  si  a  est  commensurable.  Mais, 
si  a  est  incommensurable,  nous  aurons  une  courbe  qui,  à  un  certain 
moment,  pourra  se  rapprocher,  autant  qu'on  voudra,  d'un  point  arbi- 
trairement choisi  dans  la  couronne,  et  qui  d'ailleurs  s'en  éloignera 
ensuite.  On  a  là  une  circonstance  toute  différente  de  celle  qui  se 
présentait  pour  les  équations  du  premier  degré;  le  prolongement 
d'une  caractéristique  se  trompe  couvrir,  en  quelque  sorte,  l'aire 
tout  entière  de  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  p  =  a 
et  p  =  6. 

Cet  exemple  montre  bien  l'intérêt  de  l'étude  résumée  au  paragraphe 
précédent. 

IV.  —  Étude  de  quelques  cas  singuliers. 

25.  Nous  avons  examiné  plus  haut  pour  i'équation 

dx  __  dy 
X"""Y" 

les  cas  généraux,  c'est-à-dire  ceux  où  aucune  relation  particulière 
P.  -  IH.  17 


) 

t258  CHAPITRE   X. 

n'existait  enlre  les  coefficients;  seul  le  cas  des  cenires  pouvait  être 
regardé  comme  un  cas  particulier. 

Dans  un  Mémoire  très  important  (Acia  mathemalica ,  t.  XXIV), 
M.  Bendixson  a  étudié  dans  toute  sa  généralité  Téquation  précédente 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  O  pour  lequel  s'annulent  les 
polynômes  X  et  Y.  11  a  établi  en  particulier  que,  s'il  existe  pour  celle 
équation  une  courbe  intégrale  allant  au  point  O  avec  une  tangente 
déterminée,  toutes  les  courbes  intégrales  allant  à  l'origine  y  parvien- 
dront avec  des  tangentes  déterminées. 

Dans  les  travaux  de  M.  Bendixson,  une  équation  de  forme  particu- 
lière joue  un  rôle  important.  C'est  l'équation 

la  fonction  holomorphe  F(j?,  y)  autour  de  j?  =  o,  ^  =  o  s'annulant 
pour  ces  valeurs;  nous  allons  l'étudier. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  /w  =  2. 

Le  coefficient  de  y  dans  F(x,^)  joue  un  rôle  important.  Posons 

^{3;,y)=by        ~^f{x,y), 
/(^,  y)  =  a^?(a?)  -4-^x(ar,  y), 
avec  l'hypothèse 

y(o,0)  =  o. 

En  supposant  6  =  i ,  ce  qui  est  évidemment  légitime  puisqu'il  suffit 
de  remplacer  x  par  bx,  nous  avons  l'équation 

(1)  ^'^  =  ,y-/(^.y)' 

Soit  un  point  Xq^  yoi  d^abscisse  Xq  positivée.  Nous  alloua  démon- 
trer que,  si  Xq  et  1^0  I  sont  suffisamment  petits,  l'intégrale  passant  par 
ce  point  passe  aussi  à  l'origine. 

Procédons  par  approximations  successives;  formons  les  équations 


iiy 
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tous  les  yi  doivent  prendre,  pour  or  =  Xo,  la  valeur  y^,  Nous  allons 
démontrer  que  les^,-  convergent  uniformément  vers  une  limite. 

Soit  h  une  quantité  donnée,  on  peut  prendre  x^  assez  petit  pour 
<|ue  Ton  ait 

quand  x  '^x^e\,\y\<i  A,  et  pour  qu'en  même  temps  soit  remplie  la 
condition 

l/(^,  y  )  -/(a^,  y)  I  <  g\y  -y  I      (^  <  I). 

Si,  au  moyen  des  équations  (2),  on  calcule  successivement^!, 
y^t  •  •  •'iyn^ï'i  la  dernière  donne,  par  une  intégration  immédiate, 

Considérons  d'abord  ^1, 

Je  dis  que,  x  tendant  vers  o  par  valeurs  positives,  y^  tend  vers  o  et 
s^annule  pour  x  =  0. 

11  suffit  pour  cela  de  démontrer  que 

-1  r'*  I  i 

^       J       ■^^e''^{^)dx 

(end  vers  o,  quand  x  tend  vers  o  comme  il  vient  d'<}tre  dit,  sous  la 
condition  ^(o)  ^  o. 

Soit  /  une  quantité  positive  fixe,  qu'on  prendra  aussi  petite  que 
l'on  veut,  mais  fixe  une  fois  choisie;  l'expression  précédente  peut 
«'écrire 

e    ^/    -j-e^'^(x)dx-^e    ^  I      — e    ^'^(T)dx. 

La  seconde  partie  s'annule  pour  x  =  o;  la  première  partie  peut 
s'écrire,  en  désignant  par  Ç  une  quantité  comprise  entre  /  et  x^ 
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Quand  X  lend  vers  o  par  valeurs  positives,  cette  expression  tenA 
vers  ^(i);  d'après  les  hypothèses  faites  sur  Ç,  /  et  '},  cette  limite  ne^ 
peut  être  autre  que  zéro.  On  a  donc 

Il  en  résulte  que  tous  les  y^  s'annulent  de  même  pour  j:  =  o. 

Il  faut,  avant  tout,  s'assurer  que  lesy/i  sont  en  module  inférieurs  à  A. 
Prenons 

.      .       h 


nous  aurons 


ou 


En  allant  de  proche  en  proche  on  aura  de  même 

\yn\<h. 
Formons  maintenant  la  différence  yn  —  yns  \  on  a 


-i  r*^*  I    ^ 
le 

-  i  r"  I   i 
\yn' yn-\\<e  ^J     ^^e's'lyn-i-yn-tldx; 

-  i  /' '•  I   i 


y^ 

d'où  il  résuhe 


donc 

1    X.  '.  _     1 


et  ensuite 

\yz-yA<^^^^^       •••'       \ym—ym-\  \<fr'"^h. 
Puisque  ^'^  <C  i?  i'  résulte  de  là  que  la  série 

71  -^  (7ï— Ji ,)  ^-• . . -^  (  ym—ym-\  )  -h . . . 

est  uniformément  convergente. 

Dans  les  équations  (2)  le  passaj^e  à  la  limite  maintenant  légitime 
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donne 

_/i_±\       _i  r'*  I    1 

et  il  faut  vérifier  que  la  fonclion  y  que  Ton  vient  de  définir  vérifie 
i)ien l'équation  difl^érentielle  proposée;  on  a 


et  en  diiTéren liant 
d'où 

(I)  ^'^=J'-/(^,r). 

En  résumé  nous  avons  établi  que  Fintégrale  de  cette  équation,  pas- 
sant par  un  point  suffisamment  voisin  de  Torigine  d'abscisse  positive, 
va  passer  par  l'origine. 

26.  Nous  devons  maintenant  nous  demander  si  les  courbes  trouvées 
ont  une  tangente  à  l'origine.  Si  y  représente  une  intégrale  déter- 
minée de  l'équation  (i),  on  peut  écrire  celle  équation  sous  la  forme 

dv 
ar«^  =r[«-^4'(^)J-+-?(^); 

la  fonction  continue  ^(^)  s'annule  pour  J7=  o  et  il  en  esl  de  même 
pour  la  série  entière  en  x,  <p(:r);  ainsi 

Appliquons  la  méthode  classique  d'intégralion  à  l'équation  linéaire 
précédente;  nous  obtenons  la  formule 


y=y^e 


'•  H-  e    '•  /       e     '•  X1_Z  dx. 


Cherchons  si  —  a  une  limite  pour  j?  =  o.  Le  premier  terme 

./  .1* 


e 
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a  zéro  pour  limile,  car,  pour  des  valeurs  sudisaminent  petites  de  x, 
jÇ^  est  compris  entre  —  et  -^*  P  et  Q  étanl  deux  nombres 

/       '       I« ''•*' 

positifs   donnés  ;    l'intégrale  e*  '•  est  alors  comprise   entre 

e     ^•**    ^•^  et  e     ^-^    •*'*\  Considérons  donc  maintenant  le  second 
terme;  après  division  par  x^  il  faut  chercher  la  limile  de 


Prenons  le  rapport  des  dérivées 


X 

/•',-H^o,                                   /"'^*  "j^  ~ 

i-+-a:— 4/(ar) 

Or 

.. 

La  limite  cherchée  sera  donc  —  a.  Ainsi  pour  nos  intégrales  on  a 

lim  s-  =  —  a. 

Elles  ont  une  tangente  à  l'origine,  la  même  pour  toutes;  cette  tan- 
gente est  celle  de  la  courbe 

y  — /^  j-,  Y  I  =  o. 

27.  On  aurait  pu  démontrer  directement  Fexistence  de  ces  inté- 
grales, Repi*enons  Téquatiitu 

en  posant 
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Considérons  la  courbe  F 

^lle  est  tangente  à  la  droite 

yz=aiX        si         çp(a:)  =  «!-+- «jX-t-, . .. 
Pour  fixer  les  idées  et  tracer  une  figure  {/Ig,  1 1)  supposons  3t|>o. 

Fig.  i3. 


y 

♦« 

^V 

♦ 

y^ 

/ 

0     ix                                 X 

: 

/  ' 

f{x^y)  étant  de  la  forme 

P(a?)-+-Q 
avec 

P(0): 

(X)J-+-R(T)^«  +  ... 

=  0,        Q(o)  =  o, 

il  est  évident  qu'on  peut  trouver  deux  valeurs  -|-  e  et  —  e  telles  que, 
si  X  est  moindre  qu'un  nombre  suffisamment  petit  X,  la  fonction 
y  —  f{^^y)  soit  positive  pour  ^  =  -»-£,  négative  pour  ^  =  —  e  et 
que  l'équation 

ait  la  seule  racine  j'  =  o  entre  4-  e  et  —  e.  Cela  suppose  naturelle- 
ment que  le  rayon  de  convergence  de  /(J^,  y)  par  rapport  à  y  est 
supérieur  à  e  quand  |j?|<X.  La  fonction  y  —  /(^,  j)  est  positive 
au-dessus  de  F,  négative  au-dessous. 

Suivons  alors  une  intégrale  en  partant  d'un  point  Xo,  yo  (xo<X, 
|^0|<^e).    Si  le  point  {x^y)  est  au-dessous  de  F,  la  fonction  y 

dy 
augmente  quand  x  diminue,  puisque-^  <  o.  Si  le  point  {x^y)  est 

au-dessus  de  F,  la  fonction  y  diminue  avec  x.  Si,  d'autre  part,  la 
courbe  intégrale  rencontre  F,  sa  tangente  au  point  de  rencontre  sera 
parallèle  à  Oj:.  Celte  courbe  ne  peut  donc  atteindre  en  aucun  cas  les 
droites  ^  =-|-  c  et  j^  =  —  £.11  résulte  de  tout  cela  que  y  tend  vers 
une  valeur  déterminée  entre  —  e  et  -h  c  quand  x  tend  vers  zéro. 
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D'ailleurs  celte  valeur  déterminée  doit  être  nulle,  car,  si  cette  valeur 
était  k  ^  o,  l'équation 

dx  __  rr* 

aurait  une  intégrale  x^  fonction  de  y^  qui  pour  y^=k  serait  nulle. 
Mais,  comme  k  —  /(o,  k)  y6  o,  cette  équation  n'admet  pas  d'autre 
intégrale  passant  par  le  point  (o,  k)  que  :r  ^  o. 

28.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent  que  de  la  région 
•du  plan  située  à  droite  de  Taxe  Oy  puisque  nous  avons  essentielle- 
ment supposé  Xq>o.  Montrons  maintenant  que  du  côté  gauche  de 
cet  axe  il  n'y  a  pour  l'équation 

qu'une  seule  intégrale  arrivant  à  ^origine.  Tout  d'abord  il  ne 
peut  y  avoir  de  ce  côté  deux  intégrales  s'annulant  pour  jc  =  o.  On 
aurait,  en  effet,  en  désignant  par  y^  et  ^^2  ces  deux  intégrales, 

donc 

g{x)  prenant  pour  o:  =  o  la  valeur  un. 

On  en  conclut 

d{yi-yx)  ^  g(x) ^^ 
yt—yx  ^»     '  ' 

donc,  en  posant 

u  =  u^é^  '•  (to<o). 

Or,  l'expression 

grandit  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives. 
Comme  u  devrait  tendre  vers  zéro,  il  y  a  contradiction. 
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L'intégrale  unique  peut  êlre  obtenue  par  approximations  succes- 
sives, dans  le  même  ordre  d'idées  que  précédemment.  On  forme  tou- 
jours les  équations 

» 


et  Ton  prend 


qui  satisfait  bien  à  la  relation  entre  y,,  et  jK//_i.  On  voit  de  suite 
S"€^„  s'annule  pour  x  =  o,  car,  en  posant 

on  peut  écrire 

Or <{/(Ç)  s'annule  pour  Ç  =  o. 

En  suivant  la  même  marche  qu'aux  paragraphes  2o  et  26,  on 
démontrera  la  convergence  uniforme  de^„  vers  sa  limite  et  Texistence 
d  une  tangente. 

29.   Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  V équation 


ax 
Rapplique  à  V équation 


^^-£  =  ^y-R^.y)      (à  9^-0) 


D'un  côté  de  l'axe  des  y  {à  droite  5/  6  >  o)  une  infinité  d' inté- 
grales arrivent  à  l'origine;  de  Vautre  côté  une  seule  (  *). 

(')  I.  Bendixson,  Acta  mathematica,  t.  XXIV. 
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30.  Les  circonstances  sont  très  difTérentes  pour  Téquation 

Le  signe  de  6  va  prendre  ici  une  grande  importance.  En  effet  : 

i"  Si  6  >  o,  l'intégrale  passant  par  un  point  (^o,^©)  suffi^sam- 
ment  près  de  V origine  va  passer  par  C origine; 

2°  Si  b<Co,  il  passe  seulement  à  r origine  trois  courbes  inté- 
grales, l'une  à  droite  de  Oy,  l^ autre  à  gauche,  la  troisième  étant 
Vaxe  des  y. 

D'après  ce  qui  précède,  ces  résultats  sont  faciles  à  établir.  En 
changeant  x  en  — x,  l'équation  conserve  la  même  forme;  tous  les 
raisonnements  subsistent  donc  à  gauche  comme  à  droite  de  Oy.  Par 
suite,  si  6>>o,  on  pourra  prendre  6=i,  et  l'intégrale  passant  par 
(xq^  yo)  suffisamment  voisin  de  l'origine  passe  toujours  par  l'origine. 
Si  h  <C  o,  nous  sommes  dans  les  circonstances  que  nous  avons  ren- 
contrées plus  haut,  à  gauche  de  Oy,  Il  y  aura  une  seule  intégrale  à 
gauche  de  Oy  arrivant  à  l'origine,  une  seule  à  droite.  Le  théorème 
se  trouve  donc  établi. 

31 .  Le  calcul  des  dérivées  successives  va  nous  donner  un  résul- 
tat intéressant  pour  la  représentation  asymptotique  des   inté-* 
grales.  Nous  avons  montré  plus  haut  que  les  intégrales  avaient  des 
dérivées  premières  pour  .r  =  o.  Elles  ont  aussi  des  dérivées  de  tout 
ordre. 

Reprenons  en  effet  l'équation 

dy 
37"»^  =  ¥{x,  y),         ¥{x,  y)  =  by  -{-  ax  -k-.,.         (m^i). 

On  a  vu  que  y  avait  une  dérivée  égale  à  —  j-  pour  x  =  o.  Soil 

a 

et  posons 

Zi  aura  zéro  pour  limite  et  l'on  a 

/  dzx\ 

x'**[ax-^  Zx-^  x-^  \  =  6(rt,j'-h  5,jr)-+-aa:H-.  .. 
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OU 

avec 

F,(o,  o)  =  o. 

Celle  équation  est  de  même  forme  que  la  première;  le  coefficient 
de  Zi  dans  F|  est  également  6. 

11  en  résulte  que  -7-^  existera  pour  a?  =  o  et  aura  pour  valeur  a^  ; 
en  posant 

on  continuera  de  même.  Finalement  on  obtiendra  ainsi 
y  =  a,rr-+-ajrr*-4-. . .-+-  a^a:'»-»-  z„x^\ 

les  coefficients  a,-  étant  des  constantes  déterminées  de  proche  en 
proche  au  moyen  de  l'équation  seule.  z,t  s'annule  d'ailleurs  pour 
r  =  o  et  satisfait  à  l'équation 

a:'»^*=F„(Z;,,x),        F„(o,o)  =  o; 

de  pins  -T^  a  pour  x  =  o  une  valeur  déterminée. 

De  celte  remarque  résultent  plusieurs  faits  importants.  D'abord 
toutes  les  intégrales  (quand  il  y  en  a  une  infinité  d'un  côté  de  O^) 
ont  un  contact  d'ordre  infini. 

Ensuite  on  peut  calculer  ;t^»  ce  qui  donne 

ify 

^  =i.a.  ../>«!,-+-... -h  /i(/i  — i). .  .(/i— /?-4-i)artar«-/»-ha:'»-/"«)^(«rt,ar)y 

y(««,  j:)  étant  une  fonction  entière  de  z,t  et  de  x.  On  peut  d'ailleurs 
supposer  n  >  pm.  On  a  donc,  pour  a;  =  o, 

de  sorte  que  toutes  les  dérivées  de  y  sont  déterminées  pour  x  =  0. 
On  a  donc  la  même  représentation  asyniptotique  pour  toutes 
les  intégrales.  Ceci  veut  dire  que,  pour  une  valeur  donnée  de  />,  on 
a,  pour  toute  intégrale, 

y  =  aiX'^...-^(ap-^  tp)xP^ 
^p  tendant  vers  zéro  avec  x. 
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Si  la  série  «,:r -h  «2^^-+- •  •  •-+- «/i^"-+- •  •  •  est  convergenle,  elle 
donne  une  intégrale  holomorphe.  Mais,  en  général,  cetle  série  n'est 
pas  convergente.  11  suffît,  pour  en  donner  un  exemple,  de  consi- 
dérer Téquation 


a?'  -.-  =  a  a:  -H  oy. 


On  a 


et  la  série  diverge. 
Dans  Téquation 


1 .2. .  ,{n  —  i) 

¥^ ^' 


dy 

xm  ^  =  ax  -\-  by  -+-..., 
dx 


nous  avons  supposé  672^0.  La  question  devient  difficile  si  b  est 
nul.  Nous  allons  nous  y  arrêter  un  moment,  mais  seulement  en  sup- 
posant /?i  =  I . 

Faisons  auparavant  une  remarque  sur  Téquation 

a:  - . -  =  ax  ->r  by  -H . . . , 

étudiée  par  Briot  et  Bouquet.  Elle  admet  une  intégrale  holomorphe 
passant  par  l'origine  (du  moins  si  b  n'est  pas  un  entier  positif).  On 
le  démontre  en  faisant  le  calcul  des  coefficients  d'une  série  qui  vérifie 
d'une  manière  littérale  l'équation  précédente  et  en  établissant  la 
convergence  de  cette  série.  A  cet  eflet,  écrivons  l'équation  sous  la 
forme 

T-j^-by^ax-^,,., 

et  prenons  la  dérivée  d'ordre  n  des  deux  membres;  en  faisant  ensuite 
dans  le  premier  membre  :r  =  o,  on  obtient 

Si  donc  n  —  b  n'est  pas  nul  {n^\)  on  pourra  calculer  les  coeffi- 
cients du  développement  cherché.  Pour  démontrer  la  convergence, 
prenons  pour  le  second  membre 

ax  ^  o^lx^  y)  ^  . , , 
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une  fonction  majorante  n'ayant  pas  de  terme  constant  et  pas  de  terme 
du  premier  degré  en^;  ce  sera 

^ M-Mi. 


(-?)(-f) 


Si  ci>  est  le  minimum  de   \n  —  6|,  on  compare  le  développement 
obtenu  pour  j^,  à  la  fonction  algébrique  y  défînie  par  Téquation 

tay  = -—- —  M  —  M  ^  > 


(-f)(-^) 


s'annulant  bien  entendu  pour  ^  =  o,  et  Ton  constate  immédiatement 
que  cette  fonction  algébrique  est  une  majorante  pour  Fintégrale. 
Revenons  au  cas  où,  dans  l'équation 

le  second  membre  ne  contient  pas  de  terme  en^(&  =  o).  Cette  équa- 
tion possède,  on  vient  de  le  voir,  une  intégrale  holomorphe  Y  passant 
par  Torigine.  Remplaçons  r  par  Y  -hy^  on  aura  l'équation 


dy 

X-^  =^(A7"'-f-  Bar -+....), 


le  terme  A^'"(/n^i)  étant  le  terme  de  moindre  degré  enj^  seul,  dans 
la  parenthèse. 

La  parité  de  m  et  le  signe  de  A  vont  jouer  un  rôle  important  dans 
la  discussion  des  courbes  intégrales  passant  par  l'origine.  On  a,  bien 
entendu,  dans  tous  les  cas,  les  deux  axes  de  coordonnées  comme  inté- 
grales. 

Supposons  A>  o,  et  construisons  la  courbe  F, 

^(  A^"»-f-  ^x  -h. . .)  =  o. 

Elle  se  compose  de  l'axe  des  x  et,  suivant  la  parité  de  m  et  la 
valeur  de  B,  de  zéro,  une  ou  plusieurs  courbes  passant  par  l'origine. 
Si  B  ^o,  il  n'y  aura  qu'une  seule  branche.  Dans  la  figure  12,  le  tracé 
suppose  que  /w  =  1 ,  puisque  la  courbe  F  n'est  pas  tangente  à  Or; 
mais  cela  est  sans  importance.  Le  point  important  est  (\\x* au-dessus 
de  Ox  il  y  a  une  région  positive  et  une  région  négative  pour  la  fonc- 
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tion  y(\y'"-\-lix -\-, . .)]  ces  régions  sonl  marquées  sur  ia  figure. 
Si  le  point  (j?o).>'o))  au-dessus  de  Ox,  est  dans  la  région  négative^ 
•^  étant  négative,  ^  augmentera  quand  x  diminuera;  si  la  courbe 
intégrale  rencontre  F,  y  alors  diminuera  et  arrivera  à  l'origine  ou  à 

Fig.  14. 


un  point  d'ordonnée  a  sur  Taxe  des  y  quand  x  deviendra  nulle.  Mais 
ce  point  a  ne  peut  être  que  l'origine,  sans  quoi  l'on  aurait  j:  ==  o 
pour^V  =  a^o;  donc  x  serait  identiquement  nulle,  ce  qui  est 
absurde. 

Par  conséquent,  si  le  point  (^o»>'o))  au-dessus  de  Ox(yo>  o)^ 
est  suffisamment  rapproché  de  l'origine,  l'intégrale  passant,  par  ce 
point,  passe  aussi  par  l'origine. 

Qu'arrive-t-il  maintenant,  A  étant  toujours  positif,  quand  y^^  est 
négatif? 

Si  m  est  pair,  on  peul  changer  dans  l'éqnalion  y  en  — y^  les  con- 
clusions précédentes  s'appliquent  donc  alors  au-dessous  de  Oj:,  de 
sorte  que,  si  A  est  positij  et  m  pair,  l^ intégrale  passant  par  un 
point  (xq^  yo)  sufjisamment  voisin  de  f  origine  passe  aussi  par 
l^  origine. 

Si,  A  étant  positif,  m  est  impair,  il  en  est  autrement.  Il n^y  ft plus 
alors  d'intégrale  au-dessous  de  Ox  et  passant  par  O.  Supposons 
en  effet  qu'une  telle  intégrale  existe.  Ecrivons  alors  l'équation 

(ly 

x-^  =y"'^'l\-i-^ij')]^Tj-/(x,y)        |X(o)  =  o]. 


Posons 


nous  aurons 


r  =-r 


r  >  o, 


-^%  =y'"-'UA-HX(   y)j-^y /(x,-y). 


COUBBBS   SATISFAISANT    A    UNE   ÉQUATION   DIFFÉRENTIELLE.  27 1 

C'esl  une  équation  d'un  ijpe  élémentaire;  écrivons-la 

"^  7^"  =y"*^^  ?(^)  - ^y "^^^^    [?(")  =  '^  > "]• 

On  aura,  en  posant 

y  m  -  "' 
X  du 

H 7 \-  XU^(X)  =  o(x). 

m  ax  ^  *       ' 

En  intégrant  cette  équation  linéaire  du  premier  ordre,  on  obtient 


5     '^'-  \^-^"^J     ^^^         • 


(•»-)itX 

dx\ 


Quand  x  tend  vers  zéro,  d'après  Thypothèse  faite,  u  tend  vers  -f-oc; 

r' dx 
or  le  second  membre  devient  infini  comme  kl     — ,  A*  étant  une 

constante  positive,  et  comme  |  x  |  <^  |  Xq  |,  ce  second  membre  tend 
vers  —  00;  il  y  a  donc  contradiction. 

Ainsi  donc,  si  A  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  d'intégrale 
passant  par  l'origine  au-dessous  de  O x. 

L'étude  du  cas  où  A  est  négatif  se  fait  de  la  même  manière.  Si  m 
est  impair,  en  changeant  j^  en  — y  on  est  ramené  au  cas  précédent; 
au-dessous  de  Ox  l'intégrale  passant  par  (^o?  J^o)  suffisamment  près 
de  l'origine  passe  par  l'origine;  au-dessus  de  Ox  aucune  intégrale  ne 
passe  par  l'origine.  Le  seul  cas  nouveau  est  donc  celui  où  A  est 
négatif  et  m  pair.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  comme  intégrales  que  les  deux 
droites  Ox  et  Oy.  On  le  voit  par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a 
déjà  été  fait.  L'équation 

^^  =r"^' [A  -+-  X(^)J  -f.  xy  x(^, y) 


dx 


ou 


dx 
donne 


dy 

x--^  =  y"^"^^  ^{x) -^  xy^ix)        (ici<p(o)<o) 


y"'  Lji"       •/r.     ^  J 

Comme  m  est  pair,  j^"*  est  toujours  positif  quel  que  soit  le  signe 
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de  y.  Quand  x  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  tendrait  vers  -h  00 
s'il  existait  une  intégrale  j>^  passant  par  l'origine;  or  le  second  membre 
tend  vers  —  00.  La  contradiction  est  manifeste. 

32.  La  question  est  donc  traitée  dans  tous  les  cas.  Il  reste  à 
étudier  la  forme  analytique  des  intégrales*.  On  peut  y  parvenir  en 
se  servant  d'une  transformation  déjà  employée  par  Briot  et  Bouquet. 
Faisons  auparavant  la  remarque  que,  si  l'on  suit  jusqu'à  l'origine  une 
intégrale  autre  que  Ox,  le  quotient 


tend  vers  zéro  quand  x  tend  vers  zéro.  En  effet,  en  se  reportant  aux 
formules  précédentes  et  en  supposant  x  positif,  ce  qui  est  permis 
puisqu'on  ne  change  rien  d'essentiel  à  l'équation  en  changeant  x 
en  —  a:,  on  a 


j^=A:(a7)loga7-he(a7), 


k{x)  et  6(ic)  tendant  vers  des  valeurs  finies  quand  x  tend  vers  zéro, 
la  limite  de  fc(x)  étant  de  plus  différente  de  zéro.  On  a  donc 


—  =  ir(A-lo};a:-h  0  )  "•  • 

yfn-hl  ^  o  / 

Or  le  second  membre  tend  vers  zéro  quand  x  tend  vers  zéro. 
Si  l'on  fait  alors  le  changement  de  variable 

l'équation 

^^  =r(AjK'"H-B:r^-...) 

devient 


^"'"^\7?  =  4^^^^^'H' 


cp(A,  j)  étant  une  fonction  holomorphe  de  Xet  dey  dans  le  voisinage 
de  l'origine  et  s'aiïiïujanl  pour  A  =  0,  y  =  o.  On  est  donc  ramené  au 
cas  précédemment  examiné. 
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CHAPITRE  XI. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  POINTS  SINGULIERS  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  (») 


I.  —  Théorèmes  fondamentaux. 

1.  Abordons  maintenant  l'étude  d'une  classe  particulière  d'équa- 
tions différentielles,  qui  a  fait,  depuis  ^o  ans,  l'objet  d'un  nombre 
considérable  de  travaux  ;  ce  sont  les  équations  différentielles  linéaires 
et  homogènes.  On  entend  par  là  des  équations  de  la  forme 

OÙ  les  coefficients  p  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x,  que 
nous  supposerons  uniformes  dans  une  certaine  région  du  plan  à  con- 
tour simple  el  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

Pour  une  certaine  valeur  Xq  de  x,  qui  n'est  pas  un  point  singulier 
des  />,  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  d'une  intégrale  el 
de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  Soient  donc  m  intégrales  parti- 
culières 

rn  ^ji    '",  ym 

déterminées  chacune  par  leurs  valeurs  initiales  pour  x  =^  Xq  et  par 
celles  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  On  peut  supposer  que 
le  Tableau  de  ces  valeurs  initiales,  c'est-à-dire  le  déterminant  sui- 


(>)  On  consultera  surtout  pour  ces  généralités  les  deux  Mémoires  classiques  de 
M.  Fuchs  {Journal  de  Crelle,  t.  66  et  68),  et  deux  Mémoires  de  M.  Thomé  {Journal 
de  Crelle,  t.  74  et  75).  Voir  aussi  la  Thèse  de  M.  Jules  Tannery  {Annales  de 
l'École  Normale,  1875). 

P.  -  in.  ,8 
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vant,  pris  pour  x  =  Xo, 

yi 

yt 

ym 

(î) 

dyt 

dx 

dy. 

dx 

... 

dyn. 
dx 

d''*-^y^ 
dx***-^ 

.  •  • 

d'^-^yn, 

ait  une  valeur  difTérenle  de  zéro.  De  plus,  ces  solutions  particulières 
sont  toutes  holomorphes  à  Tîntérieur  d'un  certain  cercle  F  décrit 
de  x^  comme  centre. 

Ceci  posé,  considérons  une  intégrale  quelconque^;  elle  sera  déter- 
minée par  la  valeur  qu'elle  prend  en  x©,  ainsi  que  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées.  Or,  formons  la  combinaison 

On  peut  choisir  les  constantes  C  de  manière  que  cette  expression, 
ainsi  que  ses  m  —  i  premières  dérivées,  soient  égales  respectivement 
à  y  et  à  ses  m  —  i  premières  dérivées  pour  x  =  x^.  On  aura,  pour 
cette  détermination,  à  résoudre  un  système  d'équations  du  premier 
•degré  pour  lesquelles  le  déterminant  ne  sera  pas  nul  d'après  l'hjpo- 
thèse  faite  ci-dessus.  Or  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  qui  prenne, 
ainsi  que  ses  m  —  i  premières  dérivées,  des  valeurs  données  pour  un 
point  non  singulier  Xq  ;  on  a,  par  suite, 

y  =  Oiyi  —  C,^,-h. .  .H-  C^ym- 

On  peut  donc  avec  m  intégrales  quelconques  {sauf  la  restric- 
tion d^ inégalité  mentionnée)  former  r intégrale  générale. 

Une  aulre  conséquence  1res  importante  à  tirer  de  ce  qui  précède 
«si  (\\xune  intégrale  quelconque  y  est  holomorphe  à  l^ intérieur^ 
(lu  cercle  T.  Ainsi,  considérons  une  aire  A,  à  contour  simple,  nc^ 
•comprenant  aucun  point  singulier  des  coefficients  p  de  l'équatiois^ 
•ilifférentielle.  Pour  chaque  point  de  cette  aire,  nous  pouvons  tracer 9 
autour  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle  à  l'intérieur  duquel 
toute  intégraU*  est  holomorphe.  Le  rayon  de  ce  cercle  peut  varie*" 
avec  la  position  du  point,  quand  relui-oi  varie  dans  A,  mais  son  m€ — 
nimum  nest  certainement  pas  nul. 

Par  suite,  l'exlonsion  auah  tique  dans  la  région  A  peut  se  faire  de 
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proche  en  proche  avec  un  cercle  de  rayon  fixe  (le  cercle  de  rajon 
minimum)  et  nous  avons  cette  proposition  capitale  : 

Toute  intégrale  de  (\)  est  holomorphe  dans  une  région  du  plan 
à  contour  simple  ne  comprenant  aucun  des  points  singuliers  des 
coefficients  de  l'équation  différentielle. 

Il  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que  les  intégrales 
de  (i)  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceux  des 
coefficients  /?.  Nous  appellerons  ces  derniers  les  points  singuliers 
de  l'équation  différentielle. 

2.  On  donne  à  tout  système  d^intégrales  j^i,  y^^  ...,  y^t  pour 
lequel  le  déterminant  (2)  n'est  pas  identiquement  nul,  le  nom  de  sys- 
tème fondamental  d^intégrales.  On  doit  remarquer  qu'entre  les 
intégrales 

yu  yi^    ...,  rm 

d'an  système   fondamental   n'existe   pas   de   relation   homogène   et 
linéaire  à  coefficients  constants  telle  que 

car,  en  différentiant  m  —  i  fois  cette  relation  et  éliminant  les  a,  on 
voit  que  le  déterminant  (2)  serait  nul.  * 

Réciproquement,  si  pour  m  fonctions  ^1,  y^^  ...^ym  de  Xj  le 
déterminant  (2)  formé  avec  ces  fonctions  est  identiquement  nul,  il  y 
aura  entre  les  y  une  relation  de  la  forme  précédente,  les  a  étant  des 
constantes.  Pour  le  montrer,  nous  pouvons  supposer  que  le  détermi- 
nant d'ordre  m  —  i ,  obtenu  en  supprimant  dans  (2)  la  dernière  ligne 
et  la  dernière  colonne,  n'est  pas  identiquement  nul,  car  autrement 
on  serait  ramené  du  cas  de  m  au  cas  de  m  —  i.  Dans  ces  condi- 
tions, nous  pouvons  former  l'équation  linéaire  E  d'ordre  ni  —  i  ayant 
pour  système  fondamental  d'intégrales 

yiy   ri»    ••••  r '«-!•. 

Le  déterminant  (2)  étant  nul,  ym  satisfera  à  l'équation  E,  et,  par 
suite,  on  aura,  d'après  le  premier  théorème  du  paragraphe  précédent, 

les  a  étant  des  constantes. 
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3.  Revenons  à  la  région  A  du  plan  à  contour  simple,  où  les  p  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  la  variable  complexe  x.  La  méthode 
des  approximations  successives,  déjà  étudiée  à  diverses  reprises  (voir 
notamment  p.  88  de  ce  Volume),  permet  d'obtenir  pour  toute  inté- 
grale un  développement  convergent  dans  cette  région;  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  dit.  A  la  vérité,  nous  supposions  que  la  variable 
restait  réelle,  mais  l'extension  à  la  variable  complexe  se  fait  d'elle- 
même,  comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  voir  (*).  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant  (^)  : 

Toute  intégrale  de  V équation  [i)  peut  être  représentée  par  une 
même  série  dans  une  région  quelconque  du  plan  à  contour 
simple  ne  comprenant  aucun  point  singulier  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

-i.  Abordons  maintenant  l'étude  des  points  singuliers.  Nous  allons 
supposer  que,  dans  une  certaine  région  du  plan,  les  coefficients  p 
aient  comme  points  singuliers  des  pôles.  Soit  a  un  de  ces  points;  il 
pourra  être  un  point  singulier  pour  les  intégrales  de  l'équation  difTé- 
renlielle. 

Partons  d'un  système  fondamental 

yx-t   yii    •••1   ywi 

défini  dans  une  certaine  aire  voisine  de  a  et  ne  contenant  pas  ce 
point.  Si,  partant  d'un  point  de  cette  aire,  nous  faisons  décrire  à  la 
variable  x  un  contour  fermé  autour  du  point  a,  il  arrivera,  en  gé- 
néral, que  nous  ne  retrouverons  plus  le  système  initial.  Mais,  comme 
Téquation  différentielle  n'a  pas  changé,  nous  retrouverons  un  autre 
système  d'intégrales  de  la  même  équation 


et  l'on  aura 


*  1  »     *  j  »     •  •  •  >     ï  //ij 
••*•••••• • ") 

V/,i  =  «//ii^'i  -^  <*mtyt  -^  .  .  .  -i-  ammytni 


(')  Tome  II  de  ce  Traité,  2'  édition,  p.  3r>i. 

(^)  Pour  les  applications  de  la  méthode  des  «ipproximations  successives  aux  équa- 
tions linéaires,  on  pourra  consulter  une  Noie  que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  (i8y'|). 
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les  a  étant  des  constantes.  Nous  allons  chercher  si  Ton  peut  trouver 
une  intégrale 

U  =  «tri  •+■  «t.r«  -H  ...  -h  fltm^m, 

qui  se  reproduirait,  à  un  facteur  constant  près,  par  la  circulation 
précédente.  Après  avoir  tourné  autour  de  a,  nous  avons,  pour  w,  une 
iraleur  U,  et  l'on  a 

U  =  aiY, -ha,Y,-h...H-a,;,Y;„. 

Ecrivons  donc  que 

«t  («11^1 -H • . . -H  «I  w^/M  ) -H  «j ( aji^i -h . . . -4- a„„^',„  ) -f- . . . 

Or,  il  ne  peut  pas  exister  de  relation  linéaire  et  homogène  à  coef- 
ficients constants  entre  les  j';  sinon,  le  déterminant  (2)  serait  iden- 
tiquement nul.  On  aura  donc 

ai(«ii— fA)-+-a,flr„  h- . . . -f- a,„ a„M  =0, 


et  l'on  en  conclut 

ail  — Il        «11         •••         «//H 


(3) 


Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  celte  équation  de  degré  m 
en  [jL  sont  des  invariants,  c'est-à-dire  sont  indépendantes  du  système 
fondamental  dont  on  est  parti.  En  elVet,  toute  combinaison  linéaire 
des  >'  est  une  combinaison  linéaire  des  éléments  z  d'un  autre  sys- 
tème fondamental  et  inversement;  par  suite,  à  toute  combinaison 
linéaire  des  y^  se  reproduisant  au  facteur  a  près,  correspond  une 
combinaison  des  5,  se  reproduisant  au  même  facteur  [jl.  Les  équa- 
tions de  la  forme  (3),  correspondant  à  l'un  et  l'autre  système,  ont 
donc  mêmes  racines. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  de  racine 
nulle,  car  le  déterminant  |  rt,/t  |  devrait  être  nul,  et  alors  les  Y  et,  par 
suite,  les^  ne  formeraient  pas  un  système  fondamental. 
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5.   Supposons  que  Téqualion  (3)  ait  ses  racines  distinctes.   Aux 
m  racines 

correspondront  m  intégrales 

ces  intégrales  seront  linéairement  indépendantes,  car,  si  l'on  avait 
entre  elles  une  relation  à  coefficients  constants, 

A:i  «t  -*-  ^î  Wj  -4- . . .  -♦-  km  «*/»  =  o. 

Kn  faisant  faire  un  tour  à  x  autour  de  a,  on  aurait 

kl  fx,  a,^-  A:jfjijM,-t-. .  .-h  A-wfji,„a,„  =  o, 

et  donc,  d'une  manière  générale, 

ArjfjL',  a, -+-X:jfji^WtH-...-+-Amfx{„a,;,  =  o        (/ =  o,  i,  i,  . . .,  m  — i). 

Ces  m  relations  sont  impossibles,  car  on  en  déduirait  que  le  déter- 
minant de  Vandermonde  relatif  aux  [x  est  égal  à  zéro. 

Ainsi  donc,  pour  le  cas  général  où  l'équation  (3)  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  a  un  système  fondamental  d^ intégrales  w,, 
W2,  ...,  Um^  se  reproduisant  respectivement  multipliées  par  les 
constantes  [jL|,  ul2,  . .  -i  (^m,  quand  x  tourne  autour  de  a. 

On  peut  aisément  donner  la  forme  analytique  générale  de  ces  inté- 
grales. La  fonction 

{x  —  aYx 

se  reproduit  multipliée  par  ^^'^''i',  quand  x  tourne  autour  de  a;  s  m 
donc  on  a 

e^r^r^i—^^         ou         ''i  =  — ;;r'-l<^J>îJ''iî 

on  voit  que  ion  a 

c5|(x)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  On  a,  d'une  manière 
générale,  les  m  intégrales 

Ui  —  (  x  —  «  i'".  ^;  t  j-  )        (  /  =  I ,  u.  . . . ,  m  ), 
les  z,  étant  uniformes  autour  de  a. 
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6.  Supposons  maintenant  que  réquation  (3)  ail  des  racines  mul- 
tiples. Nous  allons  montrer  que,  s'il  y  a  des  racines  multiples 
d'ordre  a,  ^3,  . . .,  on  peut  s'arranger  de  manière  que  les  intégrales  se 
partagent  en  groupes  de  a,  p,  .. .  lettres,  de  telle  sorte  que,  |X|  dési- 
gnant la  racine  d'ordre  a,  on  ait  pour  les  a  intégrales  que  nous  dési- 
gnerons par  07 1 ,  Xi,  ...,  oTa  la  substitution  linéaire  suivante,  corres- 
pondant à  une  circulation  autour  de  a. 


^l 

[Aia?i, 

^t 

fji,jr,  H-X,,ar,, 

^I 

l^isrt-hhtX^-i-AtiXu 

(4) 

Xa     l^iXa-hli a-i  Xg^-i  -f - . . . -h  Xa-i.a-t  Xi , 

et  des  substitutions  analogues  pour  les  autres  groupes  de  lettres. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  le  supposerons  vrai  pour 
m — I  lettres  et  nous  montrerons  qu'il  est  vrai  pour  m.  Nous  par- 
tons donc  de 

y  11  yt^    •  '  •  y  y  m  » 

on  peut  toujours  supposer  que  l'on  remplace  ce  système  par  un 
autre  système^,  Xy^  x^.  ...,  -P/n-n  pour  lequel  la  substitution  cor- 
respondant à  la  circulation  autour  de  a  sera  exprimée  par  le  Tableau 

y        Kir, 

x^         X,       -hX,^, 
^î  Xj       -+-  l^y. 


Xnt~\      X„|_,  H-  X,n-|^, 

les  X  étant  des  fonctions  linéaires  en  jCi,  Xj,  ...,  Xm-\-  Les  racines 
de  l'équation  en  (x  relative  aux  y^  que  nous  savons  être  des  inva- 
riants, se  composent  de  ;jL|  et  des  racines  de  l'équation  de  degré  m  —  i 
relative  aux  formes  linéaires  X|,  X2,  . . .,  Xm_|.  Si  jjL|  est  une  racine 
de  degré  a,  elle  sera,  pour  cette  dernière  équation,  de  degré  a  —  i. 
D'après  l'hypothèse  admise  que  le  théorème  est  vrai  pour  m  —  i  lettres, 
nous  pouvons  faire  sur  x,,  x^,  ...,  Xni-\  une  substitution  telle  que 
nous  ayons  pour  elles  les  substitutions  de  la  forme  indiquée;  nous 
n'aurons  cependant  pas  encore  la  forme  voulue,  sauf  pour  le  premier 
groupe  de  a  lettres  correspondant  à  la  racine  [jl,,  à  cause  des  termes 
eny,  qui  ne  doivent  pas  figurer  dans  les  groupes  suivants.  Mais  il  suffît 
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alors  de  remplacer 

n     par    Ti—kiX        (i^x), 

ki  étant  une  constante  convenable,  pour  que  la  substitution  ait  la 
forme  indiquée.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  substitution  relative  à  j?, 
est 

nous  substituerons  à  la  variable  x«  la  variable 

elle  se  transforme  alors  en 

c'est-à-dire 

fjL,(  J-,  —  ky  )  -h  k(  .a/--  ti,  )y  -h  X,  v. 

Si  donc  on  choisit  A*  de  manière  à  avoir 

k(  lit —  ;jii  )  —  //  =  o. 

ce  qui  est  possible,  puisque  iil/^ul,,  on  aura  effectué  la  transforma- 
tion cherchée. 

7.  Nous  pourrions  nous  servir  de  la  forme  de  la  substitution  (4  > 
pour  trouver  une  expression  analyliquo  de  -Tf,  .r^ vT^.  Nous  pro- 
céderons cuilrement.  en  considérant  une  équation  auxiliaire  qui 
reviendra  sou\ent  par  la  suite.  Soit  une  première  intégrale 

:5,  {t)  étant  uniforme  ilaus  le  voisinage  de  a.  Posons 

y  =-11  I  zdx: 

z  satisfera  à  une  équation  ililltTcntielle  d\)rdre  m  —  i  de  même  forme 
(]ue  la  propost'c 

V  cette  équation  d'ordre  m  —  i  correspond  um^  équation  en  u  ana- 
loiiue  à  '  3^  et  de  dci^ré  m  —  i  :  se>  racines  seront  les  racines  de  (3), 
prises  à  Texclusion  de  ;jl,,  di\i>ées  paru.,.  Dans  le  cas  actuel,  si  r, 
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correspond  à  la  racine  multiple  [x,  d'ordre  a,  nous  aurons  pour  Téqua- 
tion  en  «  une  racine  multiple  d'ordre  a  —  i  égal  à  un.  L'équation  en  z 
a  donc  au  moins  une  intégrale  uniforme  autour  de  a.  On  opérera  sur 
,  Péqualion  en  z  comme  on  a  opéré  sur  l'équation  en  j^,  et  finalement 
on  obtient  un  groupe  de  a  intégrales 

y\  =(>  — a)*-.  ©01, 
y%  =y\  I  zdx  I  udx. 


ya  =  y\  I  ^  d^  I  u  dx  j  ...    /  fv  dx^ 

lésa  —  I  fonctions  Z,  w,  ...,  w  étant,  comme  '^i,  uniformes  dans  le 
voisinage  de  a.  Les  intégrations  successives  montrent  que^/  est  de  la 
forme 

//=(ar  — a)'-i|<po/(a?)H-©,/(a?)log(a?  — a)-h...-hcp/_,,/(ar)[log(a:  — a)]'-»{, 

les  f  étant  uniformes. 
Il  est  à  remarquer,  d'une  manière  générale,  que  les  fonctions 

?oi»     ?n»     9mï     ...»     ?i-i,i» 

coefficients  des  puissances  les  plus  élevées  des  logarithmes,  sont  dans 
un  rapport  constant,  comme  il  résulte  de  suite  du  calcul  successif  des 
intégrales. 

8.  Nous  avons  donc  maintenant  la  forme  analytique  générale  des 
intégrales  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  forme  où  figurent 
des  fonctions  uniformes  autour  de  a,  ayant,  en  général,  ce  point 
comme  point  singulier  essentiel. 

Supposons  que  l'équation  proposée  ait  une  intégrale  pour  laquelle 

toutes  les   fonctions  uniformes,    qui  figurent  dans  son   expression 

comme  coefficients  des  logarithmes,  aient  le  point  a  comme  pôle; 

nous  allons  montrer  que  l'équation  aura  au  moins  une  intégrale  de  la 

forme 

(x  —  ay  ^(x)f 

f{^)  «y^nt  a  pour  pôle. 
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Désignons,  en  effet,  par 

y  •^{x  —  ay  J  A  -h  B  log(ar  —  a)-h. .  .-^  L[\og(T  —  a)]*  j 

cette  intégrale  ;  les  coefficients  A,  . . .,  L  sont  des  fonctions  de  x  ayant 
au  plus  a  pour  pôle,  et  L  n'est  pas  identiquement  nul.  Si  l'on  fait 
tourner  x  autour  de  a,  l'intégrale^  se  transformera  en  Y,  et,  si  l'on 
forme  la  combinaison 

on  aura  une  nouvelle  intégrale  qui  sera  de  la  forme 

(a:— a)'-j  A,H-  B,  \og(x  —  a)  -+-...  h-  L,f  log(a:  —  a  ^]«-»  J, 

où  L|  n'est  pas  identiquement  nul  et  où  les  A|,  . . .,  L,  ont  au  plus  a 
pour  pôle.  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  une  intégrale  de  la  forme 

(x  —  ayt^ix), 

(p(j7)  ayant  au  plus  a  pour  pôle  et  ^(x)  n'étant  pas  identiquement 
nul  :  c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

En  augmentant,  s'il  est  nécessaire,  r  d'un  entier  convenable,  or:» 
peut  admettre  que  'f{x)  est  holomorphe  autour  de  a  et  ne  s'annula 
pas  pour  X  =  a. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'équation  admettrait  s  intégrales 
linéairement  indépendantes,  pour  lesquelles  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  des  logarithmes  auraient  seulement  des  pôles  encz  ; 
nous  aurons  d'abord  une  intégrale  y,  de  la  forme 

cp(jr)  étant  holomorphe  en  a,  et  'f  («)  étant  difl'érent  de  zéro.  Je  pose 
la  fonction  z  satisfera  à  une  équation  d'ordre  m  —  i , 

où  les  </  ont,  comme  les  /?,  le  point  a  pour  pôle.  Je  dis  que  cette 
équation  aura  s  —  i  intégraies  linéairement  indépendantes  de 
Vespèce  indiquée. 
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Soient  en  effet  j^,,  y 2^  .  ••,  ys  les  s  intégrales  de  réquation  en  y 
dont  nous  avons  supposé  Texistence;  l'équation  en  z  admettra 


dx\yj'  '     dx\yj' 


qui  seront  linéairement  indépendantes  et  de  la  nature  voulue.  Elles 
sont  linéairement  indépendantes,  car,  si  Ton  avait 

on  en  conclurait 

Cl  y\  -+-  c,7j  -+-...-+-  Cgys  =  o, 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 

IL  —  Équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières 
en  un  poin^  singulier. 

9.  Un  cas  très  simple,  particulièrement  étudié  par  M.  Fuchs,  est 
celui  où,  pour  toutes  les  intégrales,  les  ç  n'ont  que  des  pôles.  On 
dit  alors  que  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  a.  Nous  allons 
d'abord  trouver  une  forme  nécessaire  pour  les  coefficients  p  de 
l'équation  différentielle,  et  nous  montrerons  ensuite  qu'elle  est  suffi- 
sante. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  nous  aurons  certainement  une  in- 
tégrale 

^1=  (ar  — a)'-cp(ar)         [o(a)  ^  o]. 

Posons  alors,  comme  ci-dessus, 
nous  avons  l'équation 

et  l'on  trouve  immédiatement 
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et  d'une  manière  générale 

__    I    rni(/n  —  !)...( m  —  i-\-i)d^yi 
J^i  L  1 . 2 ...  «  rix* 


(m — i)...(/w  —  «-t-i)  ^  <i^~^y\ 
1.2.  ..(i  —  i) 


L'équation  en  z  a,  comine  l'équation  proposée,  toutes  ses  intégrales 
régulières. 

Soit  d'abord  m  =  i .  Nous  avons  l'équation 

dy 

fix) 
il  faudra  nécessairement  que  /?i  soit  de  la  forme  '^ _^     *  f{^)  étant 

holomorphe,  pour  que   les    intégrales  soient  régulières,  comme  le 
montre  la  formule 

-fptdx 

Faisons  maintenant  m  =  2  ;  l'équation  en  z  sera  alors  du  premier 

fi  x) 
degré  et  par  suite  q^  sera  de  la  forme  -^     ;  il  en  sera  donc  de  même 

de  /?!  d'après  l'expression  de  q^.  D'autre  part,  on  a 


y  \  dx^ 


-'-^^p<'£)-p.- 


En    substituant  j  =  (^  —  aY '^{x),    on  voit    que  /?2    est    de    la 

forme  — :•  Ainsi  donc,  l'équation  du  second  ordre,  dont  les  inté- 

grales  sont  toutes  régulières,  est  nécessairement  de  la  forme 

d\y  ^     fxjx)    dy        Mx) 

dx*         (x  —  a)dx        {x  —  a}*-^       ^' 

fi  et /a  étant  holomorphes  autour  de  a. 

Admettons  maintenant  que,  pour  une  équation  d'ordre  m — i,  la 
forme  nécessaire  pour  que  toutes  les  intégrales  soient  régulières  soit 


dm-ly         f,(T)   d'n-ty     ^         f^Jx)       d'n-^y  .        ,f,n-x{x) 

(x  —  ay 


(ix'n-\   '^  X  —  a  dx»'-'^  "^  (:r  —  a)4  dx"'-^  -H...-t-  ^^_^  ,„_,  ^  —  o, 


les  /éUnt  holomorphes  autour  de  a  ;  nous  allons  montrer  sans  peine 
que  la  même  condition  subsiste  pour  les  équations  d'ordre  m. 
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Nous  parlons  donc  d'une  équation  d'ordre  m  à  intégrales  toutes 
régulières  autour  du  point  a,  LVquation  correspondante  en  z  aura 
aussi,  comme  nous  l'avons  vu,  ses  intégrales  régulières  ;  elle  sera  donc 
de  la  forme  écrite  ci-dessus.  En  prenant 

^^,  =  (0:  — a)'-o(r)        [?(a)^o], 

on  déduit  de   l'expression  générale  de  qi  que  pi  .est  de  la   forme 

^*    — j.»  fi{x)  étant  holoinorphe  autour  de  a.   Il   ne  reste  plus  à 

trouver  que  la  forme  de  pm\  c'est  à  quoi  l'on  parvient  à  l'aide  de  la 
relation  tirée  de  l'équation  diflerentielle  elle-même 

I    /d'»Yx  d'n-^Yx  dy^\ 

qui  montre  que  pm  est  de  la  forme  •  '"^ — -  ?  et  le  théorème  est  par 
suite  établi. 

10.  Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et  démontrons  qu'une 
équation  de  la  forme 

'     dlr"»         T^a  dx"'-^   "^  (.r  —  a Jï   dx»'-'^       '"       (x  —  a)»*-^         ' 

où  les  /  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a,  a  toutes  ses  inté- 
grales régulières  au  voisinage  de  ce  point. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  pouvons  faire  a  =  o.  Au  lieu  de 
considérer  une  équation  linéaire  d'ordre  /?i,  nous  allons,  pour  un  mo- 
ment, envisager  un  système  d'équations  linéaires  du  premier  ordre. 

Si  l'on  pose 

dy  dyx  dy,„-t 

on  reconnaît  immédiatement  que  ym-  \  se  met  sous  la  forme  d'un 
polynôme  à  coefficients  numériques  en 

""  dx'       ""    dx^-  '       "^  dx'n-x' 

et  inversement  les  expressions  précédentes  s'expriment  linéairement 
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en  j^,  j^i,  jKa»  •.•?^v«_i.  L'équation  (5)  devient  alors 


«mj^m-l, 


les  a  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Au  lieu  du  sys- 
tème précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus  générale 
le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du  premier  ordre 

^-^   =  A,,  j^,-f- A„  j^,-h...-h  A„„  ^„„ 


dx    " 


Aîi  ri-t- Ati  r»-»-     •-»- Ai,„  y„„ 


les  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =:o.  Cherchons  s'il 
existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 


j,  =  ar'-u„        ^,=  37'- a,, 


ym=^''Um, 


r  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les  u  étant  holo- 
morphes autour  de  l'origine. 

En  désignant  par  c,,  Ca,  . . .,  Cm  les  valeurs  des  u  pour  x  =  o,  va- 
leurs qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être  pas 
toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  l'équation  dilTérentielle, 

(an  — r)ci  -h  aijCf-h . .  .-h  amCm  =  o, 


«m  1^1  -+-  a„ttCi 


.-^(«//im— r)c,n=  o, 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  .r  =  o.  U  résulte  de  ces  équa- 
tions que  Ton  a 


(6) 


an— r         «,j 

a„i\  a,„i 


/•  sera  donc  racine  de  celle  équation  du  m^''"*"  degré  ;  nous  désignerons 
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par 

les  m  racines  de  l'équation  (6).  Ecrivons  alors  le  système»  sous  la 
forme 


-  \ 

(7) 


x-^  =an  ri-i-a„  ^i -(-...-+- a,„  ^„,-t-x(B„  ^i+...-hB„„  yr„), 

1 


les  B  étant  holomorphes  autour  de  Torigine.  Cherchons  à  simplifier 
la  forme  de  ces  équations  en  eflectuant  sur  les  y  une  substitution 
linéaire  convenable.  Faisons  abstraction  des  termes  en  x  dans  les 

seconds  membres  de  (7).  Posons  j:  ^  =  D^  et  considérons  la  sub- 
stitution 

I>ri  =«11  ri-+-«iî  J^î-^-     •-^-«iw  J^m, 


^ym  =  Clm\y\-^  amiyt-^ .  .  .-^  ammym, 

qui  consiste  à  substituer  à^i,  ^21  •  •  m  ^m  ^^^  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  5)  sur 
la  réduction  des  substitutions  linéaires.  Nous  avons  donné  une  forme 
canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substitution;  c'est 
précisément  l'équation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  ré- 
duction. Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes,  nous  pourrons 
donc  supposer  que  dans  les  seconds  membres  de  (7)  les  termes  indé- 
pendants de  X  se  réduisent  (  *  )  à 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se  par- 
tageront en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi,  pour  une 
racine  /i  multiple  d'ordre  a,  les  a  premières  équations  auront  pour 


(*)  Comparer  les  considéralions  précédentes  à  la  question  analogue  étudiée  à  la 
page  4  de  ce  Volume. 
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en^, yi,jK2ï  •.•,^'m_i.  L'équation  (5)  devient  alors 


dx 


=  axy  -h  a,^, -h. .  .-h  a«,>-m-i, 


les  a  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Au  lieu  du  sys- 
tème précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus  générale 
le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du  premier  ordre 


X-^       =    Al,      ^,-h   A„     ^,-+-...-+-   A,;„    ^;„, 

A„  ^i-i- A„  ^i-h...H- A,;„  y,^. 


dx 
dx 


X  -^  =  A«„  J^,-+-  A;n,J^,-h.  .  .-H  ktnnymy 

les  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Cherchons  s'il 
existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 


j,  =  ar'-u„       y\-x^ut. 


ym^x^Um^ 


V  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les  u  étant  holo- 
morphes autour  de  l'origine. 

En  désignant  par  C|,  Cj,  . . .,  Cm  les  valeurs  des  u  pour  x  =  o,  va- 
leurs qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être  pas 
toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle, 

(an  — r)ci  H-aijC,-f-...-r-aimC;„  =  o, 

«11  cx  -h  (aji—  r)c,  -+-...  -H  «î,n  c,n  =  o, 


Qin\C\  -+-  a«iîC, 


4-...-^(a,„„.— r)c,rt=  o, 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  x  =  o.  11  résulte  de  ces  équa- 
tions que  l'on  a 


(6) 


Qw—r        a,j 


«i/i 


=  o; 


«//Il  «//i2  ...       ^mm  — 

/•  sera  donc  racine  de  celte  équation  du  //i*'^"'*=  degré  ;  nous  désignerons 
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par 


ri,     r, 


1      •  •  •  1     '  /« 


les  m  racines  de  réquatîon  (6).  Écrivons  alors  le  système^  sous  la 
forme 


(7) 


^dx    ~^*'  ^i-^-^n  r«-+-----+-«i'w  ym-^3r{Bii  yi-h...'+-Bi,n  ym), 


les  B  étant  holomorphes  autour  de  Torigine.  Cherchons  à  simplifier 
la  forme  de  ces  équations  en  effectuant  sur  les  y  une  substitution 
linéaire  convenable.  Faisons  abstraction  des  termes  en  x  dans  les 

dv 
seconds  membres  de  (7).  Posons  j:  ^  =  D^  et  considérons  la  sub- 
stitution 

^y\  =«11  J^i-+-aiî  j^î-+-...-hai;„  ^,„, 
^yt  =  ''îi  y\-^aii  yt-^-..^ a^m  ym^ 


^ym  =  a,n^yx-^  amtyi'^ . .  .-^  ammytn, 

qui  consiste  à  substituer  à^i,  jj,  ...,^/w  les  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  5)  sur 
la  réduction  des  substitutions  linéaires.  Nous  avons  donné  une  forme 
canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substitution;  c'est 
précisément  Téquation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  ré- 
<luction.  Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes,  nous  pourrons 
donc  supposer  que  dans  les  seconds  membres  de  (7)  les  termes  indé- 
pendants de  X  se  réduisent  (  *  )  à 

r\y\,     t\yt.     ...,     r,nym. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se  par- 
tageront en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi,  pour  une 
racine  i\  multiple  d'ordre  a,  les  a  premières  équations  auront  pour 


(*)  Comparer  les  cousidéralions  précédentes  à  la  question  analogue  étudiée  à  la 
page  4  ^^  ce  Volume. 
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^^XjytjXi^  ...j  Vm-i.  L'équation  (5)  devient  alors 

les  a  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  j?  =  o.  Au  lieu  du  sys- 
tème précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus  générale 
le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du  premier  ordre 


dx 
dx 

^dyn, 
dx 


=  A;niri-+-  A;„,^,-h.  .  .-H  kmmym% 


les  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Cherchons  s'il 
existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 


yi  =  x''Uu       yt-x'-Ui, 


7«,=  a7'-a,n, 


/'  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les  u  étant  holo- 
morphes autour  de  l'origine. 

En  désignant  par  C|,  Cj,  . . .,  Cm  les  valeurs  des  u  pour  a:  =  o,  va- 
leurs qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être  pas 
toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle, 

(a,,  — r)ci  -f-a,jC,-f-...-hai;„C;„  =  o, 


Clm\C\  ■+-  «/lU^Î 


•  («m/n — r)Cm=  O, 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  j?  =  o.  U  résulte  de  ces  équa- 
tions que  l'on  a 


(6) 


au—/'         a,î 
«îi         Cil— r 


«2«l 


<^//il  a  tut  ...       a  ni  m  — 

/•  sera  donc  racine  de  celle  équation  du  /?«*'"'"''  degré  ;  nous  désignerons 
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par 

les  m  racines  de  l'équation  (6).  Ecrivons  alors  le  système'  sous  la 
forme 

(7)     <   » 

f  ar -^  =  a^,^,  -h  a„„^, -^. .  .-h  a,«;„^,;,  -+-  x(  B,„i^i  -h. .  .-h  B^m^m ), 

les  B  étant  holomorphes  autour  de  Torigine.  Cherchons  à  simplifier 
la  forme  de  ces  équations  en  effectuant  sur  les  ^  une  substitution 
linéaire  convenable.  Faisons  abstraction  des  termes  en  x  dans  les 

seconds  membres  de  (7).  Posons  x  -^  =  Dy  et  considérons  la  sub- 
stitution 


^ym=  a„,iyi-h  a,„tyt-i- . .  .-\-  a„„„jr„„ 

qui  consiste  à  substituer  à^i,  ^2»  •  •  m  ^/w  les  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  5)  sur 
la  réduction  des  substitutions  linéaires.  Nous  avons  donné  une  forme 
canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substitution;  c'est 
précisément  l'équation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  ré- 
duction. Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes,  nous  pourrons 
donc  supposer  que  dans  les  seconds  membres  de  (7)  les  termes  indé- 
pendants de  X  se  réduisent  (  *  )  à 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se  par- 
tageront en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi,  pour  une 
racine  /'i  multiple  d'ordre  a,  les  a  premières  équations  auront  pour 


(')  Comparer  les  cousidéralions  précédentes  à  la  question  analogue  étudiée  à  la 
page  4  de  ce  Volume. 
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d>^?JKijJKaj  ...,  Vm_i.  L'équation  (5)  devient  alors 

les  a  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Au  lieu  du  sys- 
tème précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus  générale 
le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du  premier  ordre 


dx 


Aîi  ri-^- A«  rî-+---+- A,;„  jr^, 


^-^  =  Ami^|-+- Amirt-^-'-^- A/M/nr^i 

les  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a?  =  o.  Cherchons  s'il 
existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 

V  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les  a  étant  holo- 
morphes autour  de  l'origine. 

En  désignant  par  C|,  Cj,  . . .,  Cm  les  valeurs  des  u  pour  j:  =  o,  va- 
leurs qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être  pas 
toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  l'équation  dilTérentielle, 

(a,,  — r)ci  H-aijC2-f-...-r-a,;nC;„  =  o, 


«//M Cl -H  a„ixCi 


-f-...-^(a,;„n— r)C;„=o, 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  x  =  o.  11  résulte  de  ces  équa- 
tions que  l'on  a 


(6) 


«11 —  '*  «tî  0.\m 

«îl  «ÎS  -  '*       ...  «Jw 


=  o; 


/*  sera  donc  racine  de  celle  équation  du  //i*'^^"'*'  degré  ;  nous  désignerons 
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par 


n,    ft 


1      •  •  •  î      'm 


les  m  racines  de  l'équation  (6).  Écrivons  alors  le  système'  sous  la 
forme 


(7) 


» 


les  B  étant  holomorphes  autour  de  Torigine.  Cherchons  à  simplifier 
la  forme  de  ces  équations  en  eflectuant  sur  les  ^  une  substitution 
linéaire  convenable.  Faisons  abstraction  des  termes  en  x  dans  les 

seconds  membres  de  (7).  Posons  j:  -^  =  Dy  et  considérons  la  sub- 
stitution 


^ym  =  amxyx  -H  a,niyi -+-...-»-  ammym, 

qui  consiste  à  substituer  à^i,  y 2,  -"yym  les  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  5)  sur 
la  réduction  des  substitutions  linéaires.  Nous  avons  donné  une  forme 
canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substitution;  c'est 
précisément  l'équation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  ré- 
duction. Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes,  nous  pourrons 
donc  supposer  que  dans  les  seconds  membres  de  (7)  les  termes  indé- 
pendants de  X  se  réduisent  (  *  )  à 

nri,     f'ijyt'      ...,     r,„y,n. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se  par- 
tageront en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi,  pour  une 
racine  /i   multiple  d'ordre  a,  les  a  premières  équations  auront  pour 

(*)  Comparer  les  considéralions  précédentes  à  la  question  analogue  étudiée  à  la 
page  4  àe  ce  Volume. 
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seconds  membres  (aux  termes  en  x  près),  d'après  ce  qui  a  été  dit 

(§5), 


et  l'on  aura  des  groupes  de  même  forme  pour  les  équations  restantes. 

il.  Supposons  donc  que  les  équations  (7)  aient  la  forme  indiquée. 
Nous  avons,  après  la  réduction  qui  vient  d'être  effectuée,  les  équa- 
tions 


-^       =rxyt-^\uy\-^^(     ), 


dx 


""  dx 


dx 


=  ^îra-hi-+-a'(     ), 


Nous  allons  porter  notre  attention  sur  la  racine  ri  ;  son  ordre  de 
multiplicité  a  (qui  peut,  bien  entendu,  être  égal  à  un)  ne  figurera 
d'ailleurs  pas  dans  le  résultat  auquel  nous  voulons  parvenir. 

Cherchons  si  le  système  précédent  admet  des  intégrales  de  la 
forme 

Nous  aurons,  en  substituant,  les  nouvelles  équations 
dux 

^-dx       =^nW,  +  ^(      ), 


(8) 
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les  parenthèses  étant  holomorphes  en  x.  On  va  montrer  qu^on  peut 
satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour  les  u  des  fonctions  holo- 
morphes de  :r,  si  toutefois  certaines  conditions,  que  nous  indiquerons, 
ne  sont  pas  remplies. 

Les  équations  différentielles  permettent  de  calculer  de  proche  en 
proche  les  coefficients  des  développements.  Pour  j:  =  o,  les  u  seront 
nuls  en  général,  sauf  </g(  dont  la  valeur  initiale  restera  arbitraire. 
Pour  qu'on  ne  soit  pas  arrêté  dans  le  calcul  des  dérivées  successives, 
il  faut  qu'aucune  des  différences 

ne  soit  égale  à  un  entier  positif. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  voir  que  les  développements  ainsi  obtenus  sont 
convergents.  Nous  emploierons  à  cet  effet  les  méthodes  de  compa- 
raison dont  nous  nous  sommes  déjà  tant  de  fois  servi.  Les  valeurs 
initiales  des  u  sont  toutes  nulles,  sauf  celle  de  u^^  dont  nous  dési- 
gnerons le  module  par  2/^.  Soit,  d'autre  part,  \  le  module  maximum 
des  quantités  \  et  de  leurs  analogues  dans  les  équations  différentielles, 
et  soit  enfin  e  le  module  minimum  de  la  différence 

m— (r,- ri), 

où  m  est  un  entier  positif  quelconque,  et  de  ses  analogues  pour  les 
différentes  racines  Ta  de  l'équation  en  r.  Nous  considérons  le  système 
d'équations 

/  u^=x{     ), 

I  Wj  =  Xa|-+-2r(     ), 


^9)  ' 

f       eMa-Ki  =  ^(     ), 


Dans  les  parenthèses,  les  coefficients  de  e/|,  ^z^,  ...,  Un  ont  été 
remplacés  par  des  fonctions  majorantes  (ou  fonctions  de  compa- 
raison) pour  un  certain  cercle  autour  de  l'origine. 

Pour  j:  =  o,  les  équations  (9)  donnent  les  //  égaux  à  zéro,  sauf  u^^ 
qui  est  égal  à  u\.  Les  valeurs  de  w,  définies  par  les  équations  (9),  sont 
holomorphes  autour  de  j?  =  o.  Nous  avons  à  comparer  maintenant 
les  développements  tirés  des  équations  (8)  et  (9).  De  ces  dernières 
on  tire  des  développements  où  les  coefficients  sont  tous  positifs, 
P.  —  III.  19 
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et  qui  sont  certainement  convergents  dans  un  certain  domaine,  au- 
tour de  l'origine. 

On  voit  immédiatement  que  les  coefficients  des  développements 
tirés  de  (8)  ont  un  module  moindre  que  les  coefficients  correspon- 
dants tirés  de  (9),  d'après  la  signification  de  e  et  de  X,  et  le  fait  que 
dans  les  parenthèses  les  coefficients  de  u  ont  été  remplacés  par  des 
fonctions  majorantes.  On  aura  donc  certainement  pour  (8)  des  déve- 
loppements convergents. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  système  (7)  admettra  un  système  d'intégrales  de  la  Jorme 

les  u  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =:Oj  en  désignant 
par  r,  une  racine  de  l'équation  (6)  telle  qu'aucune  différence 

ne  soit  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

On  voit  que  cet  énoncé  n'exclut  pas  le  cas  où  il  y  aurait,  parmi  les 
racines  r^,  •  •  *,  /*m)  une  ou  plusieurs  racines  égales  à  r|. 

L'équation  (6)  s'appelle  Véquation  fondamentale  déterminante 
relative  au  point  singulier  :f  =  o.  Dans  le  cas  qu'on  peut  appeler 
général,  les  racines 

sont  distinctes,  et  aucune  des  diflerences 

n'est  égale  à  un  entier  positif  ou  négatif.  On  a  alors,  pour  (7),  m  sys- 
tèmes d'intégrales 

(/  --  i,  7.,  . . .,  m), 
les  cp  étant  holomorphes  autour  de  l'origine. 

12.  Revenons  maintenant  à  l'équation  différentielle  (5)  d'ordre  m, 
c'est-à-dire  à  l'équation 

dx"^        (.r  —  a  )  dx»'-^  -r- . . .       ^^  _  a)"**^  ""  ^' 
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En  appliquant  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  on  voit  que 
cette  équation  admettra  au  moins  une  intégrale  de  la  forme 

ç(x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Pour  trouver  l'équa- 
tion donnant  r,  il  n'est  pas  besoin  de  former  le  système  d'équations 
linéaires  équivalent  à  l'équation  d'ordre  m.  Il  suffit  d'écrire  que  l'ex- 
pression précédente  [f  (a)  étant  différent  de  zéroj  satisfait  à  l'équa- 
tion. On  obtient  ainsi,  en  égalant  à  zéro  les  termes  de  moindre 
degré, 

(lo)     I  /•(r-i)...(r-m-f-i) 

(       -+-/,(a)rrr  -  !)...(/•  — m -h  i)  -h.  .  .-h/,,,-»  (a)  r -+-/m(a)  =  o. 

Si  Ti ,  Ta,  . . . ,  rm  sont  les  m  racines  égales  ou  inégales  de  cette 
équation,  l'équation  différentielle  admettra  une  intégrale  de  la 

forme 

^,  =  (j-  — a)'-icp(a7), 

çp(jr)  étant  holomorphe  autour  de  a,  et  'f  (a)  étant  différent  de  zéro, 
si  aucune  des  différences 

ri— ri,     ri— ri r„i— ri 

n*est  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

L'équation  (lo)  a  été  appelée  par  M.  Fuchs  l'équation  fondamen- 
tale déterminante  relative  au  point  singulier  a.  Un  rapprochement 
très  important  est  à  faire  entre  l'équation  (lo)  et  l'équation  (3) 
en  [JL  (§  4).  Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  paragraphe 
précédent,  que,  si  les  différences  des  racines  de  l'équation  (lo)  ne 
sont  pas  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  aura  les  intégrales  régu- 
lières 

^,  =  {x  —  ayt^i (x),  y^  =  {x  _  a;'-.Q,(a:;,  ....  y,n  =  (x  —  aK-f^Car), 
et,  par  suite,  les  m  racines  de  Téqiiation  (3)  seront  égales  à 

Telle  est,  pour  le  cas  général,  la  dépendance  entre  les  équations  (3) 
et  (lo).  Cette  dépendance  subsistera  évidemment  dans  tous  les  cas, 
puisque  le  théorème,  étant  vrai  pour  des  valeurs  arbitraires  des  coeffi- 


2g2  CHAPITRE   XI. 

cients  fi  (a),  . .  >^  fm{a)  de  (lo),  ne  peut  cesser  d'être  exact  pour  des 
valeurs  particulières  de  ces  coefficients. 

13.  Pour  faire  la  recherche  des  intégrales,  on  partagera  les  racines 

de  l'équation  (lo)  en  groupes  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  diffé- 
rence de  deux  racines  soit  un  entier  positif  ou  négatif,  et  que,  d'un 
groupe  à  l'autre,  la  différence  de  deux  racines  de  ces  groupes  ne  soit 
pas  entière.  Soient 

Ti,     r,,     ...,    Ta 

les  racines  d'un  premier  groupe,  ces  racines  pouvant  être  égales  ou 
inégales.  Supposons-les  rangées  par  ordre  décroissant  de  grandeur 
et  posons 

On  a  pour  z  une  équation  déjà  considérée  d'ordre  m  —  i,  dont 
toutes  les  intégrales  sont  régulières  autour  de  a.  Puisque 


dx\yx)' 


les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante  pour  l'équation 
en  z  seront 

r,— r,-i,     r,— r,— 1,     ...,     r;„— r,— i, 

et,  parmi  celles-ci,  nous  avons  le  groupe  des  a  —  i  racines  entières 
et  négatives 

Tj— r,--i,     r^-r,  — I,     ...,     r»— r,— i, 

les  autres  n'étant  pas  des  entiers. 

L'équation  en  z  aura  une  intégrale  de  la  forme 

z  =  {x  —  a)'"»-'"i-»4'(^), 

i^{x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a,  et  ^(a)  étant  diffé- 
rent de  zéro.  En  substituant  dans  l'expression  de  y^  on  a  alors  une 
seconde  intégrale 

^,=  (.r  —  a)''.[A(x)-+-B(a7)Iog(iF  — a)|, 
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A  et  B  étant  holomorphes,  le  produit 

(jr  — a)'-.B(jr). 

se  réduisant  d'ailleurs,  à  un  facteur  constant  près,  à  y^ . 

En  opérant  sur  l'équation  en  z  comme  on  a  opéré  sur  l'équation 
en  j^,  et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  aura  fînalement  les 
intégrales 

yu  yx^    •••.  j«» 

et  j^a  est  de  la  forme 

^a  =  (a?  —  a)'-«;A,(j:)-+-A,(a?)log(iF  — a) -+-... -+-A«_,(jr>[Iog(a?  —  a)]«-»j, 

les  A.  étant  holomorphes.  Nous  avons  donc  ainsi  formé  un  ensemble 
de  a  intégrales  correspondant  au  groupe  des  a  racines  de  (lo)  diffé- 
rant d'un  entier. 

14.  Appliquons  ces  généralités  à  une  équation  différentielle  du 
second  ordre,  sur  laquelle  nous  aurons  d'ailleurs  à  revenir;  c'est 
l'équation  différentielle  de  la  série  liypergéométrique 

^(«  -  ^)  ^  -+-  [ï  "  (  «  ^-  P  -+-  0^]  ^  -  «Pr  =  o, 

a,  ^  et  Y  désignant  trois  constantes.  Les  trois  points  singuliers  des 
intégrales  sont  j;  =  o,  j:  =  i   et  :r  =  oo.   Pour  ce  dernier  point,   il 

faudra  faire,  pour  l'étudier,  J7=  -;,  dans  l'équation  différentielle,  et 

considérer  le  point  j:'=  o  dans  la  transformée. 

Pour  former  l'équalion  fondamentale  déterminante  relative  au 
point  o,  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

d^y       ^ —  {rt-^^ ->t-\)x  dy  «px  _ 

dx'^  a:(i  —  X)  dx       x^{ï  —  xy    "    ' 

et  l'équation  (lo)  devient  ici 

qui  a  les  deux  racines 

r  =  o,         r  =  I  —  Y* 

Si  donc  Y  n'est  pas  un  entier,  l'équation  a,  dans  le  voisinage  de  a, 
les  deux  intégrales 

^i{x),       x^-y^t(^), 
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o«  et  cp2  étant  holomorphes  dans  le  cercle  de  rayon  uriy  ^\{o)  et  ^2(0) 
n'étant  pas  nuls.  La  forme  des  coefficients  du  développement  de 
çp«  {x)  est  remarquable.  En  posant 

t^x(x)  =  i-h  CxX-\-  Cja-'-h. .  ,-\-CpXP-Jt-, . ., 
on  trouve,  en  substituant  dans  Téquation  diflerentielle, 

[— ^(^_i)_(3H-p^i)^-_ap]c^-h[/?(/?-*-i)-hY(/>-+-i)]c/>-hi=o, 
par  suite 

et  Ton  a,  pour  o«(x),  le  développement  célèbre 

i-Y  i.a.../>  TiT-+-U...(T-^/>  — 0 

série  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un,  et  que  nous  avons  déjà 
rencontrée  (l.  II,  p.  229). 

Nous  avons  supposé  plus  haut  que  i  —  y  n'était  pas  un  entier.  Si 
I  —  V  est  un  entier  négatif,  nous  aurons  toujours  une  intégrale  holo- 
morphe  cp^  (x),  puisque  des  deux  racines 

o,     I  —  Y 

zrro  est  la  plus  grande.  La  série  hypergéométrique  subsiste  dans  ce 
cas.  Les  conclusions  sont  autres  si  i  — y  est  un  entier positij.  On  a, 
dans  ce  cas,  une  intégrale  de  la  forme 

x^-y^{x), 

6{x)  étant  holomorphe  et  •i(o)7z£o;  la  seconde  intégrale  renferme 
un  terme  logarithmique. 

Conformément  aux  généralités  du  paragraphe  13,  elle  est  de  la 
forme 

A(a:)  -h  kT^-y^{x)  loga:, 

A'  étant  une  constante,  et  A(x)  étant  holomorphe  dans  le  cercle  de 
rayon  un  [A(o)^  oj. 
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m.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  à  intégrales 
irrégulières  (*). 

15.  Les  équations  dont  ton  les  les  intégrales  sont  régulières  en  un 
point  singulier  forment,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  classe  remar- 
quable; on  peut  obtenir  pour  elles  la  forme  analytique  des  intégrales 
au  moyen  de  développements  dont  les  coefficients  se  déterminenl  de 
proche  en  proche  par  voie  de  récurrence.  I/étudedes  équations  ayant 
des  intégrales  irrégulières  esl  beaucoup  plus  difficile. 

Dans  cette  étude,  il  y  a  d'abord  une  suite  de  nombres  entiers  qui 
joue  un  rôle  très  important.  Reprenons  l'équation 

Soient  respectivement  -n,,  t:^,  . . .,  ww  Ifis  degrés  de  multiplicité  de 
a  comme  pôle  de  />i,  />2,  . . .,  p^-  Considérons  la  suite  des  entiers 

(u)  ii,-*-m  — I,     7:,-r-/n  — 9.,      7r,„_|H-i,     tt;,,. 

Elle  va  être  de  grande  importance  pour  la  suite.  Si  le  plus  grand 
de  ces  nombres  ne  dépasse  pas  m,  nous  sommes  dans  la  classe  des 
équations  différenlielles  étudiées  dans  la  Section  précédente;  nous 
allons  donc  supposer  que  le  maximum  g  de  ces  nombres  dépasse  w. 

16.  Supposons  que  Téqualion  dillérenlielle  ail  une  intégrale  régu- 
lière. Nous  avons  le  lemme  préliminaire  suivant  : 

Soit  g>  m  le  plus  grand  des  nombres 

TTi  H-  m  —  I ,      rj  H-  //?  —  Jt,       .  .  . ,      T^m-X  H-  I  ; 

le  coefficient  pm  admettra  le  point  a  comme  pôle  avec  un  degré  de 
multiplicité  ne  dépassant  pas  g. 

La  démonstration  est  immédiate,  car  nous  n'avons  qu'à  substituer 

y  =  {x  —  afoix)        ['f  (a)  9^  o] 


(*)  Pour   les   généralilés   sur   les   intégrales   irrégulières,  voir   les   Mémoires   de 
M.  Thomé  {Journal  de  C relie,  t.  74,  75  cl  76). 
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dans  Tëquation 

pour  voir  que  iZm  satisfait  à  Tiuégalité  indiquée. 

17.  Nous  allons  généraliser  le  lemme  précédent,  en  supposant  que 
l'équation  différentielle  possède  au  moins  m  —  h  intégrales  régulières 
linéairement  indépendantes.  Admettons  alors  que  les  h  premiers 
nombres  de  la  suite  (i  i) 

•7Ci-+-/n  —  I,     7Ci-+-m  —  2,     ...,     TZf^-^  m  —  h 

aient  pour   maximum  g'^m\    nous   allons   montrer   que   tous    les 
nombres 

TTAh-, -h  m  —  /»  —  I ,        ...,       TT^-i-hl,       TT;» 

seront  inférieurs  ou  égaux  à  g. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  démontré  cette  propo- 
sition pour  li=z  m  —  I .  Nous  allons  supposer  maintenant  qu'elle  est 
vraie  pour  une  équation  différentielle  d'ordre  m  —  i  et  montrer  qu'elle 
est  vraie  pour  une  équation  différentielle  d'ordre  m.  En  posant 


y  =  y\  j  ^dx. 


oiiy^  est  l'intégrale  régulière  (x  —  ^/?(^)[?(<^)  7=^  o],  nous  aurons 
pour  z  une  équation  d'ordre  m  —  1 ,  qui  aura  au  moins  m  —  A  —  i  in- 
tégrales régulières  linéairement  indépendantes.  Soient 


•I      "^m-x 


les  nombres  relatifs  aux  coefficients  q  dans  l'équation  en  z.  On  a 
désigné  par  g  le  plus  grand  des  nombres 

iri-+-m--i,     77,-1- m  — 2,     ...,     1:;^ -+- m  —  A. 

11  résulte  de  l'expression  des  coefiîcienls  ^,  à  l'aide  des  />,  donnée 
au  paragraphe  1),  à  savoir  ; 

^^=y\ 7X777 -dxî'^''-^^'''-'^'^P^-^-^-^Piy.[ 
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que  le  terme  maximum  dans  la  suite 

ir'i-+-(/n  —  1)  —  I,     Tci-hCm  — I)  — 2,     ...,     n'^-^  (  m  — ï)  —  h 

sera  au  plus  égal  à 

On  déduit  donc,  du  théorème  admis  pour  les  équations  d'ordre 
ni  —  I ,  que  les  nombres 

sont  au  plus  égaux  kg —  i,  et,  par  suite,  en  se  reportant  à  l'expres- 
sion de  Pi  en  fonction  de  Çi  et  des  p  d'indices  inférieurs  à  /,  les 

nombres 

i^A-Hi  -+-  /n  —  h  —  I ,     . . . ,     TCm-i  ■+- 1 

sont  au  plus  égaux  à  ^,  et  il  en  est  de  même  aussi  (paragraphe  précé- 
dent) pour  ICm. 

18.  Du  lemme  précédent  se  déduit  une  proposition  intéressante. 
Supposons  que,  pour  une  équation  différentielle,  le  plus  grand 
des  ternies  de  la  suite 

(I)  TTi-h/W  —  1,       ITt -H  m  —  U,        ....       ttn 

soit  un  nombre  g'^  ni\  désignons  par 

TZh-^  m  —  h 

le  premier  terme  de  cette  suite  égal  à  g  (pour  le  cas  où  il  y  en  au- 
rait plusieurs);  Inéquation  ne  pourra  avoir  plus  de  m  —  h  inté- 
grales régulières  linéairement  indépendantes.  Si,  en  effet,  l'équa- 
tion avait  m  —  h'  intégrales  régulières  distinctes  {h'<^h)^  comme 
les  termes  de  la  suite 

7C|-H/n~i,     7rt-+-m  —  'i,     ...,     TTy^' -h  m  —  A' 

sont  inférieurs  à  g^  il  résulterait  du  paragraphe  précédent  que  tous 
les  ternies  de  la  suite  (S)  sont  inférieurs  k  g\  Qt  qui  n'a  pas  lieu, 
puisque  7c>i  -f-  /w  —  A  =  g'. 

19.  Le   théorème  qui  vient  d'être   établi  donne   seulement  une 
limite  supérieure  pour  le  nombre  des  intégrales  régulières  distinctes, 
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mais,  malheureusement,  cette  limite  peut  ne  pas  être  atteinte.  Nous 
en  verrons  un  exemple  dans  un  moment.  Clierchons  à  obtenir  les  inté- 
grales régulières  qui  pourraient  exister,  en  attribuant  à  A,  dans  les 
calculs  qui  vont  suivre,  la  même  signification  que  ci-dessus. 
Élcrivons  Féqualion  différentielle  sous  la  forme 


(x  —  a)^m-^ 

les/  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  a. 
En  faisant  dans  cette  équation 

y  =  (x^ayu, 

u  étant  holomorphe,  et  u(a)  étant  différent  de  zéro,  on  aura  en  divi- 
sant par  (x  —  a }^  le  résultat  de  la  substitution  et  le  multipliant  par 
{X  —  a)^^  puis  faisant  x  =  a, 

.    r{r  —  i)...[r  —  {  m  —  h)  -^\]ffi< a) 


\ 


IfmirXx^a )^l-^m^m-h ]^^^ _u  o. 


On  obtient  donc  ainsi  une  équation  du  degré  m  —  A  à  laquelle  doit 
satisfaire  r  pour  que  Ton  ait  une  solution  de  la  forme  indiquée.  Celle 
équation  d'ordre  m  —  h  est  Tanalogue  de  Féqualion  fondamentale 
déterminante  dans  le  cas  où  Féqualion  a  toutes  ses  intégrales  régu- 
lières: elle  se  confond  avec  elle,  si  A  =  o. 

ÎÎO.  On  peut,  avec  cette  équation  en  r,  commencer  une  élude  ana- 
logue à  celle  que  nous  a>ons  faîte  avec  Téquation  fondamentale 
délerminanle  dans  le  cas  des  équations  de  M.  Fuchs:  mais,  avant 
d'indiquer  ces  généralités,  prenons  un  cas  particulier  qui  nous  mettra 
sur  la  \oie  d'une  circonstance  générale.  J'enxisage  Féqualion  du 
second  onirt* 

I-e>  intégrales  ne  |HMi\eul  être  loule>  n^gulîères  pour  x  =  o.  O^^ 

a  ici 

r. -:  3.         rî=  1, 

i^n  a  donc  la  suite 

-,  ^   »H  —  I  —  V        r*  —  "«M  —  j  =  1. 


I 
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Ainsi  ^=3,  A  =  i,  el  il  y  a  par  ronséciueiil  au  plus  une  inu*«;ralc 
régulière,  et  Téquation  (12)  en  r  so  réduit  à 

r  =  o. 
L^intégrale  régulière,  si  elle  existe,  sera  donc  de  la  forme 

^=  Ao-t- A,j--+-...-r- A;„j"«-^...         (Aoof  o). 

Or  la  substitution  montre  qu^ou  peut  calculer  les  coefficients  de 
proche  en  proche.  On  obtient  les  équations 

«o-Vi-h  6oAo=  o, 
fl I  Al  -h  2 Oo  Aj  H-  Ao  A I  -+-  6,  Ao  =  o, 


m{m  —  i)A,„-*-(m  -+-  i)aoA,«-K|H-  b^K,n-¥-  A|A/„_i-i-. .  .=  o, 

qui  donnent  successivement  A,,  A2,  ...,  A^+i, 11  est  donc  pos- 
sible de  déterminer  le  développement,  mais  il  se  présente  maintenant 
une  circonstance  bien  remarquable  qui  différencie  complètement  ce 
cas  de  celui  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières  :  le  développement 
obtenu  n^ est  pas  convergent  en  général,  quelque  petit  que  soit  le 
domaine  pris  autour  de  a. 
Pour  le  montrer,  il  suffira  de  prendre  le  cas  particulier  de  Téqua- 

tion 

,  d\y  dy        . 

Les  équations  successives 

«oA,-*-  6oAo=  o, 

2«oA,-f-  60  Ai  =  o. 


{m-^-  i)aoAm-»-i-i-  l^o-H  /w(m— .i)]Am=o 

donnent  les  coefficients  en  fonction  de  Ao,  et  il  est  visible  que  le  rap- 
port-^— augmente  indéfiniment  avec  m  et  que  par  suite  la  série 

Ao  -H  Al  iT  -i- . . .  -+-  A/„  x"»  -+- . . . 

'^e  converge  pour  aucune  valeur  de  x  (sauf  j:  =  o). 

II  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  (i3)  n'a  pas  d'intégrale 
^^gulière  à  l'origine,  et  nous  avons  là  un  exemple  où  le  maximum 
V^ci  égal  à  un)  du  nombre  des  intégrales  régulières  donné  par  le  théo- 
^^nae  du  paragraphe  18  n'est  pas  atteint. 
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2L  La  circonstance  relative  è  la  divergence  du  développement 
obtenu,  qui  vient  de  se  présenter  dans  l'exemple  parliculier  du  para- 
graphe précédent,  est  générale.  Reprenons  réquation  dilTérentielle 
dordre  m  du  paragraphe  19,  el  réc|ualion  (12)  de  degré  m  —  h  en  r\ 
que  nous  désignerons  par 

Si  Ton  pose 

^  =  (jî^  ay^lc^-^  e^(x  ^  a)  -^-. .  .^  ca^^  — a)*H-- .  ■], 

ou  pourra  délerniiuer  de  proche  en  proche  les  coefïicîents  c  en  fonc- 
tion du  premier,  en  prenant  pour  f\  une  racine  de  Téquation  (s(r)  =  o. 
On  reconnaît  bien  aisément  que,  las  coefficients  jnsqu'à  cj^_i  ajant 
été  déterminés,  te  coefficient  de  c^  dans  réquation  du  premier  degré 
qui  le  détermine  est 


I 


I 


et,  par  conséquent^  si  réqualion  ©(/■)  =  o  n'a  pas  de  racine  de  la 
l'orme  r,  H-  k^  en  désignant  par  A-  un  entier  positif,  on  pourra  dé  ter- 
ni in er  un  deve lopp einen t  de  laff^r me  in fliq uê.e. 

Le  tiiéorème  précédent  comprend  évidemment,  comme  cas  parti- 
culier,  le  théorème  relatif  à  Inéquation  fondamentale  déterminante  H 
pour  le  cas  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières,  en  ce  qui  concerne 
du  moins  la  formation  desdéveloppenients.  Mais,  pour  ce  qui  regai-de 
la  convergence  des  développements,  nous  sommes  dans  des  conditions 
bien  dilTérentes,  11  est  clair,  diaprés  le  cas  f>art]culier  du  paragraphe 
précédent,  que  les  déçeloppemenis  ainn  obtenus  sont  en  générai 
divergents  el  que  nous  n'obtenons  ainsi  que  des  séries  satisfaisant 
formeilement  à  Téqualion  dilFérentielle  sans  représenter  une  inlé-  ■ 
grale.  Si  les  racines  de  ^(r)  =  o  sont  telles  que  la  difiérence  de  deuï 
quelconques  d'entre  elles  n'est  pas  un  entier,  on  obtiendra  m  -^  h  dé- 
veloppements* 


I 


22.  Les  développements  que  nous  venuns  d*oblenir  ne  sont  pas  Ici 
seuls  que  Ton  puisse  tirer  d'une  équation  dilTérentielle  linéaire  dan^ 
le  voisinage  d'un  point  singulier.  Nous  énoncerons  plus  loin  un  ihéo — 
rème  général  à  ce  sujet,  mais  considérons  d'abord  un  point  siniiulie»' 
d'une  nature  spéciale,  l'our  plus  de  simplicité,  nous  plaçons  le  poiim  t 


Fonrrs  singulikhs  des  équations  différentielles  linéaires.        Soi 
singulier  à  l'infini,  et,  réquation  étant 

nous  supposons  que  tous  les  coefficients^  soient  continus  pour  j?  =  oo, 
c'est-à-dire  que  les  p  soient  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  -•  Nous  aurons  donc 

X 

ai        a* 


Posons 


y  =  e^u. 


L'équation  en  u  sera  de  même  forme,  et  le  terme  indépendant  de  x 
dans  le  coefficient  de  u  sera 

X"»-haoX'«-»-+-...-+-  /o. 

En  égalant  ce  polynôme  à  zéro,  nous  avons  une  équation  d'ordre  //?, 
dont  nous  supposerons  les  racines  différentes,  soit  X|,  X2,  . . .,  \m'  En 
posant  donc  j^=  e^*^u^  nous  avons  une  équation 


Cherchons  maintenant  à  obtenir  un  développement  de  la  forme 

u  =  x?i  ^Ao-f-  ^  -^  ^  -^•••)         (Aor^o). 

Le  terme  de  degré  maximum  sera  le  terme  de  degré  pi  —  1,  et  l'on 
aura  comme  coefficient  de  ce  terme 

Ao(X-ip,-+-/i)  =  o. 
On  doit  par  suite  prendre 
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0  élaiiL  ainsi  choisi,  les  coefficients  A|,  A2,  ...  se  déterminent  de 
proche  en  proche,  et  l'on  obtiendra  finalement,  pour  Téquation  (i3), 
le  développement 

dm  —  I  développements  analogues  correspondant  aux  racines  X|,  ..., 
A,M.  Mais  CCS  développements  ne  sont  pas  en  général  convergents; 
ils  satisfont  formellement  à  Téquation  différentielle,  mais  ne  repré- 
sentent pas  une  intégrale. 

Une  remarque  importante  est  à  faire  relativement  aux  nombres  p. 
D'après  la  théorie  générale  des  points  singuliers,  il  y  a  en  général 
m  intégrales  se  reproduisant  multipliées  par  des  facteurs  constants 

(1)1,       tOt,       ...,       Ci),«, 

quand  x  tourne  autour  d'un  point  singulier,  c'est-à-dire  ici,  puis- 
qu'il s'agit  du  point  à  l'infini,  quand  x  décrit  une  circonférence  de 
très  grand  rayon.  Si  les  développements  que  nous  venons  de  trouver 
étairnl  convergents,  nous  aurions  facilement  les  nombres  a>,  car  on 
aurait  évidemment 

to/,  =  e*'w*pfc        (A  =  I,  2,  . . .,  m). 

Mai8,  quand  les  développements  sont  divergents,  les  nombres  p 
nont  aucune  relation  simple  avec  les  nombres  w.  Nous  revien* 
drons  plus  loin  sur  les  points  singuliers  de  la  nature  de  ceux  que 
nous  venons  de  rencontrer  dans  ce  paragraphe. 

23.   Dans  tous  les  cas,  on  pourra  toujours  trouver  des  développe- 
ments plus  ou  moins  analogues  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans  le 
cas  particulier  précédent.  Enonçons  seulement  ici  une  proposition   - 
due  à  M.  Thomé  ^Mémoires  cités).   Nous  reprenons  une  équation  j 
ayant  comme  point  singulier  le  point  a,  celui-ci  étant  un  pôle  pour— ^ 
les  coefiicients  />.  On  pourra,  en  ^énéraL  trouver  m  expression 
</<•  la  /orme 

r     *     "  kx  —  a  )?  [  Ao-!- Ai^x  —  ai-r-..,], 

i^  étant  un  polynôme  dun  degré  convenablement  choisien 

::  désignant  une  constante,   11  est  essentiel  d'ajouter  que  la  sera 


f 
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entière 

Ao-h  Ai(a:  —  a)  -h  . . . 

ne  converge  pas  en  général,  et  que  nous  avons  là,  par  conséquent, 
comme  plus  haut,  une  expression  satisfaisant/orme/Z^me/i/  à  l'équa- 
tion diflerentielle,  mais  ne  représentant  pas  une  intégrale. 

La  démonstration  du  théorème  précédent  ne  présente  aucune 
dif6culté;  mais,  comme  il  y  a  malheureusement  peu  de  parti  à  tirer 
de  ce  résultat  plutôt  négatif,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  J'ajoute 
seulement  que,  dans  certains  cas  spéciaux,  les  formes  précédentes 
peuvent  se  trouver  en  défaut;  il  est  peut-être  nécessaire  d'ajouter  des 

termes  contenant  des  logarithmes  et  même,  dans  certains  cas,   de 

y 
considérer  des  développements  où  (x  —  a)  est  remplacé  par  (x — a/' 
{p  étant  un  entier).  Je  renverrai,  pour  ces  cas  particuliers,  à  la  thèse 
de  M.  Fabry(«). 


rv.  —  Calcul  des  intégrales  irrégulières  et  de  la  substitution  relative 
à  un  contour  fermé.  —  Groupe  d'une  équation  linéaire. 

24.  Les  développements  que  nous  venons  d'obtenir  n'étant  pas  en 
général  convergents,  nous  n'avons  jusqu'ici  aucun  moyen,  dans  le 
cas  des  intégrales  irrégulières,  d'obtenir  effectivement  les  coefficients 
des  développements  de  ces  intégrales  dont  nous  connaissons  seule- 
flient  la  forme  analytique. 

Supposons  que  l'origine  soit,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  2, 
Un  point  singulier  de  notre  équation  différentielle.  A  Tintérieur  d'un 
Cercle  C,  ayant  l'origine  pour  centre,  et  un  rayon  moindre  que  la 
distance  de  l'origine  au  point  singulier  le  plus  voisin,  toute  intégrale 
^st  une  fonction  analytique  /(z),  n'ayant  d'autre  point  singulier  que 
4*origine.  Supposons  le  rayon  r  du  cercle  G  moindre  que  l'unité; 
^ous  allons  montrer  qu'on  peut  trouver  un  développement  en  série 
^e  la  fonction,  valable  pour  tous  les  points  du  cercle,  quel  que  soit  le 
^lihemin  suivi  par  la  variable.  Faisons,  en  effet,  la  transformation 

I 

X  =  -. 


(  '  )  E.  Fabry,  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefji  • 
dents  rationnels  (Paris,  Gauthier-Villars,  i885). 


i 
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Au  cercle  C  du  plan  des  z  correspond  dans  le  plan  des  x  un 
cercle  C  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  centre  le  point 


I 
X  = 


en  désignant  par  Ir  le  logarithme  arithmétique  de  r;  et  si,  comme 
nous  le  supposons,  r  est  moindre  que  l'unité,  aux  points  à  l'intérieur 
du  cercle  C  correspondent  des  points  à  l'intérieur  du  cercle  C.  Par 
la  transformation 


la  fonction /(z)  devient  donc  une  fonction  de  x^  qui  est  holomorphe 
à  l'intérieur  du  cercle  C.  On  peut  la  développer  suivant  les  puis- 
sances de 

I 

X T-, 

et  l'on  a  par  conséquent,  pour/(5),  le  développement 


(i4) 


/<'>=ï*.(i4-.-;fc)' 


où  les  A„  sont  des  constantes,  et  ce  développement  est  valable  à 
l'intérieur  du  cercle  C.  Aux  déterminations  multiples  de  log^  corres- 
pondent les  déterminations  multiples  de  la  fonction. 

Ce  développement  peut  être  utilisé  dans  diverses  circonstances  ('). 
Pour  les  équations  linéaires,  qui  nous  intéressent  ici,  on  peut  tirer 
des  développements  précédents  le  calcul  des  coefficients  de  la  substi- 
tution correspondant  à  une  circulation  de  la  variable  autour  de 
l'origine.  Considérons,  en  effet,  un  système  fondamental  d'intégrales 

données  par  des  développements  analogues  au  développement  (i4) 
et  en  donnant  à  log5  une  de  ses  déterminations.  Quand  on  tourne 
une  fois  autour  de  l'origine,  on  aura,  en  revenant  au  point  de  départ. 


(*)   E.   Picard,   Sur  une  classe  de  fonctions  non  uniformes  {Comptes  rendus, 
t.  LXXXVIII,  1879). 
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d'autres  déterminations 

qui  se  déduiront  des  premières  eu  remplaçant  logz  par  log5  -+-  itzi. 
On  devra  avoir 

F,(z)    =a,,/,(5)   H-a,, /,(-«)   -h...H-aun/,,,(5), 


et  ce  sont  les  coefficients  de  cette  substitution  que  nous  nous  propo- 
sons de  déterminer.  Eu  représentant /,  (3)  par  la  série 

n  =  o 

on  aura 

Y,U)  =  y^KL ! ^--rX- 

1/      ^    "  \log5H-iTrt        '}.lrj 

Or  la  fonction 

I 


\0"Z  -i-  JiTtt 


est  une  fonction  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  d^étudier, 
c'est-à-dire  qu'elle  a  le  seul  point  singulier  O  dans  le  cercle  C.  Ou 
peut  donc  développer  l'expression  précédente  en  série  suivant  les 

puissances  de 

I  I 

log  5       X  Ir 

£n  substituant  dans  F|(3)  ce  développement,  on  aura  le  dévelop- 
pement de  F,(z)  suivant  les  puissances  de  cette  différence,  et  la 
comparaison  des  coefficients  nous  fera  connaître  par  des  équations 
du  premier  degré  les  quantités 

OUt      «Uï       •••1      «im? 

et  l'on  aura  de  même  les  autres  quantités  a,  La  substitution  corres- 
pondante à  la  circulation  autour  de  l'origine  se  trouvera  donc  ainsi 
déterminée;  il  est  clair  que  les  coefficients  de  cette  substitution  se 
présentent  sous  forme  de  séries  indéfinies,  mais  on  ne  peut  songer  à 
les  exprimer  en  général  à  l'aide  de  fonctions  simples  des  coefficients 
de  l'équation  proposée. 

P.  —  III.  20 


3o6  CUAIMTRK   XI. 

2o.  Je  proposerai  encore  une  autre  méthode  pour  calculer  la 
substitution  relative  à  une  circulation  de  la  variable  autour  d'un 
point  singulier.  Cette  méthode  va  même  nous  permettre  de  consi- 
dérer un  contour  fermé  comprenant  non  pas  seulement  un  point 
singulier,  mais  un  nombre  quelconque  de  singularités.  On  peut 
supposer  que  le  contour  fermé  est  défini  par  Téquation 

z  =  pre), 

P(6)  élant  une  fonction  analytique  de  la  \ariable  réelle  6,  admettant 
la  période  air,  de  sorte  que  le  point  z  re\icnl  au  point  de  départ 
quand  0  a  augmenté  de  '2tz.  Eu  substituant,  dans  Téquation  différen- 
tielle, celte  valeur  de  5,  on  a  une  équation  diflerentielle  linéaire  à 
coefficients  périodiques  et  continus  pour  toute  valeur  réelle  de  8. 
D'après  ce  que  nous  avons  dit  (p.  88  de  ce  Tome  et  §  3  de  ce  Cha- 
pitre), toute  intégrale  peut  être  représentée  par  une  série  conver- 
gente pour  toute  valeur  réelle  de  6.  Représentons  donc  m  intégrales 
formant  un  système  fondamental  par 

/i(0),  /.(O),    ...,  A,(e), 

<»es  intégrales  étant  représentées  par  les  séries  que  donne  la  méthode 
des  appro:!Limations  successives,  et  que  nous  pouvons  regarder  comme 
connues.  Si  l'on  tourne  une  fois  le  long  du  circuit,  on  obtiendra 

Ou  doit  avoir 

/,(0-+-'27r)    =a,,/,(0)    -l-a„/,(0)    -h.  ■  .-h  a^n /m(^)- 
fii^-^iTz)    =«ii/i(0)   -hrt«/,(e)   -h...-ha,„^/^ie). 

î 

/,„(0-+-->7r)  =  <imi/i(0)-h  a/;„/î(0) ->-... -h  a;„,„/,„(0), 

et  nous  Nouions  calculer  les  coeffirieuts  a.  Pour  obtenir 
nous  considérerons  les  m  équations 

/;(0-f--2T:)       =an/i(e)       -+.«,, /;(0)      H-...-Ha,;„/,;,(e), 
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Pour  une  valeur  particulière,  d'ailleurs  arbitraire,  donnée  à  6, 
nous  aurons  un  syslème  d'équations  du  premier  degré  déterminant 
«Hi  ^12»  •••>  ^lOT.  Le  déterminant  de  ces  inconnues  ne  sera  d'ailleurs 
pas  nul,  puisque  nous  sommes  parti  de  m  solutions  formant  un 
système  fondamental.  On  aura  donc  ainsi  tous  les  coefficients  de  la 
substitution,  en  calculant  de  la  même  manière  les  autres  lignes 
formées  par  les  a. 

26.  La  méthode  précédente  nous  permet  de  faire  une  importante 
remarque  sur  la  nature  analytique  des  coefficients  de  la  substitution 
que  nous  venons  de  calculer.  Supposons  que  les  coefficients  de 
l'équation 

soient  des  fractions  rationnelles  de  x^  et,  après  avoir  décomposé  ces 

fractions  en  éléments  simples    7  > ^^^t>  considérons  comme  des 

paramètres  les  coefficients  A/jt  des  différents  termes.  Il  résulte  immé- 
diatement de  ce  que  nous  avons  vu  (p.  88  de  ce  Volume)  que  les 
intégrales 

/,(e),  /,(e),    ...,  /,„(6) 

du  paragraphe  précédent,  considérées  comme  fonctions  des  para- 
mètres A,  sont  des  fonctions  entières  de  ces  quantités.  Il  en  résulte 
que  les  coefficients  de  la  substitution  correspondant  à  un  chemin 
fermé  quelconque  sont  des  fonctions  méromorphes  des  A  pour 
toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres  ('). 

27.   Définissons,  pour  terminer  ce  Chapitre,  ce  qu'on  entend  par 


(')  M.  Poincaré  démontre  le  même  théorème  dans  son  Mémoire  Sur  les  groupes 
des  équations  linéaires  {Acta  mathematica,  t.  IV,  p.  312)  en  s'appuyant  sur  les 
théorèmes  généraux  relatifs  aux  équations  aux  dérivées  partielles.  La  méthode  de 
calcul  que  nous  avons  suivie  fait  connaître  immédiatement,  comme  on  vient  de  voir, 
la  nature  analytique  des  coefficients  de  la  substitution;  on  verrait  d'ailleurs  très 
facilement  que  la  marche  suivie  au  paragraphe  24  conduit  au  même  résultat.  On 
trouvera  d'autres  méthodes  pour  la  recherche  qui  vient  de  nous  occuper  dans  les 
Mémoires  de  M.  Hamburger  {Journal  de  Crelle,  t.  83)  et  de  M.  Miltag-Leffler 
{Acta  mathematica,  t.  XV).  Voir  aussi  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Jordan  (t.  III, 
p.  187),  mon  article  cité  page  276  et  deux  Mémoires  de  M.  von  Koch  {Acta  mathe- 
matica. t.  XV  et  XVI). 
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groupe  d'une  équation  linéaire.  Soit  une  équation  linéaire  à  coef- 
ficients uniformes  ayant  dans  tout  le  plan  un  nombre  limité  de  points 
singuliers.  Considérons  un  système  fondamental  d'intégrales 

définies  dans  une  certaine  région  du  plan  à  contour  simple,  ne  com- 
prenant aucun  point  singulier.  Quand  le  point  2,  partant  d'un  point 
de  cette  région,  y  revient  après  avoir  décrit  un  contour  quelconque, 
on  a,  au  lieu  de  ^1 ,  ^2}  •  •  •  ?  ym^  ni  autres  intégrales  de  la  forme 

i    ï 

les  a  étant  des  constantes.  L'ensemble  des  substitutions  (S)  à 
effectuer  sur  j'i,  y^j  ...,  y  m  pour  trouver  toutes  les  valeurs  prises 
par  ces  intégrales  en  un  point  5,  quel  que  soit  le  chemin  suivi, 
s'appelle  le  groupe  de  inéquation  différentielle.  Toutes  ces  substi- 
tutions forment  bien  un  groupe;  car,  si  Ton  prend  deux  quelconques 
d'enlre  elles,  la  substitution  obtenue  en  effectuant  sur  les  y  d'abord 
la  première,  puis  la  seconde,  appartient  encore  au  groupe,  puisqu'elle 
oorrt*spi>nd  au  chemin  total  formé  par  les  deux  chemins,  répondant 
aux  deux  substitutions  initiales,  parcourus  successivement  dans 
Tordre  indiqué.  On  désigne  sous  le  nom  de  produit  de  deux  substi- 
lulions  la  substitution  résultant  de  la  composition  des  deux  substi- 
Uitions,  eHVctuée  comme  il  vient  d'élre  dit. 

Si  nous  désignons  par  S  et  S'  les  deux  substitutions,  nous  dési- 
gnerons leur  produit  par 

SS\ 

en  entendant  quVui  fait  d  abord  la  substitution  S  et  ensuite  la 
substitution  S  .  L\ii\lre  des  fadeurs  du  prt>duit  n*esl  pas  indifférent, 
et  le  produit  précèdent  ne  sera  jkis.  en  général,  égal  au  produit 


qui  corrt^spondniit  à  la  substitution  S  .  effectuée  d'abord,  suivie  de 
lu  substitution  S. 

Puisque  les  points  singulior>  sont  en  nombrv  fini,   tout  chemin 
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partant  d'un  point  et  y  revenant  se  ramènera  à  une  succession  de 
chemins  tournant  autour  des  divers  points  singuliers,  et,  par  suite, 
toute  substitution  du  groupe  pourra  s'obtenir  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  de  substitutions 

Si,  Sf,  .   .    .,  S;,. 

Elle  sera  donc  de  la  forme 

S«'S««...S?'S?«..., 

qui  correspond  à  la  substitution  Si  effectuée  a,  fois,  suivie  de  la  sub- 
stitution S2  effectuée  9.2  fois,  et  ainsi  de  suite,  pour  revenir  à  la 
substitution  S|  effectuée  ^i  fois,  etc. 

Remarquons  que  le  groupe  d'une  équation  différentielle  n'est  pas 
absolument  déterminé.  Nous  venons  de  partir  d'un  certain  système 
fondamental,  ce  qui  nous  a  donné  un  groupe.  En  partant  d'un  autre 
système  fondamental,  on  aurait  obtenu  un  autre  groupe;  mais  il  est 
clair  que  ces  deux  groupes  sont  étroitement  liés  l'un  à  l'autre. 
Chaque  substitution  du  second  groupe  se  déduit,  en  effet,  aisément 
d'une  substitution  du  premier.  Soit  S  la  substitution  permettant  de 
passer  du  premier  système  fondamental  au  second;  toute  substitu- 
tion du  second  groupe  sera  de  la  forme 

2  S  2-», 

S  désignant  une  substitution  du  premier  groupe,  et  S"*  étant  la  sub- 
tilution  inverse  de  S. 

Nous  avons  déjà,  d'ailleurs,  donné  au  Tome  II  quelques  indications 
au  sujet  des  groupes  des  substitutions  linéaires. 


CHAPITRE  XII. 

BES  FONCTIONS  HYPERIjÉOMÉTRIQUES, 


I.  —  Le  problème  de  Riemanxi  et  le  groupe  de  la  fonction 
ûorrespoiid finie  (M. 

1,  En  reprenanlj  après  EuJer  cl  tiauss,  Trlyde  des  séries  liyp^r- 
géonië  trique  s,  Rieniann  se  pose  an  pi^>blènie  qui  est  étroitement  lié 
à  lu  ibéorie  des  équations  diffère nli elles  linéaires,  et  qui  sera  pom* 
nowii  une  application  des  théories  générales  exposées  dans  le  Chapitre 
prér»'^dent. 

Nous  altuni^  nous  prtiposer  de  trouver  ime  fonction  jouissant  des 
propriétés  suivantes  :  elle  e^l  uniforme  et  continue  dans  le  voisinage 
de  tout  point  du  plan^  y  compris  le  poitit  a  l'iormi^  à  Texception  de 
irois  points  singuliers  a^  A,  c;  de  plus,  entre  trois  d é te nni nations  de 
la  fonetion  en  un  même  point,  existe  une  relation  homogène  et 
lînéain^  a  coefficients  ronstants:  eniin,  la  nature  de  deux  détermina- 
tions linéairement  indépendantes  est  donnée  comme  il  suit  dans  le 
voisinage  de  chaque  puint  sinj^ulier^  Dans  le  voistna^ïe  de  a«  on  a 
deux  déterminations  linéairement  indépendantes  de  la  forme 

fi  il/i  étant  liolomorphes  dans  le  voisinage  de  a^  et  ne  s^annulant 
pas  pour  X  =^a.  On  a  de  même,  pour  le  voisinage  de  h^  deux  dé  ter- 
minât  ions  analogues  en  remplaçant  seulement  les  exposants  a  et  «' 
par  ^  et  ^\  et  enfin,  [tour  le  point  singulier  c,  on  aura  les  eJL posants 

(  '  )  B.  Bit^AXX*  Beiiràgr  «m*  Th^iùnt  rf#r  émrçh  die  Gauxsijtcàe  0eihe  F  (a,  P«r*^J 
darsteiibaren  Fuitctiùnm  \  W^rk€,  au  iriduciicio  fraoc"*^,  p-  Si  (G«ailiier-ViJtars)] 
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Nous  allons  voir  clans  un  moment  (|ue  la  somme 

ne  peut  être  arbitraire,  et  qu'elle  doit  se  réduire  nécessairement  à  un 
entier.  Nous  achèverons  de  fixer  Ténoncé  du  problème  en  ajoutiint 
que  cette  somme  se  réduit  à  Vanité, 

Nous  pouvons,  saus  nuire  à  la  j^^énéralilé,  supposer  a  =  o,  6  ==  i , 

c  =  00  (on  doit  remplacer  seulcinenl  x  —  c-  par  -  \ • 

2.  Désignons  alors  par  j'i  al  y 2  deux  déterminations  linéaireuienl 
indépendantes  de  la  fonction  cherchée  r.  Celle-ci  satisfait  é>idem- 
inent  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 


d^y  dy 

dx^  dx 

d^yt  dyj 

dx^  dx 

d' Vj  dyj_ 

dx^  dx 


y 
yt 


que  nous  écrirons  sous  la  fonnc 


d^y 


.^y 


dx-^P^^'i^  =  ''' 


Nous  allons  étudier  la  nature  des  cocfiicienls  p  et  q.  Nous  avons 


y\ 


/>=- 


dx^ 


-y\ 


d\y. 
dx^ 


dy^ 


dy* 


q   r^ 


dyj  di  ri  _  dyi^  d^yt 
dx    dx^  dx    dx^ 


y^i^-'''^ 


-ri 


dx 


Considérons  le  produit 


et  étudions-le  dans  le  voisinage  des  trois  points  singuliers.  Puisque 
le  premier  facteur  se  reproduit  à  un  facteur  constant  près,  quand  on 
met  à  la  place  de  j^,  et  y.,  une  combinaison  linéaire  de  ces  mêmes 
fonctions,  nous  pouvons  supposer  que  Y\  et  y2  représentent  les  deux 
déterminations  dont  la  fornïe  (Uialyti(|ue  est  connue  dans  le  voisinage 
de  chaque  point  singuli«M*.  Or,  soit  d'abord  le  point  singulier  x  =  i>\ 
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on  prendra 

Il  résulte  de  là  que  l'expression  (i)  sera  holoniorphe  dans  le  voisi- 
nage de  j:  =  o.  Il  en  est  de  même  pour  x  =  i.  Passons  au  point  à 
l'infini;  on  peut  prendre  pour  or  très  grand 

F|  cl  Fa  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  -•  En  substituant  dans  Texpression  (i).  celle-ci  se  présente  sous 
la  forme 

^{x)  étant  liolomorphe  dans  le  voisinage  du  point  à  l'infini.  La  fonc- 
tion (i),  étant  holomorphe  pour  tout  point  à  distance  finie,  sera  uni- 
forme autour  du  point  à  l'infini  et,  par  suite,  la  somme 

a  -^  a'  -h  p  -^  ^'  -4-  Y  -+-  v' 

se  réduit  nécessairement  à  un  entier  positif  ou  négatif. 

Il  n'est  pas  possible  d'admettre  que  la  somme  précédente  soit  un 
entier  supérieure  un,  car  Texpression  (i),  étant  alors  holomorphe 
dans  tout  le  plan,  même  à  Tinfini,  serait  une  constante,  et,  comme 
elle  serait  nulle  pour  x  =  oc,  elle  serait  identiquement  nulle  et  nous 
aurions,  par  suite, 

ce  qui  entraîne  —  =coust.,  conclusion  contradictoire  avec  nos 
hypothèses. 

Nous  adopterons,  comme  nous  Tavons  dit,  Thypothèse 

a  -H  3t'  -H  ^  -h  3 '-+-  Y  -h  y'  =  I . 

L'expression  (i),  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  même  à  l'in- 
iini,  se  réduit  encore  à  une  constante,  et  celle-ci  n'est  pas  nulle  pour 
la  raison  que  nous  venons  de  dire. 

3.   Nous  pouvons  étudier  de  la  même  manière  l'expression 
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Elle  a  pour  pôles  simples  les  points  :r  =  o  et  j:  =  i  et  n^a  pas  d'autre 
singularité  à  distance  finie. 

Dans  le  voisinage  de  x  =  go^  elle  est  de  la  forme 

X(^)  ^^^^^  ^^^  série  entière  en  -•  Elle  se  réduit  donc  à  une  fraction 

rationnelle  ayant  pour  pôles  simples  j:  =  o  et  a:  =  i  à  distance  finie  et 
s'annulant  pour  :r  =  oo  :  elle  est,  par  suite,  de  la  forme 

Ay-h  R 
x{x  —  i) 

A  et  B  étant  des  constantes. 
En  étudiant  de  la  même  manière  le  produit 

(t  s? -'£^)-— <-"-'-'•-■ 

dans  le  voisinage  des  points  o,  i  et  oo,  on  reconnaît  qu'il  se  réduit  à 
une  fraction  rationnelle  de  la  forme 


37*  (  ar  —  I  )* 


De  là,  nous  concluons  que  la  fonction  cherchée  y  satisfait  à  une 
<^uation  de  la  forme 

/   ,  d^Y        Aar-hB    dy        C  a?» -+- 1)  a? -h  E 

dx^        x\^x—\)  dx  ar*(a^-— I)*     "^  ' 

A,  B,  C,  D,  E  étant  des  constantes  qu'il  reste  à  déterminer.  Celte 
détermination  sera  facile  en  écrivant  qu'il  y  a,  dans  le  voisinage  des 
points  singuliers,  des  intégrales  de  la  forme  indiquée.  Nous  simplifie- 
rons le  calcul  en  su|)posant 

^e  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  du   problème,  puisque  ceci 
''^vient  à  envisager,  au  lieu  de  la  fonction  y^  la  fonction 

yx-^\\  —  x)-^' . 
Nous  supposons  donc  a'=  Û'=  o,  et  il  nous  reste  quatre  constantes 
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a,  ^j,  y  et  y'  liées  par  la  relalion 

a  -T-  3  -h  Y  -+-  y'  =  I  • 

L'équalion  fondainenlale  délenninante  relative  au  point  j"  =  o  est, 
pour  Téquation  (2)  qui  a  ses  intégrales  régulières  en  ce  point, 

r{r  —  i)  —  B  r  -t-  li  =  o. 

Klles  doivent  être  égales  à  zéro  et  à  a.  On  a  donc 
E  =  o,        B  =  a  —  I . 

Pareillement,  l'équation   fondamentale   déterminante    relative   au 
point  X  =  I  est 

r(r  — i)-i-(  A -+-B)r-HC-hD=o. 

Klle  a  pour  racines  zéro  et  p.  On  a  donc 

C-t-D  =  o,        A  =  '2-a  —  p. 

11  ne  nous  reste  plus  que  la  constante  C  à  déterminer;  nous  avons 
Téquation 

Posons  y  =  j:''A(x),   '^(x)  étant  une  série  ordonnée  suivant   les 

puissances  croissantes  de  -  >   et  substituons  dans  Féquation  difléren- 

lielle.    En    é«j;;alant  à  zéro  le  coefficient  du  terme  de  degré  le  plus 
élevé  en  x,  nous  avons  de  suite  l'équation  en  r 

/•( r  —  I ; -h  A  r  H- C  =  o. 
Cette  équation  doit  avoir  pour  racines  — y  et  — v'.  On  aura  donc 

G  =  Yï', 
et  il  faut  vérifier  que  Ton  a 

I- A^  — Y  — y', 

ce  qui  a  bien  lieu,  car  cette  relation,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur 
trouvée  plus  haut,  revient  à 
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Nous  avons  donc  finalement  l'équation 

a?(ar  -  i)^  ^-  [('2  —  a  —  ?)a:  -h  3t  —  1 1  ^  -f-  ^'j  =  <>• 

C'est,  avec  un  changement  seulement  clans  les  notations.  Inéqua- 
tion différentielle  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper  géométrique 
(Chap.  XI,  §  14). 

Si,  au  lieu  de  supposer  a'=^'=o,  nous  les  avions  laissés  arbi- 
traires, nous  aurions  obtenu  par  un  calcul  tout  semblable  l'équation 
du  second  ordre  correspondant  au  cas  général,  qu'il  est  inutile 
d'écrire.  Remarquons  seulement  que  cette  équation  n'aura  d'inté- 
grales de  la  forme  voulue  que  si  aucune  des  diflérences 

a-a',     ?-P',     Y-ï' 

n'est  un  nombre  entier.  C'est  d'ailleurs  une  hypothèse  que  Riemann 
iait  explicitement  dans  son  Mémoire.  Nous  savons,  d'après  les  géné- 
ralités du  Chapitre  précédent,  que  des  logarithmes  s'introduiraient 
daos  la  forme  des  intégrales  si  quelqu'une  de  ces  différences  était 
entière. 

4.  Reprenant,  pour  plus  de  symétrie,  les  six  exposants  a,  a',  p,  ^', 
Y)  y'  correspondant  aux  points  singuliers  a,  6,  c,  désignons  par 


les  deux  solutions  de  la  forme  indiquée  dans  le  voisinage  de  x  =  a; 
chacune  d'elles  est  déterminée  seulement  à  un  facteur  près.  Soient 
pareillement 

Pp     et     Pp'        puis         Py     et     Py' 

Kig.   i5. 


r 

*^s  solutions  correspondant  aux  points  b  et  c.  Traçons  dans  le  plan 
^*ti  contour  fermé  F  (un  cercle,  par  exemple),  passant  par  les  trois 
points  a,  6,  c  (fig-  i5).  I^es  six  fonctions 

P«.    Pa-,    P?,     P? ,     Py,     Py 


p« 

=  apPp-l-«p' 

PP'. 

p« 

=  a^Pp-f-a^' 

Pp'. 

p« 

z=arPy-^ai- 

Pv-, 

p«' 

=  a'^Py-h  aif. 

Pr. 
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sont  holomorphes  à  rintérieur  de  F  et  à  l'extérieur  de  cette  courbe, 
puisque  dans  tout  le  plan,  y  compris  le  point  à  l'infini,  elles  ont 
seulement  pour  points  singuliers  les  trois  points  a,  6,  c. 

Considérons  les  fonctions  précédentes  à  l'intérieur  de  F.  On  doit 
avoir  entre  elles  des  relations  de  la  forme 


(3) 


les  coefficients  a  étant  des  constantes.  Considérons  les  quotients  de 
deux  coefficients  de  même  indice  inférieur;  de  ces  quatre  quotients 

fj?      îîi'      «Y      « 
«^       a^'       a^       a^ 

trois  doivent  être  déterminés  en  fonction  du  quatrième,  puisque  les 
six  fonctions  P  sont  déterminées  chacune  à  un  facteur  constant  près. 
C'est  cette  détermination  que  nous  allons  effectuer  avec  Kiemann. 
Quelle  que  soit  la  détermination  considérée,  on  a  deux  chemins 
équivalents  en  tournant  une  fois  autour  du  point  c  dans  le  sens 
positif,  et  en  tournant  successivement  autour  de  a  et  6  dans  le  sens 
négatif.  Prenons  par  exemple  P^  ;  quand  la  variable  tourne  une  fois 
dans  le  sens  positif  autour  de  c,  Pa  se  change  en 

comme  le  montre  de  suite  l'expression  de  Pa  en  fonction  de  Py  et  Py»; 
quand  la  variable  tourne  successivement  autour  de  a  et  6  dans  le 
sens  négatif,  P^  se  change  en 

(.)n  a,  par  suite,  la  relation 

avcn^'Py-h  a.'e«r«'Py  =  e-«a^»nape   «P«'P^-+-  apc-«P'iwPp'), 
à  laquelle  nous  adjoignons  régalilé 

ayPy-h   rtyPy    ==    «jj  P^  "h   fl^' P^'. 

On  a  deux  relations  analogues  en  remplaçant  a  par  a'  et  les  coeffi- 
cients a  par  les  coefficients  <i'.  En  tUiininant  PyCt  Py»  entre  ces  quatre 
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relations,  on  aura  deux  relations  homogènes  et  linéaires  entre  Pp  et 
Pp',  et,  par  suite,  dans  ces  dernières,  les  coefficients  de  Pp  et  Pp- 
seront  nuls,  ce  qui  va  nous  donner  quatre  équations  entre  les  a. 
Un  calcul  très  facile  donne  ainsi  les  quatre  équations 


(5) 


(«Y  __  a^   «-««'sinCa -h  3 -»- Y')7t  _  «3^   «-««' ?in(a -+- P'-4- y')'»^ 
ô^  ~  ô^  «-«'«' 8in(a'-i-p-T- y') Tt  ~~  a'p'  e-»'*' sin(a'-h  P'-H  Y')Tt' 


Ces  quatre  relations  se  réduisent  à  trois,  comme  ce  doit  être, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  On  trouve,  en  effet,  deux 
fois  la  valeur  du  quotient 


ao     ao 


La  comparaison  de  ces  valeurs  donne 

sin(«  ■+-  P'-H  y')t:  sin(g'-h  P  -h  y')^  _  sin(a  -h  S'-h  y)^  sin(g'-h  3  -+-  y)T: 
5Ïn{oL  H-  P  H-  y' )'^î'in («'-+-  fi'-f-  Y)'^  ""  sin(a'-t-  P'-»-  y)^  s<n(a  -H  p  -i-  y)'^' 

équation  qui  est  bien  vérifiée,  à  cause  de  l'égalité 

a-i-a'-hP-i-P'-i-YH-Y'=ï- 

5.  La  recherche  précédente  conduit  à  la  détermination  du 
groupe  de  l'équation.  Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  a  un  système 
de  nombres  a  satisfaisant  aux  relations  (5),  il  y  aura  certainement 
six  déterminations 

X6)  P«,    P«',     Pp,    Pp',    Py,    Py' 

de  la  fonction,  ayant  la  forme  indiquée  autour  des  points  singuliers 
et  satisfaisant  aux  relations  (3).  En  efi'et,  en  multipliant  les  six  déter- 
minations précédentes  par  six  constantes  arbitraires,  on  peut  faire 
que  les  coefficients,  remplaçant  les  «,  aient  telles  valeurs  que  l'on 
veut,  pourvu  que  les  rapports  des  quotients  (4),  correspondant  aux 
nouveaux  coefficients,  aient  les  mêmes  valeurs  que  pour  les  anciens. 
Nous  pouvons  donc  considérer  que  nous  avons  un  système  de  déter- 
minations (6)  répondant  aux  relations  (3),  où  les  coefficients  a  sont 
arbitraires,  sauf  qu'ils  satisfont  aux  relations  (5).  Si  alors  nous  nous 
attachons  aux  deux  solutions 

p        P  / 

»  aï      »  a'> 
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qui  forment  ud  système  fondamental,  il  est  facile  de  trouver  les 
substitutions  correspondant  à  une  rotation  de  la  variable  autour  des 
points  a  et  b.  Pour  le  point  a,  nous  avons  immédiatement  la  substi- 
tution, puisque  ?«  et  Pa*  deviennent  respectivement 

tfiiwap^    et    tf««'*P«. 

Quant  à  la  seconde  rotation,  nous  trouverons  la  substitution  cor- 
respondante en  prenant  Pa  et  IV  sous  la  forme  donnée  par  les  deux 
premières  des  formules  (3).  Alors,  nous  voyons  que  P»  et  Pa*  de- 
viennent respectivemenl,  pour  une  rotation  positive  autour  du  point  6, 

(  ape«W3Pp4-a^'e«ït^P'Pp', 

Remplaçons  alors  Pp  et  Pp-  par  leurs  valeurs  en  P^  et  P^',  nous 
aurons  la  substitution  chercliée.  Pour  faire  ce  calcul  le  plus  rapide- 
ment, écrivons 

Pfli  =    apPp-+-     ap'Pp', 

Pa=XapPp-f-X'ap'Pp', 
en  posant 


X  = 


^,         V=^- 


on  aura,  pour  les  expressions  (6), 

^^       yr^K —  "^^^      nrx — ' 

,,    ÀA'(^«iî'{i— <»«'^'îi')        ,,     ÀVSW3'— Xc««<P 
A— A  '  A— X 

Le  rapport  p  est  donné  par  les  formules  (5)  en  fonction  des  a, 
[i,  y.  Il  reste  donc  seulement,  dans  celte  substitution,  une  constante 
arbitraire.  Il  devait  bien  en  être  ainsi,  puisque  P^  et  P^' sont  déter- 
minés seulement  à  un  facteur  constant  près.  Pour  avoir  des  substitu- 
tions entièrement  déterminées,  posons 

(X'— X)Pa  =  u. 


La  rotation  autour  du  point  a  donnera  la  substitution 
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La  L*o union  autour  du  point  b  donnera  la  substitution 

\  Il  = Yi — \ a -h  (  e»«^p  —  ««ï^P  )  f , 

f  •'  = (vzon^ "^ 57^rx ^- 

Nous  n'avons  plus  maintenant,  dans  les  substitutions  (S|)  et  (-2)1 

.  *        X' 
aucune  indéterminée,  puisque  r-  est  connu  et  égal  à 

sin(a -H  P'-4- Y')irsin(a'-h  P -h  y')'^ 
sin(a'-+-  [J'-4-  y')tî  sin(  a  -4-  p  -h  y')'^ 

Par  suite,  nous  pouvons  regarder  les  deux  substitutions  S|  e^  Sa 
comme  les  deux  substitutions  fondamentales  du  groupe  de  V équa- 
tion différentielle  hyper  géométrique  prise  sous  sa  forme  la  plus 
générale. 

Nous  voyons  donc  comment  les  considérations  développées  par 
Riemann  permettent  de  trouver  facilement  le  groupe  de  Féquation 
difliérentielle  hypergéométrique.  Après  avoir  étudié  l'expression  des 
fopciions  P  sous  forme  d'intégrales  définies,  nous  aurons  à  revenir, 
dans  la  Section  suivante,  sur  ce  groupe,  en  le  donnant  sous  une  forme 
plus  simple  que  celle  que  nous  venons  d'obtenir. 

La  méthode  suivie  par  Riemann  n'eu  reste  pas  moins  la  plus  inté- 
ressante, puisque  les  principales  propriétés  de  la  fonction  sont  dé- 
duites uniquement  de  sa  nature  au  voisinage  des  points  singuliers, 
sans  recourir  à  aucune  représentation  ellective  de  cette  fonction. 

On  retrouve,  dans  les  quelques  pages  du  petit  Mémoire  de  l'illustre 
auteur,  l'esprit  original  et  profond,  excellant  à  prendre  les  questions 
de  haut,  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  d'admirer  dans  la  théorie 
des  intégrales  abéliennes. 


II.  —  Intégrales  hypergéométriques. 

6.   Appelons  intégrale   hyper  géométrique   une  intégrale   de   la 
forme 

y=    j     (u  —  ai)^x-^{u  —  ai)^*-^{u  —  x)^-^  du 
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dont  les  limites  g  et  h  sont  deux  des  quantités  ai,  a^  et  oo.  On  sup- 
pose, bien  entendu,  que  l'intégrale  a  un  sens.  Si  donc,  par  exemple, 
on  prend  l'infini  pour  une  des  limites,  c'est  que  l'on  a 

6,-+-6j-+-X  <2. 

L'intégrale  considérée  est  une  fonction  de  x  et  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle,  que  nous  allons  former.  Posons 

U  =  (a  — at)^-'("  — «i)^'~'« 

Nous  aurons,  en  appliquant  la  règle  de  différentiation  sous  le  signe 
d'intégration, 

^=  — (X-i)  r    V(u  —  x)><'-^du, 
g=(X-,)(X-.2) y*    lJ(u-x)^-^du. 

Cela  étant,  considérons  la  fonction 

G(a)  =  (a  — a,}^(a  — a,)^(a--a?)^-«; 

elle  s'annule  pour  les  limites  g  et  h  que  l'on  a  choisies,  du  moment 
que,  pour  ces  limites,  l'intégrale  a  un  sens.  Calculons  la  différentielle 
de  G( a)  :  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

/(u)  =  (a  — ai)(a  — a,), 
<i>(a)  =  6i(a  — a,)-h6,(a  — a,), 
il  vient 

dG{u)z=z  V^iu){u  —  x)'f<-^du  -4-(X— a)  V/{u){u -- xf^-^  du. 
D'autre  part, 

f(u)  =/ix)  +  (u  -  x)f{x)  ^  ilL^-lJl/'^x), 
^(u)=t^{x)-^{u—x)t^'(x). 
On  a  alors 

(X  -  i)dG(u)  =  (X  -  i)(X  -  2)/(ar)  UCa  —  a?)^-»  du 

-h(X-i)U[o(a7)H-(X  — •2)/'(a:)](a  — a:)^-*c^a 

-^  U  |^(X  - 1)  ^'(x)  -4-  (A-i)(X-.2y^^.j  ^ ^  _  ^^^_^  ^^ 
En  intégrant  les  deux  membres  de  celte  identité  entre  ''  et  A,  et  se 
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reportant  aux  valeurs  de  ~  et  -^^^  on  trouve 


[(X-,)y'(x)H-<^-'^f-^\r(:r)] 


Telle  est  donc  l'équation  linéaire  de  second  ordre  à  laquelle  satis- 
font les  fonctions^. 
Dans  le  cas  où  l'on  fait 

«1=0,  «1=1, 

et  de  plus 

X  =  1  —  «,        6i  =  I  -h  a  —  Y,        6,  =  Y  —  P» 

on  a  l'équation  difTérenlielle 

qui  est  l'équation  hypergéoinélrique,  sous  la  forme  considérée  par 
Gauss. 

7.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  les  constantes  6|, 
63,  A  telles  qu'une  intégrale  de  la  forme  indiquée  ait  une  valeur  dé- 
terminée. On  aura  dans  tous  les  cas  une  intégrale  de  l'équation  diffé- 

Fig.  16. 


rentielle  en  procédant  de  la  manière  suivante  :  Partons  du  point  u^ 
(distinct  de  ai,  «2  et  oo),  en  donnant  à  l'expression 

une  de  ses  déterminations,  et  prenons  l'intégrale 

(7)  y  ( w  —  «1  ;^«-* ( "  —  at)à»-i(u  —  a:)>^-»  du, 

P.  -  m.  01 
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en  décrivant  dans  un  certain  sens  un  contour  Ci  autour  de  a^  puis 
un  contour  C2  autour  de  aj,  ensuite  le  contour  C|,  mais  en  sens 
inverse,  et  enfin  le  contour  C2  également  en  sens  inverse  (Jig'  16). 
La  fonction  G(e/),  considérée  ci-dessus,  reprendra  évidemment  la 
même  valeur  quand  u  reviendra  en  Uq  après  avoir  décrit  le  contour 
complexe  qui  précède,  et,  par  suite;  nous  aurons  une  solution  de 
Téquàtion  diOerentielle  en  prenant  l'intégrale  le  long  de  ce  contour. 
Si  Ton  suppose  que  l'intégrale  (7)  reste  finie  pour  1/  =  ai  et  u  =  a^^ 
on  retrouvera  bien  ainsi  l'intégrale  du  paragraphe  6.  Soient,  en 
effet, 

U«,    et    Urt, 

les  intégrales  (7),  prises  de  «/q  en  a^  et  de  u^  en  a^,  avec  la  valeur 
initiale  choisie  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration.  L'inté- 
grale correspondant  au  contour  complexe  sera 

c'est-à-dire 

et  la  différence  U^^ —  U.,,  représente  précisément  l'intégrale  (7)  prise 
de  aa  en  a,. 

8.  Nous  avons,  au  paragraphe  6,  donné  aux  limites  g  et  h  les  va- 
leurs ai,  aa  et  c»;  on  peut  aussi  donner  à  ces  limites  la  valeurs:. 
Démontrons-le  en  supposant  que  les  différentes  intégrales  obtenues 
en  donnant  k  g  et  h  deux  des  valeurs 

a,,    a„    X,    00 

aient  un  sens;  la  proposition  sera  évidemment  générale.  11  faudra 
seulement  recourir,  dans  le  cas  contraire,  aux  intégrales  considérées 
dans  le  paragraphe  précédent.  Prenons  encore  un  point  arbitraire  ih 
et  traçons  les  lignes 

Uo»!,     UqXj     u^a^f     <^o^} 

ces  lignes  se  suivant  autour  de  Uq  dans  Tordre  qui  vient  d'être  in- 
diqué (Jlg-  17).  En  désignant  par 

lia.,       U.,,       U.„       u. 
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les  valeurs  de  Tlntëgrale  (7)  prise  de  Uq  en  a,,  x^  a^  et  00  avec  une 
même  valeur  initiale  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration, 
nous  aurons,  comme  à  la  page  226  (t.  Il), 

4_  (^î(A,-»-X)it/_  eî(6,-H6,-.-X)ii/)  Urt,-+-  (e«^^-^*--^^«'  — 1)11»  =  o. 
Fig.  17. 


00 
Cette  formule  montre  immédiatement  que 

s'exprime  par  une  combinaison  linéaire  et  homogène  de 
U«.-U«„    U«,-U,,     U.-U., 

et  est,  par  suite,  une  intégrale  de  Téquation  différentielle.  Il  en  est 
de  même  de  U^ — U,,^et  \Jx — U^. 

9.  Nous  avons,  dans  la  Section  I,  trouvé,  d'après  Riemann,  le 
groupe  correspondant  à  l'équation  diOférentielle  du  second  ordre  doht 
l'étude  fait  l'objet  de  ce  Chapitre.  On  peut  nécessairement  donner 
au  groupe  différentes  formes.  La  considération  des  solutions  de  Féqua- 
tion  sous  forme  d'intégrales  conduit  à  une  forme  très  simple  des  deux 
substitutions  fondamentales  du  groupe  pour  deux  solutions  parti- 
culières bien  précisées.  C'est  ce  que  nous  avons  montré  dans  le 
Tome  II  (p.  224  et  suiv.).  Il  nous  suffira  donc  de  nous  reporter  à  ce 
passage,  en  remplaçant  seulement  a  et  b  par  6,  et  62,  et  les  points  o 
et  I  parai  et  a^.  Nous  avons  considéré  les  deux  intégrales 

Wî  =  U.r  —  Urt,. 

Les  deux  substitutions  fondamentales  S|  et  S2  du  groupe  cor- 
respondant respectivement  à  une  circulation  dans  le  sens  négatif 
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autour  de  ai  et  à  une  circulation  dans  le  sens  positif  autour  de  a^ 


sont 

toi  =  g-«t*t-^^^«'toi, 


{  toî  =  CD,  -H  (  ««i^-^-X^it'—  tftXir/)to,, 


10.  SI  Ton  pose 


to, 


on  pourra  faire  correspondre  au  groupe  précédent  un  groupe  linéaire 
relatif  à  z  dont  les  substitutions  fondamentales  sont 

(2,)  [-5,  g-«(*.-^X)iU^-i-(i-_<r-«*.iU)]. 

Nous  allons  montrer,  en  supposant  réels  A,  6,  et  éa,  qu'o/ï  peut 
trouver  un  cercle  qui  est  transjornié  en  lui-même  par  les  substi- 
tutions (S,)  gf  (Sa). 

Remarquons  d'abord  qne,  z  désignant  x-^-iy^  Téquation  d'un 
cercle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A  zzf^ -i-  B «  H-  BqXo  -+-  C  =  o, 

A  et  C  étant  des  constantes  réelles,  B  et  B©  élant  des  constantes  ima- 
ginaires conjuguées,  et  5o  désignant  x  —  iy. 

En  écrivant  que  le  cercle  est  transformé  en  lui-même  par  la  sub- 
stitution (S|  ),  on  obtient  les  deux  équations 

B(i  — «-«^^«0-»-  Bod  — c-»-«MO-+-  C(c«^«'— i)(e-«M'—  i)  =  o, 
B  (  eti6.+X)ii/  _  I  )  =  c  (  I  —  e«^. w  ), 

et  Ton  voit  facilement  que  la  première  est  uTie  conséquence  de  la 
seconde. 

Pareillement  la  substitution  (£^)  conduit  aux  deux  équations 

B(i—  e-*^'^*)^-  Bo(i  —  e-^»^«0  -h  A(i  — <r-«^7W)(t  — e'^'^O  =  o, 
B(eî(^-^-X)1t/_  ,)  =  A(i  —  e»^.«'), 

qui  se  réduisent  aussi  à  la  seconde. 


DBS   FONCTIONS   HYPERGÊOHftTRIQUES.  3a5 

On  a  donc  seulement  les  deux  équations 

B(tfi(A,-HX)ii/-_  I)  =  A(i  —  ««^ï^Oi 
B(tfî(^-HX)ic/_  i)  =  C(i  -  tf«M^). 

Il  faut  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  A  et  C 
réels.  On  voit  de  suite  qu'il  en  est  ainsi,  car  on  peut  remplacer  la 
seconde  équation  par  la  suivante  : 

A       (a'i^V—  ^)(g«1t(^■♦-X)/— .  I) 

et  Ton  s'assure  que  le  second  membre  est  réel,  en  remarquant  qu'il 
ne  change  pas  quand  on  change  i  en  —  i. 

La  circonférence  que  nous  venons  de  trouver  peut  être  réelle  ou 
imaginaire.  Elle  sera  réelle  si  Ton  a 

BBo— AG  >o, 

comme  il  résulte  de  l'équation  du  cercle,  mise  sous  la  forme 

(A.»  -+-  Bo)  ( A^o-H  B)  -h  AG  —  BBo  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B,  C,  cett^  inégalité 
devient 

Suivant  la  valeur  numérique  de  X,  6|  et  63,  le  premier  meuàhre 
peut  être  tantôt  positif  et  tantôt  négatif  (*). 

11.  Faisons  encore  une  remarque  relative  aux  substitutions  de  la 
forme 


(az  H-  b\ 


a,  6,  c,  d  étant  des  constantes.  Une  telle  substitution  transforme  une 
circonférence  en  une  circonférence;  c'est  ce  que  l'on  voit  de  suite 
en  mettant  l'équation  de  la  circonférence  sous  la  forme  dont  nous 

(*)  J^ai  déTcloppt*  les  calculs  que  je  ne  fais  qu^ÏQdiquer  ici  dans  mon  Mémoire 
Sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  provenant  des  séries  hyper  géométriques  de 
deux  variables  {Annales  de  l'École  /Vormale  supérieure,  i885).  Dans  le  domaine 
de  deux  variables  complexes  indépendantes,  le  cercle  précédent  est  remplacé  par  unf 
hypersphère. 
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nous  sommes  servi  plus  haut 

Azzq-^Bz -h  BqZq-^  C  =^  o. 

En  mettant  -^  à  la  place  de  z^  on  a  une  équation  de  même 

forme. 


III.  —  Représentation  conforme  au  moyen  du  rapport 
de  deux  solutions  de  l'équation  hyper^éométrique. 

12.  Reprenons  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

et  désignons  par^,  eiy^  deux  solutions  linéairement  indépendantes 
de  cette  équation.  Posons    •     .  • 

(8)  •  ^  =  *, 

et  regardons  cette  équation  comme  établissant  une  relation  entre  x 
et  s.  Pour  une  valeur  déterminée  x^  de  x,  distincte  de  o,  i  et  oo, 
supposons  que  z  prenne  la  valeur  z^  (celle-ci  pouvant  être  infinie). 
L'équation  (8)  donnera  pour  x  une  fonction  de  z  holomorphe  dans 
le  voisinage  de  z^  et  prenant  pour  ^  =  ^^  la  valeur  x^.  Pour  le  dé- 
noontrer,  supposons  d'abord  z^  fini:  Ténoncé  précédent   ne   serait 

inexact  que  si  la  dérivée  de  —  et  par  suite 

s'annulait  pi>ur  x  =  Xf.  Or  cei^i  est  impossible,  car  il  est  évident  que, 

si  >*i  et  y^  désignent  deux  solutions  distinctes  de  Téquation  linéaire 

du  second  ordre 

iP  y  tir 


on  a 


y     -7    -    -  -    >  t  -T-    =    t.  ^    *' 


C  étant  une  constante  diUVrt^nte  de   léro,  et   j^r  suite  le  premier 


DBS   FONCTIONS    IITPERGÊ0XÉTRIQUE8.  3^7 

membre  de  ridentité  précédente  est  différent  de  zéro  pour  une  valeur 
de  X  distincte  des  points  singuliers. 

Si  Zf  était  infini,  c'est-à-dire  si  y^  s'annulait  pour  x  =^  Xo^  cette 
racine  Xt  serait  simple,  l'autre  intégrale  Vi  ne  s'annulerait  pas  pour 
cette  valeur  de  x^  et  l'on  aurait  alors  dans  le  voisinage  de  Xq 


(A^o) 


les  termes  non  écrits  étant  holomorphes  :  il  est  clair  que  l'inversion 
se  fera  d'une  manière  uniforme  dans  le  voisinage  de  2  =  oo. 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que,  si  l'on  a  dans  le  plan  de 
la  variable  x  une  aire  limitée  par  un  contour  simple  et  ne  contenant 
aucun  des  points  singuliers  o,  1  et  x,  Véqualion 

^  =z 

fera  correspondre  à  cette  aire  dans  le  plan  de  la  variable  z 
une  aire  également  limitée  par  un  seul  contour,  et  à  ^intérieur 
de  laquelle  ne  se  trouvera  pas  de  point  critique  de  la  fonction  x 
de  z.  Il  n'en  faudrait  pas  conclure  que  l'on  aura  nécessairement  ainsi 
deux  aires  se  correspondant  point  par  point;  il  peut  arriver  qu'à  un 
point  z  correspondent  plusieurs  valeurs  de  x,  et  que  par  suite  l'aire 
djins  le  plan  z  se  recouvre  partiellement  elle-même.  Il  est  aisé  de 
donner  un  exemple  simple  d'une  telle  circonstance;  prenons  la 
relation 

x^=z, 

et  dans  le  plan  x  une  aire  simple  ne  comprenant  pas  l'origine  et 
telle  que  la  symétrique  par  rapport  à  l'origine  de  certaines  parties  de 
l'aire  soit  contenue  dans  celle-ci.  On  aura  comme  figure  correspon- 
dante dans  le  plan  z  une  aire  limitée  par  un  seul  contour,  ne  com- 
prenant pas  l'origine  à  son  intérieur,  mais  qui  se  recouvrira  partiel- 
lement elle-même,  de  façon  qu'à  certaines  valeurs  de  z  correspondront 
deux  valeurs  de  x» 

13.  Nous  allons  supposer  maintenant  que  dans  l'équation  diffé- 
rentielle a,  p  et  Y  sont  réelles,  et  nous  voulons  chercher  quelle  est 
dans  le  plan  z  la  figure  correspondant  an  demi-plan  P  de  la  variables: 
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Situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles  (•).  Dans  le  demi-plan  P, 

:;  est  une  fonction  uniforme  de  x,  puisque  yt  et  y2  n'ont  comme 

points  singuliers  que  les  points  o,  i  et  oc. 

Partageons,  dans  le  plan  x,  l'axe  des  quantités  réelles  en  trois 

segments 

—  X,  o:    o,  i;     I,  H- 00. 

Considérons  l'un  de  ces  segments;  soit,  pour  fixer  les  idées,  le 
segment  o,  i.  Je  suppose  d'abord  qu'en  un  point  réel  Xq^  compris 
entre  o  et  i,  on  se  donne  des  conditions  initiales  réelles  pour  les 
deux  intégrales  y^  et  j^^;  celles-ci  seront  réelles  pour  x  réel  et 
compris  entre  o  et  i  et  il  en  sera  de  même  du  rapport 

Z  =    y 

et,  par  suite,  le  point  z  décrira  un  segment  de  l'axe  des  quantités 
réelles  dans  son  plan  quand  x  variera  entre  zéro  et  un.  Comme  on  a 

dz        -^    dx        -^    dx         C     -/  ' 77-^ djc 

dx  y\  y\ 

il  en  résulte  que,  suivant  le  signe  de  C,  z  ira  constamment  en 
croissant  ou  en  décroissant  quand  x  croîtra.  Il  y  aura  donc  une  cor- 
respondance bien  déterminée  entre  le  segment  (o,  i)  du  plan  x  et 
un  segment  (qui  pourra  contenir  le  point  à  l'infini)  de  l'axe  réel  du 
plan  z. 

Si,  au  lieu  des  intégrales  que  nous  avons  considérées  et  qui  sont 
réelles  pour  x  entre  zrro  et  un,  nous  avions  pris  deux  intégrales 
quelconques,  cherchons  quelle  eût  été  la  courbe  correspondant  au 
segment  (o,  i).  La  recherche  est  facile;  au  lieu  de  y^  et  j^j,  nous 
aurions  les  deux  intégrales 

p,  Q,  R,  s  étant  des  constantes,  et,  par  suite,  au  lieu  du  rapports 


(*)  Cette  étude  a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Schwarx  dans  son  célèbre 
Mémoire  :  Uebtr  dienigen  Fàlle.  in  weichen  die  Gaïusisehe  hyperf^eoméiriêekê 
Beihe  eine  algebraùche  Function  ikres  vierien  Elementes  darstelU  {Journal  de 
C  relie,  i.  75). 
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considéré  plus  haut,  le  rapport 

P^H-Q 

Or,  quand  le  point  z  décrit  un  segment  de  l'axe  réel,  le  point 

^ ^  décrit  un  arc  de  la  circonférence  correspondant  à  l'axe  réel. 

Il  en  résulte  qu'^a  segment  (o,  i)  correspond  uniformément  un 
arc  de  cercle. 

Reprenons  donc  notre  question.  Ayant  fait  choix  de  deux  inté- 
grales distinctes,  d'ailleurs  quelconques,  nous  posons 

^  =  ., 

et  nous  considérons  le  demi-plan  P.  A  chacun  des  segments  de  l'axe 
des  quantités  réelles  correspondent  dans  le  plan  z  trois  arcs  de 
cercle.  Quand  x  parcourt  l'axe  réel  de  — oo  à  -|-  oo  (en  évitant  seule- 
menl  par  des  petites  courbes  situées  au-dessus  de  l'axe  réel  les 
points  o  et  i),  le  point  z  décrit,  en  marchant  toujours  dans  le  même 
sens,  les  côtés  d'un  triangle  curviligne  formé  d'arcs  de  cercle.  Les 
trois  sommets  de  ce  triangle  correspondent  respectivement  aux 
points  o,  1  et  00. 

Cherchons  les  angles  de  ce  triangle.  Nous  désignerons  par  a,  6,  c 
les  trois  constantes  réelles  positives 

«  =  h  —  Y I, 

6  =  |«-p|, 

Dans  le  voisinage  du  point  j;  =  o,  l'équation  diHérentielle  a  deux 
solutions  de  la  forme 

y%  et/a  étant  holomorphes  et  diflérents  de  zéro  pour  j:  =  o.  Il  en 
résulte  que,  pour  ce  choix  particulier  d'intégrales,  et  par  suite  pour 
toutes  (pour  que  l'on  passe  d'une  détermination  z  à  une  autre  par 
une  substitution  n'altérant  pas  les  angles),  l'angle  des  deux  côtés 
du  triangle  au  sommet  qui  correspond  à  ^  =  o,  compté  dans  l' in- 
férieur de  l'aire,  sera  égal  à 
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puisque  rargument  de  J?*""T  varie  de  (i  —  y)tc  quand  x  est  à  gauche 
et  à  droite  du  point  o  sur  Taxe  réel.  Si  l'angle  aîi  est  supérieur  à  ait, 
Taire  du  plan  des  z  se  recouvrira  elle-même. 

On  verra  de  la  même  manière  que  l'angle  compté  dans  l'intérieur 
de  Taire  est  égal  à 

pour  le  sommet  <jui  correspond  à  x  =  i ,  ce  qui  résulte  de  l'existence 
de  deux  intégrales  de  la  forme 

ri=/i(^).     rt=(^~i)Y-^-P/î(*)- 

Enfin,  pour  le  sommet  correspondant  à  a;  =  oo,  on  aura  Tangle 

car  on.  a  les  deux  solutions,  pour  x  très  grand, 

f\  **l  f%  étant  holvt^^orphes  et  différents  de  zéro  pour  jr  =  x),  et  Ton 
voit  alors  que,  dans  le  quotient  ^»  s'introduit  le  facteur  ;f*~^. 

\insi  nous  arrivons  à  cette  conclusion  qu'aïf  demi-plan  carres- 
fH>mis  «tans  fe  plan  z.  une  aire  à  contour  simple  y  limiiée  par  trois 
arcs  de  cercle:  cette  aire  peut  se  recouvrir  partiellement  elle-même 
et  «ussi  cimteuir  le  point  à  Tintini. 

Nous  a\ous  suppi>sé  implicitement  qu'aucune  des  constantes  a, 
hs  c  n'était  èpile  à  un  entier,  IVenons  par  exemple  a  et  supposons 
que  Y^-=^  **  D'après  la  thtnme  ^nèrale  des  points  singuliers  réguliers, 
nous  aurx^us  d*ns  le  \oisinaje  de  x  :=  o  les  deux  intégrales 

\.e  r\*pjH^rt  ^  est  alors  de  U  forme 

^ygr»  fMaul  iKxkxttiv^Jie  ^Uns  le  >^>îs)iiapr  de  x=ro  et  à  coefficients 
réels.  Vj^^^wd  Jt  s  ap^>Jr\vke  de  lerv^  sar  le  se^ tuent  u  o  \  .s  s^approche 
<le  —  «^  siiir  Taxe  réel,  et  eiiis;i(ae  quand  x.  deeri^ant  «a  deasii-eercle 
lutiuimeiil  petit  ^KHJir  e>iter  le  pKHut  Ox  suit  le  serment  o.  —  x\  le 
jy>4ut  ^  vWvrtt  utw  jv^r^U^èW  à  Tjkve  rveix  d\»c\ikMXBiee  x«  et  en  venant 
e^aletueut  de       x.  l  Ji»JcW  serji  >îv^av'  e^at  i  lerv*. 
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On  vérifiera  de  même  que,  si  a  =  i,  l'angle  des  deux  côtés  du 
triangle  sera  égal  à  tt,  de  sorte  que  le  résultat  énoncé  plus  haut  est 
général. 

14.  Abordons  maintenant  un  cas  particulièrement  intéressant  ou 
l'on  aura  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan  P  et  l'aire 
correspondante  du  plan  z.  Ce  cas  est  celui  où  l'on  a  à  la  fois 

a  <  2,        6<a,        c<2. 

Nous  allons  voir  que  l'on  a  alors  d'une  manière  uniforme  une 
représentation  conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de 
cercle.  Nous  le  montrerons  bien  nettement  en  suivant  par  continuité 
à  partir  d'un  cas  pour  lequel  la  question  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté. 

Si  l'on  prend,  pour  les  trois  constantes  de  la  série  hypergéomé- 
trique, 

.     .  *o  =  o,         p.o,     7o, 

on  a,  pour  une  des  intégrales,  une  constante,  et  pour  l'autre 

r 


X 


et  cette  expression  peut  servir  à  effectuer  la  représentation  conformé 
du  demi-plan  P  sur  un  espace  limité  par  trois  droites. 
Posons,  comme  plus  haut, 

«o=|i  — Vol»         ^o=|?o|,         Co=|Yo— Po|. 

Nous  supposons 

ao<'^,        ^o<a,        co<2, 

de  façon,  que  les  sommets  ne  soient  pas  des  points  de  ramification. 
I^e  contour  ne  pourra  se  couper  lui-même,  car  alors  les  trois  droites 
txe  limiteraient  plus  une  aire  {voir,  pour  ces  questions  déjà  étudiées 
^u  Tome  II,  le  Chapitre  de  ce  Tome  relatif  aqx  représentations  con- 
formes, p.  297  et  suiv.). 
Si  l'on  a  en  particulier 

Yo<«» 
Yo— ?o>o, 


33  tt  ^^V^^^^^^^l 

on  obtiendra,  en  éj^aUnl  Tint^fgrale  ri-dessus  à  z^  un  triangle  recli- 
ligne  tout  entier,  à  distance  finie^  avec  les  angles 

agit,        ^gl^,        C(^1t,  ^^H 

en  posant  alors  ^H 

et  la  somme  de  ces  angles  e-^l  bien  égale  à  tz. 

Imaginons  maintenant  que  Ton  parle  de  ces  dernières  valeurs  de 
^0?  ?07  Yo;  Téqualion  lijpergéoiiuHriqae  correspondante  nous  donne 
la  représentation  du  deiui-plan  sur  un  certain  triangle  recti ligne. 
Faisons  alors  varier  les  coeflicients  m,  ^i,  y  a  partir  de  ces  valeurs  de 
a«.  3(17  Y«^  '*'  représentation  se  fera  sur  un  triangle  d'arcs  de  cercle, 
et  Ton  peut  supposer  que  les  sommets  restent  les  mêmes,  puisqu  on 
dispose  de  trois  constantes  dans  le  rapport  des  deiisi  intégrales.  On 
suppose  d'ailleurs  que  at,  3>  Y  varient  de  ujanière  que  Ton  ait  toujours 

a  <  "j^         ^  <  3»         c  <  a- 

Le  triangle  d'arcs  de  cercle  est  d'abord  peu  di fièrent  du  triangle 
rectiligne  initial.  11  ne  peut  pas  arriver  que,  pendant  la  déformation, 
deu%  côtés  du  triangle  se  roupent  entre  eux»  car  cette  circonstance 
ne  peut  se  présenter  que  si,  à  un  certain  moment,  les  côtés  ont  fait 
entre  euï.  un  angle  égal  ^  ^éro  ou  h  'àt:\  or  nous  pouvons  faire  varier 
a,  fi,  Y  de  manière  que 

a,    ù,    c 

varient  depuis  leur  valeur  initiale  a^,  6^,  c^  jusqu^à  leur  valeur  finale 
sans  passer  pur  séro  ou  pnr  deux  dans  Tinter  val  le, 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que^  pendant  la  variation  eontimie  des 
paramètres,  nùUH  ne  cessons  pas  d'avoir  dans  le  pian  z  une  mire 
Sifftpiemeffl  connexe,  ne  se  recouvrant  pas  pat  ticHement  etie- 
nhême,  eê  donnant  f^ne  représeniaJion  con/otme  du  tiemi^plan  1*; 
celte  aire  est  un  irJangle  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de 
cende.  Les  angles  intérieurs  de  ce  triangle  sont  respectivement  égaux 
y  ^Tî,  éTtel  CTt,  cliucun  de  tes  angles  étant  par  hypotbèse  inférieur 
à  2'. 

to.  La  question  de  la  représentation  conforme  des  tri  anoxies  d'ar^, 
de  cercle  sur  un  demi-plan  (ou  sur  un   cercle,  ce  qui   revient  ai 


I 
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même)  peut  être  posée  a  priori,  et,  en  analysant  ce  problème,  on 
retrouve  l'équation  difl'érentielle  de  la  série  hypergéomé trique.  Nous 
ne  nous  placerons  pas  à  ce  point  de  vue,  qui  a  fait  l'objet  d'un  Mé- 
moire de  M.  Schwarz  (  *  )  ;  nous  allons  seulement  former,  en  partant  de 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  qui  vient  d'être  étudiée,  l'équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait  le  rap- 
port Z=^' 

Soit,  d'une  manière  générale,  l'équation  linéaire 
cf^Y         dy 

dont^i  et  j^2  représentent  deux  intégrales  distinctes.  Le  rapport 

dépend  manifestement  de  trois  constantes  arbitraires,  puisqu'on  peul 
remplacer  y^  et  y^  par  des  combinaisons  linéaires.  Il  satisfait  donc  à 
une  équation  du  troisième  ordre  que  nous  allons  former.  Le  calcul 
est  immédiat;  si  l'on  forme 

dz       d^      d}z 
dx  '     dx*       dx^  ' 

si  l'on  différcntie  ^»  on  aura,  en  se  servant  de  l'équation  différen- 
tielle, les  expressions  de  ces  trois  dérivées  au  moyen  de 

En  y  joignant  z=  —t  on  a  quatre  relations  homogènes  en  ^i ,  j^^, 
-^,  -^*.  L'élimination  de  ces  quatre  quantités  donne  alors  l'équa- 
tion cherchée.  On  trouve  ainsi 


dz  ^         /rf«g\» 
'd^d^         \dx^/ 


T     ,      dp 


2 


(  dT  ) 


(>)  H. -A.  SciiWARZ,  C/eber  einige  Abbildungsaufgaben  {Journal  de  Ci  elle, 
t.  75).  M.  Darboux  a  consacré  un  très  intéressant  Chapitre  à  tes  questions  dans  le 
Toute  I  de  ses  Leçons  sur  ta  Théorie  des  surfaces,  p.  170. 


Dans  le  cas  de  réqualîau  hjpergéométrique,  le  second  meuibre  se    ■ 

rédtiîi  à  H 

a*r*      "^3(1  — j:)*  j^ru  — -^,1  ^^^| 

en  posant,  comme  nou§  Favons  fait  précède  m  ment,  ^^^| 

Ceci  nous  explique  pourquoi  les  quantités  qu'on  peut  supposer  ■ 
positives  a^  6,  c  jouent  aïeules  un  rôle  dnns  les  questions  relatives  au    I 

rupporl  —  j  comme  nous  Tavans  eonslate  plus  haut.  ■ 

16.  Nous  avons  obtenu  (§  H)  la  représentation  conforme  du  deitij^^ 
plan  sur  un  triangle  formé  par  trois  arcs  Je  cercle,  an  mojen  du  ■ 
quotient  de  deux  intégrales  de  Tcquation  hypergéométrique.  Nous  ■ 
allons  passer  de  là  facilement  à  une  représenlation  du  plan  toni  ■ 
entier  sur  lequel  sont  tracées  deuji  coupures.  ■ 

Supposons  d'abord  que  la  représenLation  du  demi-plan  F  ait  été   H 
faite  au  moyeu  du  rapport  de  deux  intégrales  réelles  sur  Je  se^enl   ■ 
(o,  i).  Traçons  sur  le  plan  la  coupure  (^^,o)  et  la  coupure  (i,  H-ao) 
que  le  point  x  ne  va  pas  franchir.  Dans  ces  conditions,  le  rapport  z 
est  une  fonction  uniforme  de  x  dans  tout  le  plan.  A  la  partie  supé-   I 
rîeure  du  plan  des  jr,  c'est-à-dire  au  plan  P,  correspond  dans  le  plan  :;, 
diiprcs  les  paragraphes   précédents,  un  triangle  T  d  arcs  de  cercle; 
un  des  côtés  de  te  triangle  est  rectiligne  ici  :  c'est  celui  qui  corres- 
pond au  segment  (o,  i).  Puisque  la  fonction  z  est  réelle  sur  le  seg-   M 
ment  (o,  i),  elle  prendra  des  valeurs  imaginaires  conjuguées  pour 
deux  valeurs  de  s  imaginaires  conjuguées,  c'est-è-dire    pour  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  Taxe  réeL  Par  suite,  au  demi-plan 

Fig.  iB. 


"j 


inférieur  correspondra  un  triangle  d'arcs  de  cercle  îivmé trique  du 
triangle  T  par  rapport  à  son  côté  rectiligne.  L*ensemlle  du  trian*^leT 
et  de  son  symétrique  correspondra  donc  au  plan  j:  tout  entier  dans 

levjuel  on  a  tracé  les  deux  coupures  (— 5c,  o)  et  (i,  -hx).  On  aura, 
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par  exemple,  les  figures  suivantes  où  Ton  représente  le  plan  x  et  le 
plan  z. 

Soit  d'abord  le  triangle  ABC  avec  le  côté  rectiligne  AB,  qui  cor> 
respond  au  segment  (o,  i);  nous  figurons  le  triangle  ABC  symétrique 

f»g    «9- 


de  ABC  par  rapport  à  AB.  Le  quadrilatère  ABC  donne  une  représen- 
tation conforme  du  plan  x  où  sont  tracées  les  coupures  ( —  oo,  o)  et 
(i,  -l-oo).  Le  côté  AC  correspond  au  bord  supérieur  de  la  cou- 
pure (o,  — oo)  et  le  côté  AC  au  bord  inférieur  de  cette  même  coupure. 
Ainsi  à  deux  points  m  et  m',  considérés  comme  appartenant  respec- 
tivement aux  bords  supérieur  et  inférieur  de  la  coupur^  ( —  oo,  o), 
correspondent  deux  points  M  et  M'  situés  sur  AC  et  sur  AC.  En 
désignant  par  z  et  z^  les  affixes  de  ces  deux  points,  on  aura 

«  = ^> 

cz  -hd 

et  la  substitution 

/     az  H-6\ 

correspond  précisément  à  la  rotation  mpm!  effectuée  par  x  autour 
de  O  dans  le  sens  négatif. 

Il  y  aurait  de  même  une  seconde  substitution 

transformant  BC  en  BC.  Les  côtés  du  quadrilatère  ACBC  se  corres- 
pondent donc  deux  à  deux  par  une  substitution  linéaire. 

Dans  la  figure  que  nous  avons  dessinée,  nous  avons  supposé  que  le 
triangle  ACB  était  tout  entier  au-dessus  de  AB;  il  pourrait  en  être 
autrement,  et  alors  le  quadrilatère  total  pourrait  se  recouvrir  partiel- 
lement lui-même. 

Si,  au  lieu  de  prendre  le  rapport  z  de  deux  intégrales  réelles  sur  le 
segment  (o,  i),  nous  avions  pris  le  rapport  de  deux  intégrales  quel- 
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coaques^  le  triangle  ABC  n'aurait  plus  eu  de  oôlé  rectiligne.  La 
figure  obtenue  aurait  été  la  IninsCormëe  du  quadrilatère  A CBC  par 
une  âubstitiitîoa  quelconque  de  la  forme 


Or,  une  telle  substitution  tranïî forme  le  segment  de  droite  AB  en 
une  circonférence;  il  s^agitde  savoir  ce  que  deviennent  deui  points  P 
et  F  isjiii étriqués  par  rapport  à  AB.  Désignons  par  ap  le  segment 
d'un  cercle  F  correspondant  à  Ali,  et  soient  tc  et  i?^  les  transforroées 
de  P  et  P'-  Tout  cercle  passant  par  P  et  F  est  orthogonal  à  AB;  donc 
tout  cercle  passant  par  t:  et  it'  est  orthogonal  à  F  (la  transforma tîoa 
transforuiant  les  cercles  en  cercles  et  conservant  les  angles). 

En  parliculier^  la  droite  lai'  sera  normale  au  cercle  F  et,  par  suite, 
passe  par  son  centre  E.  Or,  on  sait  que  les  deux  points  ic  et  ^f^  situé:* 


'E 

sur  le  diamètre  d'un  cercle  et  tels  qu'un  cercle  distinct  de  ce  dia- 
mètre et  passant  par  ces  points  soit  orthogonal  au  cercle,  sont  coaju- 
gués  par  rapport  à  celui-ci,  c'est-^àHjire  que 

R  désignant  le  rayon  du  cercle.  Les  deux  points  ir  et  tî'  se  corres- 
pondent donc  dans  la  transfoimalion  par  rayons  veeieurs  réciproques, 
qui  laisse  invariables  les  points  de  F.  Les  deux  triangles  ayTi  et  aV? 
correspondant  respectivenieiit  à  ACB  et  AC'Bsont  donc  transfarmég 
Fun  de  Fautre  par  une  inversiim  relative  au  cercle  F;  on  peut  dire 
encore  qu'ils  sont  V image  r  un  de  Vanlre  par  rapport  à  ce  cercle  (*) 
comme  on  le  dit  pour  le  cas  où  afl  se  réduit  à  un  segment  rectiligtie- 


(»)  Celte  notion  d*;  l'image  d'une  ii^ure  par  rapport  à  un  cercle  avuit  été  déjà 
pmé^  par  Bicfiiiinn  dans  ses  rrdViiui  Sur  te*  tùr/sce»  mtftima.  EUe  a  été  pmrtieu- 
liéreoienL  développes  par  M,  Sctiwara  dîiiis  les  Mémoires  que  ouus  avons  déjà  cttcs. 


DES   PONCTIONS    HYPERGÊOMÉTRIQUBS.  887 


IV.  —  Remarques  générales  sur  les  substitutions  linéaires 
transformant  un  cercle  en  lui-même. 

17.  Nous  aurons  à  considérer,  dans  le  Chapitre  suivant,  des  sub- 
stitutions linéaires  transformant  un  cercle  en  lui-même.  Telles  sont 
les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  hypergéométrique,  dans  le 
cas  où  le  cercle  obtenu  au  paragraphe  10  est  réel.  On  peut  toujours 
supposer  que  le  cercle  se  réduit  à  une  droite,  et  que  cette  droite  est 
l'axe  des  quantités  réelles. 

Une  substitution  linéaire  transformant  la  droite  en  elle-même  est 
alors  de  la  forme 


a,  ft,  c,  d  étant  réels,  et  l'on  supposera,  comme  il  est  évidemmenl 
permis, 

ad  —  bc  =  i. 

Ceci  posé,  cherchons  les  points  que  la  substitution  laisse  inva- 
riables. Ils  correspondent  à  l'équation 


"  —  >  » 

C  Z  -t-  il 

c'est-à-dire  à  l'équation  du  second  degré 
(8)  cz'i-^  (d—a)z  —  ô  =  o. 

La  quantité  sous  le  radical 

(d  —  ay-h^bc 

se  réduit  (en  tenant  compte  de  la  relation  ad  —  bc  =  i)  à 

(a-^d)^—.\. 

jNous  avons  donc  différents  cas  à  examiner  suivant  le  signe  de 
cette  différence.  Remarquons  auparavant  que,  conformément  à  la 
théorie  générale  de  la  réduction  des  substitutions  linéaires,  on  peut, 
par  un  changement  linéaire  de  variables,  ramener  la  substitution  à  la 
forme 

P.  -  III.  aa 


338  CHAPITRE   XII. 

[1  étant  le  rapport  des  racines,  supposées  distinctes,  de  IVqualion 
en  À 

I  a  — X         b       I 

(9)  /      ^      =^- 

I       c        a  —  X  I 

Si  celte  équation  a  ses  racines  égales,  la  substitution  se  ramènera 

à  la  forme 

(Z,Zh-/*). 

On  doit  remarquer  que  la  quantité  sous  le  radical  est  la  même 
pour  les  deux  équations  du  second  degré  (8)  et  (9). 

1».   Soit  d'abord 

La  réduction  à  la  forme  canonique  se  fera  par  une  substitution 
réelle,  et  Ton  aura 

a  et  jii  étant  deux  racines  réelles  de  l'équation  (8),  et  la  substitution 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

z'  —  a  z  —  a 

le  multiplicateur  [x  étant  aussi  réel  et  posilif,  puisque  Téquation  (9) 
a  ses  racines  de  même  signe. 

Les  deux  points  que  la  substitution  laisse  invariables  sont  dits  les 
points  doubles  de  la  substitution.  Dans  le  cas  actuel  ces  points  sont 
situés  sur  Taxe  réel.  La  substitution  est  dite  alors  hyperbolique  (*). 

19.   Supposons  maintenant 

Nous  pouvons  encore  donner  à  la  substitution  la  même  forme, 
mais  alors  a  et  ^  sont  imaginaires  conjuguées,  et  [jl  est  une  quantité 
imaginaire  dont  le  module  est  égal  à  1 .  Les  Aenu  points  doubles  sont 


(')    La   classification   des   substitutions   linéaires  à  une  variable  a   été   faite   par 
M.  Klein  dans  ses  travaux  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
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imaginaires  et  il  n'y  en  a,  par  conséquent,  qu'un  dans  le  demi-plan 
supérieur. 

Soit 

Il  =  e^i, 

0  étant  réel.  La  substitution 

Z  =[jlZ 

transforme  une  courbe  passant  par  Z  =  o  en  une  autre  courbe  pas- 
sant par  le  même  point,  et  les  deux  courbes  font  visiblement  entre 
elles,  en  ce  point,  Tangle  0.  Par  suite,  à  une  courbe,  passant  par  le 
point  ^  =  a,  correspondra  une  courbe  passant  par  le  même  point  et 
faisant  avec  elle  Tangle  0.  On  dit  ici  que  la  substitution  est  elliptique, 

20.   Passons  au  cas  particulier  où 

(a-+-rf)«=/,. 

Soit  a  la  racine  double  de  Téquation  (8);  on  peut  prendre  ici 


Z  = 

I 
z  — 

7, 

et  la 

substitution  a  alors  la  forme 

I 

I 

■h, 

h  étant  une  constante  différente  de  zéro. 

La  substitution  est  dite  alors  parabolique;  il  n'y  a  qu'un  point 
que  la  substitution  laisse  invariable  :  c'est  le  point  .s  =:  a,  situé  sur 
l'axe  réeL  Une  courbe  passant  par  le  point  double  a  pour  transformée 
une  courbe  passant  par  ce  point  et  qui  lui  est  tangente,  ce  qui  se 
déduit  de  suite  du  cas  précédent,  en  regardant  la  substitution  para- 
bolique comme  la  limite  d'une  substitution  elliptique. 


■  ■>■» 


34o  CHAPITRE   XIII. 


CHAPITRE  XIII. 

SUR  UNE  CLASSE  DE  TRANSCENDANTES  UNIFORMES  DÉDUITES 
DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  HYPERGÉOMÉTRIQUE. 


I.  —  Les  fonctions  de  M.  Schwarz. 

1.  Nous  allons  maintenant  étudier  des  cas  étendus,  signalés  par 
M.  Schwarz,  où  Tinversion  du  quotient  de  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle  hypergéométrique  conduit  à  une  fonction  uniforme. 
Nous  voulons  donc  que,  y^  et  j^a  désignant  deux  intégrales  distinctes 
de  cette  équation,  la  relation 

donne  pour  x  une  fonction  uniforme  de  z. 

Revenons  d'abord  aux  constantes  X,  6|,  62?  comme  nous  Tavons 
fait  dans  Télnde  des  intégrales  hypergéomélriques  (Chap.  XII,  §  6). 
Nous  savons  que  l'on  peut  trouver  deux  intégrales,  dont  le  rapport 
dans  le  voisinage  de  l'origine  x  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P(x)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x  =  o.  Il  suffit, 
pour  s'en  assurer,  de  prendre  les  deux  intégrales  correspondant  aux 
deux  racines  de  l'équation  déterminante. 

De  même,  pour  x  =  i,  on  aura  deux  intégrales,  dont  le  quotient 
se  mettra  sous  la  forme 

Q{x)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x  =  i.  Enfin,  dans 
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le  voisinage  de  x  =  oo,  nous  avons  un  rapport  susceptible  de  la  forme 


a:'A,-h^-iR(ar')  (x'^^Y. 


R(x')  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x'=o. 

Pour  que  l'inversion  se  fasse  d'une  manière  uniforme,  il  faudra  que 
les  trois  nombres 

X-+-6,  —  I,       A  -H  62—1,       6,-h6i— I 

soient  les  im^erses  de  nombres  entiers.  Soient  donc 

X  -f-  6|  —  I  =  — , 
m 

A  -h  6,—  £=  -, 

n 

6|-h  6|—  I  =  —, 
P 

m.  /i,  p  étant  trois  entiers  que  nous  pouvons  supposer  positifs,  car 
nous  verrons  dans  un  moment  que 

m-  /?*  n> 

<x^  6,  c  ayant  la  signification  que  nous  leur  avons  donnée  au  Chapitre 
précédent. 

Nous  aurons  donc 


i\  m  n  p  I 
v4  \  m  p  nj 
•;t  \         m       p       nj 


Nous  nous  imposons  de  plus  la  condition  que  l'intégrale  hypergéo- 
métrique  {loc,  cit,)  ait  un  sens  quand  g  et  h  sont  deux  quelconques 
des  quantités  o,   i,  j?  et  oo,  c'csl-à-dire  que 

^l>0,  ^î>0,  À>0,  6i4-6,-f-X  <2. 

Les  trois  premières  conditions  sont  remplies,  quels  que  soient  les 
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entiers  positifs  m,  /i,  /?;  et  la  dernière  revient  à  Finégalité 

'        ï        '    ^ 

i h—  <  I. 

m       n       p 

Nous  la  supposerons  vérifiée. 

2.  Les  quantités  désignées  par  a^  b^  c  dans  le  Chapitre  précé- 
dent (§  13)  sont  ici,  puisque 

m  />  n 

Le  quotient  de  deux  solutions  nous  donne  donc  la  représentation 
conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de  cercle  {voir  le  Cha- 
pitre précédent).  Les  angles  aux  sommets  de  ce  triangle  sont 

TZ  TZ  TZ 

—  y      —9       — • 
m       n       p 

On  peut  supposer  que  ces  trois  sommets  sont  à  distance  finie,  et, 
puisque  a,  bj  c  sont  plus  petits  que  deux,  nous  sommes  dans  le  cas 
où  il  y  a  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan  et  le 
triangle  ABC. 

Or,  étant  donnés  trois  cercles,  il  existe  un  cercle  réel  ou  imagi- 
naire les  coupant  orthogonalement.  Soit  F  le  cercle  relatif  aux  trois 
cercles  formant  le  triangle  ABC,  et  soit  AC'B  l'image  de  ACB  par 
rapport  à  AB;  F  coupera  aussi  orthogonalement  AC  et  BC.  On  le 
verra  de  suite  en  supposant  que  _VB  se  réduit  à  une  ligne  droite  (ce 
qui  ne  diminue  pas  la  généralité,  comme  il  résulte  du  paragraphe  16 
du  Chapitre  précédent),  car  alors  ACB  est  symétrique  de  ACB  et  le 
cercle  a  lui-même  AB  pour  axe  de  symétrie. 

Je  dis  maintenant  que  le  cercle  F  est  réel;  c'est  là  un  point  très 
important  qui  résulte  de  ce  que  les  angles  de  notre  triangle  d'arcs  de 

cercle  sont  égaux  à  —>  -  et  -  et  à  ce  que,  de  plus, 

m        n        p 
Pour  le  voir,    nous   pouvons   supposer   que   deux   des  côtés   du 
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Iriangle  sont  rectilignes,  car  on  peul  transformer  deux  circonférences 
en  droite  par  une  substitution  linéaire.  Nous  aurions  donc  la  dispo- 
sition suivante  de  la  figure  17. 


C-" 


L'angle   rectiligne    \CB  est  égal  à     ;  quant  à  Tare  de  cercle  \B, 

il  doit  tourner  sa  convexité  vers  le  point  C,  car  autrement  la  somme 
des  angles  du  triangle  formé  par  les  deux  droites  CA,  CB  et  Tare  de 
cercle  AB  dépasserait  la  somme  des  angles  du  triangle  rectiligne  ABC, 
c'est-à-dire  7t.  Du  point  G  comme  centre,  on  peut  donc  décrire  un 
cercle  réel  T  orthogonal  au  cercle  AB,  et  Ton  doit  remarquer  que  le 
cercle  F  ne  rencontrera  pas  le  triangle  CAB. 

Nous  avons  supposé  implicitement,  dans  cette  figure,  qu'aucun  des 
angles  n'était  nul,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  entiers  m^n^p  n'était 
infini.  Supposons,  par  exemple,  m  =  00;  on  aura  alors  la  figure  18. 
Ici  le  cercle  F  ne  traverse  pas  le  triangle  ACB,  mais  jpasse  par  le 
sommet  A  où  l'angle  est   nul.   Ceci  est    général;    s'il  y  a,  dans  le 


triangle,  deux  sommets,  ou  méuje  les  trois,  pour  lesquels  l'angle  soit 
nul,  le  cercle  orthogonal  passera  par  ces  sommets. 

3.  Réduisons  maintenant  le  cercle  F  à  rire  | l'axe  des  quantités 
réelles;  le  triangle  ABC  sera  dans  un  des  demi-plans,  soit,  par  exemple, 
le  demi-plan  supérieur. 
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Nous  avons  donc,  dans  le  demi-plan,  un  irlangle  d'arcs  de  cercle 
ACB,  dont  les  côtés  sont  orthogonaux  à  Taxe  réel,  et  il  en  sera  de 


même  alors  des  côtés  du  triangle  .\CB,  image  du  triangle  ACB  par 
rapporta  \B  (Jiff.  19). 

Si  les  sommets  A  et  B  correspondent  aux  points  o  et  i ,  la  substi- 
tution linéaire  transformant  AG  en  AC  est  la  substitution  2,  relative 
à  une  rotation  dans  le  sens  négatif  autour  de  o.  (Voir  ia  figure  i4  du 
Chapitre  précédent.) 

Le  quadrilatère  ACBC  correspond  au  plan  de  la  variable  x,  dans 
lequel  on  a  tracé  les  coupures  ( — x,  o)  et  (i,-|-oo).  Si  x,  venant 
du  demi-plan  inférieur,  traverse  la  coupure  (  —  00,0),  nous  aurons, 
(îomme  correspondant  au  demi-plan  supérieur,  un  triangle  d'arcs  de 
cercle,  qui  sera  l'image  du  triangle  BCB  par  rapport  à  AC;  soil 
AB'C  ce  triangle.  11  est  clair  que  le  triangle  ACB'  se  déduira  du 
triangle  ACB  au  moyen  de  la  substitution  ï,,  et  le  triangle  AG"B', 
image  de  ACB'  par  rapport  à  AB',  se  déduira  du  triangle  ACB  par  la 
même  substitution.  On  peut  donc  dire  que  le  quadrilatère  AC'B'C 
est  la  transformée  du  quadrilatère  ACBC  par  la  substitution  S, .  Cette 
substitution  est  évidemment  à  coefficients  réels,  puisqu'elle  a  le  point 
A  comme  point  double  et  qu^elle  transforme  le  cercle  AC  dans  le 
cercle  AC,  le  cercle  AB  dans  le  cercle  AB',  ces  divers  cercles  étant 
orthogonaux  à  l'axe  réel  ÇS'. 

.  La  substitution  S^,   relative    à  une  rotation   dans    le  sens    positif 
autour  de  1  et  qui  transforme  BC  en  BC,  est  pareillement  à  coeffi- 
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cients  réels  ('),  et  Ton  peut  appliquer  de  la  même  manière  celle  sub- 
stitution au  quadrilatère  ACBO.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à 
transformer  le  quadrilatère  précédent  au  moyen  des  substitutions  en 
nombre  infini,  résultant  de  la  composition  des  deux  substitutions  Si  et 
I3.  Ceci  revient,  d'après  les  explications  ci-dessus,  à  parlir  du  triangle 
ACB  et  à  former  la  suite  indéfinie  des  triangles  y  qui  s'en  déduisent 
par  symétrie  en  prenant  les  images  de  ce  triangle  par  rapport  à 
ses  côtés,  et  faisant  de  même  pour  les  nouveaux  triangles  obtenus  et 
ainsi  de  suite.  Nous  dirons  que  deux  quadrilatères  avant  un  côté 
commun  AC,  tels  que  ACBC  et  AC'B'C,  sont  limitrophes. 

Tous  les  triangles  seront  dans  le  même  demi-plan,  puisque  les 
substitutions  2,  et  Sj  sont  à  coefficients  réels.  Il  est,  de  plus,  évident, 
d'après  leur  génération  géométrique,  qu'ils  ne  se  recouvriront  pas  les 
uns  les  autres,  puisque  leurs  angles  sont  respectivement  égaux  à 

T.  T.  T. 

—  >     — >     — ; 
m       n      p 

ce  qui  fait  que  les  triangles  ayant  pour  sommet  le  point  A  sont  au 
nombre  de  2m,  la  rotation  autour  de  A  ramenant  le  triangle  initial, 
et  quCj  par  suite,  les  quadrilatères  sont  en  nombre  m  autour  de  A. 
En  prenant  toujours  de  nouveaux  triangles,  on  étend  indéfiniment, 
sans  sortir  du  demi-plan,  le  domaine  occupé  par  les  triangles,  et  il  est 
b  en  vraisemblable  que  cet  ensemble  de  triangles  couvrira  le  demi- 
plan  tout  entier  {^):  pour  le  démontrer  en  toute  rigueur,  quelques 
explications  préliminaires  sont  nécessaires. 

4.    Reprenons  la  substitution 

Z  =  — 7         (ad — bc  —  \)y 

cz  -h  a 

a,  b,   c  et  d  étant  réels.    Soient  z  :=  x  -h  iy  et  Z  =  X  H-  iY  ;   on 


(■)  Le  cercle  que  laissent  invariable  les  substilulions  £,  el  £,,  comme  nous  Pavons 
vu  d'une  manière  générale  (Chap.  XII,  §  10),  est  ici  Taxe  réel.  On  peut  vérifier 
directement  qu'avec  les  valeurs  actuelles  de  X,  b^  et  b^  ce  cercle  doit  bien  être  réel, 
en  se  servant  de  rincgalilé  donnée  {toc.  cit.). 

(^)  M.  Schwarz,  dans  son  iMénioire  déjà  cilé  {Journal  de  Crelle,  t.  75,  p.  3 18), 
admet  ce  point  sans  démonstration.  Nous  suivons,  pour  la  démonstration  rigoureuse, 
la  méthode  employée  par  M.  I*oincarc  pour  établir  le  théorème  général  d'existence 
des  groupes  fuchsiens  {Acta  maihematica,  t.  I). 
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liurd  -^ 

</5  =  dsc  -^  i  dy 

ft,  en  de^signant  par  5o  la  quantitu  conju^'uée  de  5, 

dzii  —  dj^  —  i  éy^ 
d'où  J*on  conclut 

Or 

e1,  comme 

on  eo  déduit 


Y  = ^ 


Par  suite,  poui  un  élémenl  de  courbe  ds  vl  pour  l'arc  Iransformi^ 

f/S,  on  a 

dSds 
\    ~  y 

et  Ton  peut  dire  que  rêhhnenl  —  est  un  învnriiml  pour  la  fiitbt^lilnliou 
linéaire. 

5,  Revenons  au  quadrilalere  \CBC'  el  à  tous  ceux  qui  s'en 
déduisent  par  les  subsLÎlutious  du  ^^roupe  dont  £«  et  Sa  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales.  Joignons»  un  point  quelconque  M  a  Fin- 
teneur  du  quadrilatère  ACBC^  par  un  are  de  courbe  situé  dans  le 
demi-plan,  à  un  point  quelconque  P  de  ce  demi-plan,  non  situé  sur 
l'axe  réeL  Suivons  Tare  MP  en  considérant  les  dilîércnts  ejuadrilatères 
correspondant  au  quadrilatère  initial  par  une  substitution  du  groupe ^ 
et  cherchons  à  montrer  qu'on  arriverei  au  point  P  après  avoir  Lraver^tî 
uîi  nombre^fi/de  quadrilatères. 

L'arc  de  courbe  MP  iiori  du  premier  t[uadrilatère  (que  nous  dési- 
gnerons par  Ru)  par  un  certain  coté.  Il  entre  alors  dans  un  second 
quadrilatère  limitrophe  de  R^,  le  long  de  ce  cùté.  Si  Tare  MP  sort  de 
ce  quadrilatère,  il  entrera  dans  nu  troisième  quadrilatère  Rj-  limi- 
trophe de  Rj,  le  long:  du  côté  par  lequel  est  sorti  MP,  et  ainsi  di* 
suite.  On  aura,  de  cette  manière,  une  suite  de  quadrilatères 
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il  faut  démonîrer  r^ue  ces  quadrilaières  sont  en  nombre  Jini, 
Or,  quand  un  nvc  de  coiiihe  Ira  verse  un  polygone  R,  deux  circons- 
tances peuvent  se  présenter  :  ou  bien  cet  art-  va  d'un  côté  à  un  cMé 
opposé f  ou  bien  il  pntre  par  un  côLé  et  sort  (>ar  un  côté  adjacent. 

Prenons  frabord  la  j>rcjnière  circonstance  et  considérons  la  subsli- 
tution  linéaire  transformant  R„  en  R»*  Elle  transformera  aussi  Tare  r^ 
de  MP,  qui  traversait  R„,  en  un  arc  traversant  R^,.  Or,  pour  un  arc 
de  courbe  compris  entre  deux  cotés  opposés  de  R»,  T intégrale 


J     y 


est  mit,  quantité  posilive  ne  descendant  pas  au-dessous  d'une  certaine 
limite,  que  nous  désignerons  par  K*  Or,  L  étant  un  invariant  au  sens  du 
paragraplie  précédent,  nous  concluons  de  \h  que  Fîntégrale  L  étendue 
à  Ff^  sera  supérieure  à  K.  Comme  T  intégra  le  L,  étendue  à  Farc  MP  tout 
entier,  est  nécessairement  Tmie,  il  en  résulte  que  le  nonibre  des  poly- 
gones R,  pour  lesquels  se  présente  la  première  circonstance,  est 
nécessairement  fini^ 

Si  donc  les  R  sont  supposés  en  nombre  iiilini,  il  arrivera  un  nui- 
ment  où  la  seconde  circonsUince  se  présentery  totijours.  Celle-ci  se 
partage  elle-même  en  deux  cas  dilTérents.  Considérons  un  poljgiuie 
R^  et  le  poljgone  suivant  R|_j,i  ;  par  Jivpollièsej  Tare  traverse  les  deux 
polygones  en  entrant  et  sortant  par  des  côtés  adjacents  j  mais  il  peut 
arriver  que  les  côtés  adjacents  correspondent  au  même  sommet  ou  à 
deuît  sommets  didercnts  dans  les  deux  quadrilatères.  Dans  le  second 
cas»  en  elFectuant  la  Iransfortnation  qui  ramènera  respectivement  les 
deux  quadrilatères  à  R^  et  à  R,,  il  est  clair  que  Fintégrale  L,  étendue 
à  l'arc  compris  dans  R,  et  Rj+i,  sera  supérieure  à  K,  et  nous  sommes 
dans  le  même  cas  que  ci -dessus.  Le  second  cas  de  la  seconde  circon- 
stance ne  peut  donc  se  présenter  qu'un  nombre  fini  de  fois.  Il  ne 
nous  reste  plus  que  le  premier  cas  de  la  seconde  circonstance, 
qui  se  présenterait  constamment  à  partir  d%in  certain  moment  ;  mais 
ici  il  n'y  a  plus  aucune  difticulté,  puisque  autour  d'un  sommet  il 
y  a  seulement  soit  m,  soit  «,  soit  p  quadrilatères.  Nous  trouvons 
donc  toujours  un  nombre  fini  dans  tous  les  cas  possibles,  et  nous 
arrivons  à  la  conebiï^ion  que  le  ré  seau  de  c/ttadrilateres  couvre  le 
demi-plan  tout  entier ,  (>uisqu'un  point  quelconque  du  demi-plan  se 
trouve  dans  un  certain  quadrilatère. 


3^B         "^^^^^^m  niiAPirnB  xiii. 

{y.  il'  reprends  mûinlcnanl  le  rapport 


d'abord  dt 


h 


>us  a  a  aDord  aonriu  la  reprêsentatioii  conforme  du  demî-pb 
supérieur  sur  le  triangle  ACB,  A  chaque  valeur  de  x  correspondent 
une  infinité  de  valeurs  de  z^  qui  se  déduisent  de  Tune  d'entre  elles  s^ 
et  sont  de  la  forme 

a.  h,  c  et  d  étant  réels  {ad  ^  ùc  =  i).  Cherchons  inversement  com- 
bien de  valeurs  de  x  correspondent  à  une  valeur  de  z.  Le  poinl  z  se 
trouve  dans  un  certain  ({uadrilatère  ï\  du  réseau  que  nous  venons 
d^étudier-  Or,  ù  chaque  quadrilatère  correspond  uniformément  le 
plan  de  la  variable  w  où  Ton  a  tracé  les  deux  coupures  ( —  ûo  ,  o 
(I  -H  3o)  ;  à  chaque  vaieur  de  z  ne  correspondra  donc  qu* 
vaieur  de  ^, 

L'inversion  de  réquation 


)et| 
une  ■ 


donne  donc  pour  x  une  fonction  uniforme  de  :î.  Celte  fonction /(s) 
n^est  déljcie  que  dans  le  demi-plan  supérieur  de  la  variable  3,  et  Von 
ne  peut  la  prolonger  analytiquement  au-dessous  de  f  axe  réeL 
En  désig^nant  par 

y"'  TTTd) 

une  substitution  quelconque  du  groupe  dont  S^  et  I^  sont  les  deux  , 
substitutions  fondamentales,  on  a 


égalité  qui  exprime  simplement  qu'aux  points  correspondants  de  dé 
polygones  R  la  fonction  a  la  même  valeur.  Nous  avons  donc  là  une 
Iranscendante  extrêmement  inléressaate,  qui  généralise  d'une  manièr^^fl 
bien  remarquable  les  fonctions  doublement  périodiques,  en  ce  sens 
que  le   parallélogramme   des   périodes   sV  trouve  remplacé   par   un 
quadrilatère  d'arcs  de  cercle,  et  que  le  réseau  des  parallélogramm^es 
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de  périodes  est  remplacé  par  le  réseau  des  quadrilatères  curvilignes 
couvrant  le  demi-plan  (*). 

7.  Nous  avons  supposé  dans  les  dessins  faits  plus  haut  que  les 
angles 

du  triangle  curviligne  étaient  dillerents  de  zéro. 

Les  raisonnements  faits  ne  supposent  en  rien  que  parmi  ces  angles 
il  ne  s'en  trouve  pas  d'égal  à  zéro.  Si  Ton  a  a  =  o,  le  sommet  a  sera 
sur  l'axe  réel,  car  on  a  alors  un  logarithme  dans  l'expression  d'un 
système  fondamental  d'intégrales  et  la  substitution  fondamentale 
correspondante  sera  alors  parabolique.  11  peut  même  arriver  que  les 
trois  angles  du  triangle  d'arcs  de  cercle  soient  nuls,  ce  qui  corres- 

Fig.  o.o. 


pond  à  l=m:=n=:^  ,  et  ce  cas  particulier  présente  un  grand  intérêt. 
On  aura  alors  un  triangle  comme  celui  de  la  figure  20,  011  les  trois 
angles  A,  C,  B  sont  nuls. 

8.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  l'on  avait  nilrc 
les  entiers  positifs  m,  n^p  l'inégalité 

m        n       p 

(*)  Les  fonctions  de  M.  Schwarz  ont  donnée  après  la  fonction  modulaire  qui  s^était 
présentée  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elles  comprennent  comme 
cas  particulier,  des  exemples  de  fonctions  uniformes  n'étant  pas  susceptibles  d'ôtre 
prolongées  analytiquement  au  delà  d'une  droite  ou  d'un  cercle,  et  se  reproduisant 
quand  on  effectue  sur  la  variable  un  groupe  de  substitutions  linéaires.  Ce  sont  les 
types  les  plus  simples  de  ces  fonctions  que  M.  Poinraré  SippeWe  fonctions  fuchsiennes, 
et  qui  sont  désignées  en  Allemagne  sous  le  nom  de  fonctions  automorphes.  Un  point 
capital  dans  celte  théorie  est  la  loi  générale  de  formation  des  groupes  fuchsiens,  c'est- 
à-dire  des  réseaux  de  polygones  limités  par  des  arcs  de  cercle  normaux  à  l'axe  réel, 
se  déduisant  les  uns  des  autres  par  une  substitution  linéaire  et  couvrant  une  seule  fois 
le  demi-plan  [t'OtV,  sur  ce  sujet,  Poincaue,  Théorie  des  groupes  fuchsiens  {Acta 
mathematica ,  t.  I)].  L'étude  du  cas  particulier  très  simple,  correspondant  aux  fonc- 
tions de  Schwarz  que  nous  venons  de  traiter,  facilitera  l'étude  du  cas  général. 
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Vrrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  de  l'égalilé 

II        I 
m       n       p 

D'après  les  valeurs  de  y,  b^  et  b^  (§  \  de  ce  Chapitre),  nous  trou- 
vons alors 

À  --  bx-\-  bt=.  9., 

el  par  suite,  en  revenant  aux  constantes  a,  ^,  y  de  Gauss,  on  aura 

l/<'>quation  hyper^éométrique  se  réduit  à 

d^  y  dv 

Une  des  solutions  est  donc  j'  =  consl.,  et  une  autre  intégrale  est 
fournie  par  la  quadrature 


i\) 


j      j-YO  — a-)Y-«-»^j-. 


La  question  se  réduit  donc  à  Finversion  d'une  intégrale.  Mais  ici, 
d'après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  au  Chapitre  précédent,  le  triangle 
curviligne  se  réduit  à  un  triangle  rectiligne  ;  ses  angles  sont  égaux  à 


—  y      —  » 

n       p 


et  leur  somme  est  bien  égale  à  ?:,  d'après  la  relation 


1        I 
n'^  p 


Les  cas  où  un  des  angles  serait  nul,  c'est-à-dire  où  une  des 
m,  fty  p  serait  infinie,  ne  présentent  aucun  intérêt,  et  l'on  ne  trouve 
(|uc  des  transcendantes  élémentaires.  La  seule  circonstance  à  exami- 
ner est  celle  où  nous  avons  un  véritable  triangle  rectiligne.  Ce  que 
nous  avons  dit  plus  haut  du  triangle  curviligne  peut  nécessairement 
se  répéter  pour  le  triangle  rectiligne.  On  déduira  du  triangle  recti- 
ligne par  symétrie  une  infinité  de  triangles  qui  recouvriront  le  plan. 
Mais  le  triangle  initial  n'est  pas  quelconque.  La  relation 


Il        I 
m       n       p 
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nous  donne,  soit 
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soit 

ou  enfin 


/Il  =  3,  /i  =  3,  />  =  3, 
m  =  i,  w=4,  />  =  4. 
m  =  2,        /i  =  3,        />  =  6. 


On  a,  dans  le  premier  cas,  un  triangle  ëquilatéral,  dans  le  second 
un  triangle  rectangle  isoscèle  et  dans  le  troisième  un  triangle  rec- 
tangle dont  les  angles  aigus  sont  égaux  respectivement  à  3o^  et  6o**. 
Dans  les  trois  cas,  on  obtient  par  V inversion  de  V intégrale  (i) 
une  fonction  doublement  périodique.  On  le  vérifierait  par  l'étude 
de  l'intégrale  elle-même  en  donnant  à  a  et  y  les  valeurs  particulières 
correspondant  à  chacun  de  ces  cas,  et  il  n'y  aurait  qu'à  vérifier  que 
Tintégrale  abélienne  dont  on  veut  faire  Tinversion  est  une  intégrale 
de  première  espèce  correspondant  à  une  courbe  de  genre  un.  On 
peut  aussi  le  voir  par  une  voie  qui  se  rapproche  plus  des  considé- 
rations développées  dans  les  paragraphes  précédents,  car  la  double 
périodicité  doit  apparaître  sur  le  réseau  des  triangles.  Prenons,  par 
exemple,  le  triangle  équilatéral. 

Soient  le  triangle  équilatéral  ACB  et  son  symétrique  AC'B {fig.  ai). 


Les  substitutions  fondamentales  du  groupe  sont  la  substitution 
linéaire  (ici  de  la  forme  P^4-Q)  transformant  AC  en  AG,  et  la 
substitution  linéaire  transformant  BC  en  BC  Figurons  maintenant 
le  quadrilatère  limitrophe  AC'B' A',  et  considérons  la  substitution 
linéaire   transformant  C'A  en  C'A'.  En  faisant  à  la  suite  les  deux 
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Huhstitutions  correspondanl  respectivement  au  changement  de  AC 
en  \Cj  et  de  C'A  en  C'A',  on  transforme  CA  en  C'A';  cette  substi- 
tution sera  nécessairement  de  la  forme 

0)  représentant  la  grandeur  géométrique  CC.  Voici  donc  une  pre- 
mière période;  une  seconde  période  correspondra  à  la  grandeur 
géométrique  BB'  ;  une  troisième  période  correspondrait  à  la  troisième 
hauteur,  mais  il  est  clair  qu'elle  est  la  somme  géométrique  des  deux 
premières.  Un  parallélogramme  de  périodes  comprend  l'équivalent 
de  trois  parallélogrammes  fondamentaux  tels  que  ACBC;  je  veux 
dire  par  là  que  sa  surface  peut  se  partager  en  plusieurs  aires  dont 
chacune  est  congruente  à  un  parallélogramme  fondamental,  ou  à 
une  partie  d'un  tel  parallélogramme,  de  manière  à  correspondre  dans 
son  ensemble  à  trois  de  ces  parallélogrammes. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'examiner  de  la  même  manière  les 
deux  autres  naseaux  de  triangles  dont  les  angles  sont  indiqués  ci- 
dossus  ^  M, 

II.  —  Problème  inverse. 

\K  Nous  :>ommes  (>arti«  dans  la  Section  précédente,  de  l'équation 
dilVéïvntiello  h v|>e isométrique,  et,  en  donnant  aux  constantes  cer- 
taines >*loui"^  |^rtioulièrt*s,  nous  avons  été  conduit  à  diviser  K* 
douù-pbu  do  lu  variable  ^  en  un  réseau  de  quadrilatères  formés 
l^r  dos  ari^>  do  oorolo.  On  jH^ut  se  poser  la  question  d'une  manière 
iuNorso.  ou  i^^Uï^idôrant  «t />#  i<»r#  dans  le  deinî-plan  de  la  variable  z 
un  triauijlo  fonno  j^r  tn^is  an^s  do  confie  normaux  à  Taxe  réel,  et 


y^    )t  mCXéWHk.^t  JVA1'   ÎVX   ,0  vJkSv   <•«   «vV^tttynp    haUU^T.  CWl   l\>«   4 


f<  »<  r«M(k\vv<  ?»s«r  x>f^  c**  a*  XI ,-««*.'- rr  i,-  VI    SSJtwATî  <t  *«  %«««  Livre  4e  M.  Klei» 
»rg^^s  oj-  >».-»;  *c>  vao.x'.^>  r4:v^a»wN<>^  FZX»^  <«c«<t:  ïrrs  «K^ttresïsattless.  car  elle*  » 
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ajant  pour  angle  (  *  ) 


ic        it        -n 
—  >      —  >      —  • 
m       n       p 


On  prend  l'image  de  ce  triangle  ABC  par  rapport  à  AB,  et,  en 
désignant  ce  triangle  par  ABC,  on  a  le  quadrilatère  ACBC.  Il  existe 
une  substitution  elliptique  à  coefficients  réels  ayant  pour  points 
doubles  A  et  son  symétrique,  par  rapport  à  Taxe  réel,  transformant 
le  cercle  AC  en  le  cercle  AC,  ces  deux  cercles  étant  pris  dans  leur 
entier  ;  ce  sera  la  substitution 


*  —  xo  5  —  ao 


a  étant  l'affixe  de  A  et  a©  la  conjuguée  de  a  ;  Tangle  —  est  Tangle 

des  deux  cercles,  et  nous  mettons  le  signe  moins  dans  Pexponen- 
lielle  (si  le  cas  de  figure  est  celui  de  la  page  335).  Il  faut  montrer 


(*)  On  aura  certainement 


n       p 


comme  le  montre  le  théorème  célèbre  de  Gauss  sur  la  courbure  totale  d'une  portion 
de  surface,  limitée  par  des  lignes  géodésiques.  On  sait  en  elTet  qu'on  peut  mettre  le 
carré  de  Téléuient  de  l'arc  sur  une  surface  S,  dont  la  courbure  totale  est  constante  et 
égale  ^  —  1  sous  la  forme 

.,        I 

y 

et,  si  Ton  établit  alors  une  correspondance  entre  les  points  de  S  et  le  demi- 
plan  (x,^),  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  correspondront  dans  le  demi-plan 
aux  cercles  orthogonaux  à  l'axe  des  x.  Cette  représentation  donnant  une  carte  géo- 
graphique de  S  sur  le  demi-plan,  il  y  a  conservation  des  angles;  or,  d'après  le  théo- 
rème de  Gauss,  si  l'on  prend  sur  une  surface  un  triangle  formé  par  trois  lignes 
géodésiques,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle,  on  a 

d7  étant  Pélément  de  surface,  et  RR'  la  courbure  totale  de  la  surface  en  chaque  point. 
Or  ici  RR'=  —  i  ;  il  en  résulte  que 

AH-B-hC<i:, 

et  il  en  est,  par  suite,  de  même  du  triangle  formé  dans  le  demi-plan  par  trois  cercles 
orthogonaux  à  l'axe  des  x.  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  le  Chapitre  XI  du 
Tome  m  des  Leçons  de  M.  Darboux  (p.  894). 

P.  -  III.  23 
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que  celle  subsiitution  irausforme  le  point  C  en  le  poinl  G',   Il  suffit 
pour  cela  de  faire  voir  que  rintëgrale 


fr 


J 


que  nous  savons  être  un  invariant  pour  une  substitution  linéaire,  «st 
la  même  que  pour  Tare  AC  et  pour  Tare  AC  Or  il  en  est  bien  ainsi, 
car  deux  arcs  sont  Iransformés  Fun  de  l'autre  par  rayons  vecteurs 
réciproques  el  Ton  aura  alors,  en  désignant  par  O  le  point  où  CC  ■ 
rencontre  Taiie  réel  et  en  appelant  MPei  M' P'  deux  arcs  élémentaires 
correspondants, 

MP  _  jVTF 

OM  ~  0\V  ' 
ce  qui  revient  à 


r 


dï 


les  deux  intégrales  sont  donc  égales. 

Ainsi  nous  avons  une  subslitulîon  S,  transformant  AC  en  AC\  et 
pareillement  une  substitution  S^  transformant  BC  en  BC^  Ces  deux 
substiiutions  sont  les  suhsiitutions  fondamentales  d'un  groupe,  et 
nous  obtenons  ainsi,  en  transformant  le  quadrilatère  primitif  par 
toutes  les  substitutions  de  ce  groupe,  un  nombre  infini  de  quadrila- 
tères couvrant  une  fois  le  demi-plan,  (On  répéterait  ici  les  raisonne-  fl 
menls  de  la  Section  précédente.) 

Passons  mainte nani  à  la  démonstralion  a  priori  de  f  existence 
d'une  fù nation  que  laissent  invariable  les  substitutions  de  ce  fl 
groupe.  On  y  parviendra  en  s^appuyanl  sur  le  théorème  général  de 
Hiemann,  relatif  à  la  représentation  d^une  aire  simptement  connexe 
sur  un  demi-plan,  théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  longue- 
ment arrêté  dans  le  Tome  II  de  cet  Ouvrage.  Prenons  le  triangle  ABC  ;  fl 
nous  pouvons  le  représenter  d*une  manière  conforme  sur  le  demi- 
plan  supérieur  du  plan  x,  et  celle  représentation  est  entièrement 
déterminée  si  nous  faisons  correspondre  le  point  A  au  point  -r  =:i 
el  le  point  C  k  x  =^co.  Soit 


^-/(^) 


J 


la  fonction /{^)  pour  le  moment  définie  seulement  dans  le  triangle 
ABC,  qui  permet  de  faire  cette  représentation  conforme*  L'arc  AB 
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étant  analytique,  on  peut,  d'après  la  théorie  de  la  représentation  con- 
forme (t.  II,  p.  agS),  prolonger  analytiquement  la  fonction /(«)  au 
delà  de  Tare  ÂB.  A  deux  valeurs  de  2,  avant  pour  affixes  deux  points 
conjugués  par  rapport  au  cercle  VB,  correspondent  alors  deux  valeurs 
de  X  imaginaires  conjuguées.  On  l'établit  de  suite  en  supposant  pour 
un  moment,  comme  il  est  permis,  qu'une  transformation  linéaire  ait 
transformé  Tare  AB  en  un  segment  de  l'axe  réel  dans  son  plan,  et 
alors  la  remarque  devient  évidente.  Par  suite,  la  fonction  /(«)  sera 
certainement  définie  d'une  manière  uniforme  dans  le  triangle  AC'B 
image  de  ACB,  et  les  valeurs  de  la  fonction  correspondront,  dans  ce 
triangle,  au  demi-plan  inférieur.  On  passera  de  même  du  triangle 
ACB  à  un  triangle  limitrophe,  et  l'on  étendra  ainsi,  de  proche  en 
proche,  la  fonction  d'une  manière  uniforme  dans  tout  le  demi-plan. 
En  deux  points  homologues  de  deux  quadrilatères,  la  valeur  de  x  sera 
évidemment  la  même,  et,  par  suite,  on  a  bien  une  fonction  uni- 
fornte  f  {z)  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  correspon- 
dant au  réseau  de  quadrilatères. 

10.   Considérons  la  fonction  inverse  z  Aq  x  définie  par  l'équation 

D'après  la  définition  de /(z),  la  fonction  inverse  z  de  x  sera  une 
fonction  de  x  définie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  x  et  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  tout  point  de  ce  plan,  sauf  les  points  o,  i  et  00. 
Quand  x  tourne  autour  d'un  de  ces  points  singuliers,  -3  se  change  en 


cz  -+- 


d' 


cette  substitution  appartenant  au  groupe  dont  S,  et  22  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales. 

Il  nous  faut  chercher  la  forme  analytique  d'une  des  déterminations 
de  la  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier.  Supposons 
d'abord  que  le  sommet  A  ne  soit  pas  sur  l'axe  réel,  c'est-à-dire  que 
l'entier  //i,  correspondant  à  .r  =  o,  ne  soit  pas  infini. 

Pour  une  détermination  convenable  de  la  fonction  z,  l'expression 


z  Œq 
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se  reproduit,  multipliée  par  e     *"  ,  quand  j;  tourne  autour  de  l'origine 
dans  le  sens  négatif,  et  Ton  a  par  suite 


-8  —  «0 


=  a:'«(p(ar), 


ç  {x)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  ar  =  o.  Comme  pour 
:r  =  o  on  a  ^  =  a,  la  fonction  <p(^)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  jc  =  o,  et  enlîn  ©(0)72^0,  puisque  x  est  fonction  uniforme  de  s. 
Si  le  sommet  A  est  sur  Taxe  réel,  la  substitution  2|  est  parabolique, 
et  nous  savons  (Chap.  XII)  qu'on  peut  l'écrire 


h. 


h  étant  une  constante  réelle. 
Donc  la  fonction  de  x 


Z a  '2  71  * 


-.  logrr 


est  uniforme  dans  le  voisinage  de  ^  =  o.  Désignons  cette  expression 
par  ^{x)\  je  dis  que  'f(^)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
X  =  o.  On  a  en  eflfet 

Si  çp(^)  admet  x  =  o  comme  pôle  ou  comme  point  singulier 
essentiel,  le  second  membre,  d'après  une  proposition  élémentaire  sur 
les  points  singuliers  essentiels  (t.  II,  p.  126),  s'approche  autant 
qu'on  veut  dans  le  voisinage  de  l'origine  de  toute  grandeur  donnée  ; 
mais  le  premier  membre,  en  posant 


a  pour  module 


et,  comme  7|  >  o,  ce  module  sera  supérieur  ou  inférieur  à  w/î,  sui- 
vant le  signe  de  A,  et,  par  conséquent,  le  premier  membre  ne  peut 
s'approcher  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnée.  Nous  au- 
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rons  donc  pour  une  des  déterminations  z  de  la  fonction  z 

= --.»ogar-+-9(jr), 


;  —  7.  î-nt 


cp  (x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a:  =  o. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  former  une  équation  du  troisième 
ordre,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  a  de  x.  Prenons,  à  cet  effet, 

le  quotient 

dz  d^z  /i/«g\« 

'^d?  da:*~    \dx*) 


i^ï 


déjà  rencontré  (Chap.  XII,  §  15)  ;  il  reste  invariable,  comme  nous 
l'avons  dit,  quand  on  remplace  z  par -y-  Il  sera  donc  une  fonc- 
tion uniforme  dans  tout  le  plan,  et  les  seuls  points  singuliers  seront 
les  points  o,    i   et  oo.  Pour  toute  autre  valeur  de  x,  ce  quotient  est 

holomorphe,  puisque^  est  différent  de  zéro  pour  ^distinct  des  trois 

valeurs  singulières.  Nous  n'avons  plus  qu'à  déterminer  la  nature  de 
ces  singularités.  Cette  détermination  sera  facile,  puisque  nous  con- 
naissons la  forme  analytique  de  z  dans  le  voisinage  de  ;r  ^  o,  x  =z  i 
et  a:  =  00.  On  reconnaît  ainsi  que  le  quotient  ci-dessus  est  complè- 
tement déterminé,  en  posant,  comme  précédemment, 

a  =  —9         b  =  -9  c=-: 

m  n  p 

des  calculs  faciles,  mais  un  peu  longs,  que  j'omets  ici,  font  retom- 
ber sur  l'expression  déjà  obtenue 

I  —  a*  I  —  c*  a* — 6«H-c*  — 1 


1X^  9.(1  —  j?)«  ix{\  —  x) 

et  ce  résultat  s'applique  encore  au  cas  où  a,  6,  c  ne  seraient  pas 
différents  de  zéro. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction /(«),  qui  nous  occupe,  peut  être 
obtenue  par  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  d'une  équation 
hypergéométrique,  puisque  l'expression  précédente  est  celle  qui  se 
présente  dans  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre  relative  à 
une  telle  équation. 
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III«  —  Quelques  cas  parti oulîers  remarquables  :  groupe 
modulaire  et  g^roupe  arithmétique. 

12,  Nous  allons  éUidier  tjuelques  cas  particuliers.  Un  cas  intéres- 


sant est  celui  où 


a  =  6  ^  c^  i 


0U|  ce  qui  revient  au  même, 


Wl  =  H  =  p  =  30. 


On  a  alors  X  ==  6»  ^  6^  ^  i»  et  Ton  a,  par  suite,  Tintégrale  lijper- 


géométrique 


/' 


du 


y/u{ti  -^  % ){a  ~ ^) 


g  el  h  désignant  deux  quelconques  des  quantités  o,  ij  x  ei  ce.  On 
peut,  moyennant  une  substitution  linéaire  convenable,  ilioisir  pour 
triani^le  fondamental  un  triangle  quelconque  d^arcs  de  cercle  nor- 
maux a  Taie  réel,  comme  celui  que  nous  avons  représ^enlé  (p.  3/i4)- 
Le  cas  où  Fou  prend,  comme  intégrales  de  Téquallon  linéaire, 
deux  demi-périodes  distinctes  de  Tintégrale  elliptique 

iiu 


j 


)/ii{  ti  ^  i){u  —  îe} 


conduit  à  la  fonciion  modulaire ^  e'esi-à-dire  au  module  considéré 
comme  fonction  du  rapport  des  périodes^  qui  a  fait,  à  un  autre  point 
de  vue,  l'objet  des  Uavaux  mémorables  d'Hermite*  Nous  avons  donné 
(t*  II,  p.  aSo)  les  substitutions  fondamentales  du  groupe  correspon- 
dant. Au  lieu  de  prendre  les  substitutions  fondamentales  (Si)  et  (S3) 
données  (/oc,  ciV.|,  prenons  les  deux  substitutions  inverses,  c'est-à- 
dire  les  substitutions  donnant  les  m  en  fonction  des  «i>^  ;  on  aura  ainsi, 
pour  le  rapport  5,  les  deux  substitutions 


Dessinons  le  quadrilatère  fondamental  correspondant  rapporté  aux 
deux  axes  {Ol,  Ot^)  {^g^  '22.)  en  posant 
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Le  quadrilatère  est  symétrique  par  rapport  à  0?^.  Les  deux  demi- 
cercles  OA  et  OB,  de  diamètre  égal  à  Tunité,  se  correspondent  par 


Fig 

33. 

B' 

^"^^ 

T 

A' 

E 

0 

A 

l 

la  substitution  S|,  et  les  deux  côtés  BB'  et  A  A' parallèles  à  Oyi  se  cor- 
respondent par  la  substitution  S^.  Le  quatrième  sommet  du  quadrila- 
tère est  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  Ot). 

Le  groupe  que  nous  venons  d'étudier  est  souvent  désigné  sous  le 
nom  de  groupe  modulaire.  C'est  un  groupe  de  congruence;  il  repré- 
sente l'ensemble  des  substitutions 


/       az  -h  6  \ 


où  a,  6,  c,  d  sont  quatre  entiers  satisfaisant  à  la  relation 

ad  —  6c  =  I 
et  aux  congruences 


a  ^  I 
d^\ 
6so 


(mod.a). 


13.  Prenons  un  autre  cas  non  moins  remarquable  et  se  rapportant 
également  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  donnerons  à  m, 
/i,  p  les  valeurs 

m  =  3, 


n  =  -2, 


p  =  co. 


On  peut  prendre,  pour  triangle  fondamental  correspondant  à  ces 
angles,  le  triangle  suivant  :  Décrivons  de  l'origine,  comme  centre,  un 
cercle  de  rajon  un  et  traçons  la  droite  Ç  =  —  ^  représentée  sur  la 
figure  23  par  AC.  Le  triangle  fondamental  est  le  triangle  formé  jpar 
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l'arc  AB  et  les  deux  droites  AC,  Br,  ;  le  troisième  sommet  est  à  l'in- 
fini. On  vérifie  de  suite  que,  dans  ce  triangle,  l'angle  A  est  égal  à  ^, 

l'angle  B  à  -  et  l'angle  C  est  nul. 

Fig.  23. 


A 


\ 


Le  triangle  BA'C,  symétrique  de  BAC  par  rapport  à  l'axe  Oy^, 
donnera  avec  BAC  le  quadrilatère  fondamental. 

On  a  immédiatement  les  substitutions  fondamentales  du  groupe 
correspondant  ;  ce  sont 

/(S)     (5,  ^H-i), 

la  première  transforme  AC  en  A'C  et  la  seconde  l'arc  BA  en  l'arc  B  A'. 
Nous  avons  déjà  étudié  ce  groupe  (t.  I,  p.  473),  et  nous  avons  vu 
que  toutes  les  substitutions  de  la  forme 


/      az-\-h\ 


a,  b,  c,  d  étant  des  entiers  réels  (ad —  bc  =  i),  résultent  de  la  com- 
position des  deux  substitutions  précédentes  (*).  Reprenons  ce  théo- 
rème en  ne  nous  appuyant  que  sur  les  considérations  relatives  aux 
polygones  limités  par  des  arcs  de  cercle.  Prenons  un  point  z,  que  je 
suppose  à  V intérieur  du  quadrilatère  CABA'C,  et  soit  le  point 

+-6 


Z  = 


cz  -\-  d 


(>)  Outre  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Dedekind  (Borchardt's  Journal,  Bd.  83),  je 
mentionnerai  encore  sur  le  groupe  précédent  et  les  fonctions  qui  s'y  rapportent  un 
travail  de  M.  Hurwitz  [Grundiagen  einer  independenten  Théorie  der  elliptUchen 
Modulfunctionen  (Mathematische  Annalen,  Bd.  XVIII,  i88i)],  et  un  autre  Mé- 
oioire  du  même  auteur  [Ueber  die  Théorie  der  elliptischen  Modulfunctionen 
{Math,  Annalen,  Bd.  LVIIl,  1904)]. 
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Le  point  Z  est  à  l'intérieur  d'un  certain  quadrilatère  déduit  du 
quadrilatère  fondamental  par  une  substitution  S  du  groupe  (i)  ou  sur 
son  périmètre.  En  eflectuant  sur  Z  la  substitution  S~*,  on  obtient 
ainsi  un  point  z'  dans  le  quadrilatère  fondamental  ou  sur  son  péri- 
mètre. Si  z  =  zf^  le  théorème  est  établi.  Puisqu'on  peut  passer  de  * 
et  de  ^'  à  Z  par  une  substitution  à  coefficients  entiers,  on  pourra 
certainement  passer  de  ^  à  ^  par  la  substitution 

a,  ^,  y,  S  étant  des  entiers.  Nous  allons  montrer  que  deux  points 
z  et  y,  à  l'intérieur  du  quadrilatère  fondamental,  ne  peuvent  se  cor- 
respondre par  une  substitution  de  cette  forme,  autre  que  la  substitu- 
tion identique  z'=iz.  Il  est  clair  d'abord  que  y  n'est  pas  nul,  car 
alors  z  et  z'  ne  pourraient  être  dans  le  quadrilatère,  à  moins  que  P 
ne  soit  nul.  Excluons  le  cas  de  y  =  o,  ^  =  o,  qui  donnerait  z  =  5'. 
Soit  z  =  ^  -^  iri;  nous  avons  par  hypothèse 

2  2 

en  excluant  les  égalités;  de  même  3'=Ç'-f-«V>  avec  les  inégalités 
analogues,  mais  les  égalités  n'étant  pas  exclues.  On  a 


or 

en  prenant  le  signe  -h  si  yo  est  négatif,  et  le  signe  —  si  yS  est  positif. 
Il  s'ensuit  que 

l'égalité  étant  exclue  ;  en  prenant  z  en  fonction  de  z\  on  arrive  de 
même  à  l'inégalité  analogue 


Ces    deux    inégalités    sont    contradictoires;    nous    sommes    donc 
nécessairement  dans  le  cas  exclu,  c'est-à-dire  que 


S6a 

etf  par  suite, 


CBAFimi   xiih 


a=L  0  =^d:i; 


ce  qui  donne  la  substitmion  identique*  Par  suite,  on  obtient  toutes 
tes  substitutions  à  coefficients  entiers  au  moyen  des  deux  substi^ 
tutions  (i)  combinées  de  toutes  les  manières  possibles.  Le  groupe 
précédent  est  souvent  désigné  sous  le  nom  de  groupe  arithmétique. 
Nous  avons  vu  que  S  et  T  étaient  les  substilulions  fondamentales 
du  groupe  arithmétique.  Ajoulons  que  ces  substitutions  sont,  comme 
on  le  vérifie  aisémeni,  liées  par  la  relation 

STSTST  =  1. 

Cette  remarque  n^est  peut-être  pas  inutile,  car  on  est  tout  natu- 
rellement porté  à  croire  que  les  substitutions  fondamentales  d'un 
groupe  ne  sont  liées  par  aucune  relation  ;  on  voit  qu'il  n'en  est  rien. 

Le  groupe  modulaire  est  nécessairement  compris  dans  le  groupe 
aritbmétique;  je  laisserai  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que,  à  un  point 
arbitraire  du  demi-plan  correspondent  six  points,  au  moyen  des 
substitutions  du  groupe  arilbinétique.  dans  le  domaine  fondamental 
du  groupe  modulaire. 

H.  La  fonction ^"(5),  correspondant  au  groupe  arithmétique,  joue 
un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  C'est 
un  sujet  qui  nous  entraînerait  trop  loin  ;  je  veux  cependant  moBtrer 
comment  la  considération  de  cette  fonction  conduit  à  une  classe  inté* 
fessante  d^équalions  algébriques.  Envisageant  les  deux  fond  ions 

ou  m  désigne  un  entier,  nous  allons  établir  quUl  existe  entre  x 
et  y  une  relation  algébrique^ 

On  voit  immédiatement  que  y^  considérée  comme  fonction  de  as^ 
ne  pourra  avoir  comme  points  singuliers  que  les  points  o,  1  et  00,  et 
ces  points  sont  des  points  critiques  algébriques.  Ainsi,  pour  x  =^  o^ 
Téqtiation 

a  une  infinité  de  racines  en  5,  qui  sont  des  racines  triples,  puisque, 
autour  de  chaque  sommet  correspondant  à  ^  =  0,  il  y  a  trois  quadri- 
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latères.  Soit  5  =:  a  l'une  d'elles,  qui  n'est  pas  située  sur  Ox.  Nous 
pouvons  écrire  (§10) 

X 
=  a7>o(a7)        [«p(o)?^o]  : 


z  —  ao 

I 
f{mz)  se  développe  donc  en  série  suivant  les  puissances  de  x^ , 

Pour  j?  =  00,  considérons  la  racine  5  =  oo  correspondant  au  som- 
met à  l'infini  du  quadrilatère  fondamental. 

On  a,  dans  le  voisinage  de  a:  =  oo,  pour  la  racine  z  devenant 
infinie, 

'^  (a:)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  :r  =  oo,  c'est-à-dire  que 
-  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  croissantes  de  e^'^"^^^.  Il  est  évident  alors  que  -  se 

mettra,  pour  x  très  s:rand,  sous  la  forme  d'une  série  entière  en  -• 

Il  faut  montrer  maintenant  que^,  pour  une  valeur  de  x^  n'a  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs.  Or,  pour  une  valeur  de  x^  les  valeurs  cor- 
respondantes de  z  s'expriment  à  l'aide  de  l'une  d'elles  par  la  formule 

"-^^        («8-Pt  =  0. 

Nous  avons  donc  à  chercher  si  les'  valeurs  de  la  fonction 

sont  en  nombre  fini,  a,  Jii,  y,  o  désignant  quatre  entiers  quelconques 
avec  aS  —  Py  =  i . 

Prenons  à  cet  effet  les  deux  valeurs 

(2)  m'^*'^\     et     m  '^ f  ^  ^i         (a'8'— B'y'=  0 

et  cherchons  à  quelle  condition  elles  sont  équivalentes  au  moyen 
d'une  substitution 


.    (-fîrl)     <•■'-»«-'• 
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On  devra  avoir 


il  en  sera  ainsi,  si  l'on  a 


ma  =  am'x* -\-  b^\ 

m3  =  amP'-+-68', 

Y  =  c/w  a'  -+-  d^\ 


De  ces  équations^  on  déduit 

c  =  J '  » 

On  a  bien  ad  —  6c  ^  i ,  et  la  seule  condition  est  que  c  soit  entier. 
La  condition  est  donc 

Yô'— ôy'^o         (mod.  /n). 

En  particulier,  désignons  par  8'  et  y'  les  restes  compris  entre  o 
et  m  des  divisions  de  5  et  y  par  m,  ou  ces  restes  divisés  par  leur  plus 
j^rand  commun  diviseur  s'ils  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  ;  les  deux 
expressions  (2)  seront  équivalentes,  pourvu  seulement  qu'on  prenne 
y!  et  p'  tels  que 

a'8'-rY'=i. 

On  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction 

quand  on  donne  à  a,  p,  y,  3  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
I  ao  —  ^y  ==  i),  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  distinctes;  ce 
qui  drmontre  le  résultat  énoncé  plus  haut  (*). 


C)  On   trouvera  une  étude  approfonfJie  des  fonctions  modulaires  dans  les  deux 
Volumes  de  M.  Klein  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  modulaires. 
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IV.  —  Théorème  grénéral  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme 
dans  le  voisuiage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé. 

15-  Nous  nous  sommes  d*-jà  servi  (l  II,  p.  25 î)  de  la  fonction 
modulaire,  correspondant  au  cas  du  paragraphe  12^  pour  démontrer 
un  théorème  îiur  les  fonctions  enîiëres  el  sur  les  fonctions  ayant  un 
seul  point  singulier  essentiel  à  l'infini  {*),  La  fonction  modulaire  du 
paragraphe  13  va  nous  servira  démontrer  un  théorème  déjà  énoncé 
(t.  Il,  p,  ï^-j),  mais  que  nous  n'avions  pu  alors  étahlir. 

Désignons  par  F{*)  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  d'un 
point  fl,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé,  La  fonc- 
tion F(5)  pourra  d'ailleurs  avoir  ou  non  une  infinit«^  de  prtles  dans 
le  voisinage  de  ce  point  essentiel.  Nous  considérons  Téquation 

A  étant  une  constante.  Nous  voulons  démontrer  le  théorème  suivant  : 
B  L* équation  précédente  a^  en  général,  une  infinité  de  racines 
dans  le  voisinage  de  a.  Il  peut  arriver  cependant  fjuil  nen  soit 
pas  a  in  s  i  po  a  r  certa  in  es  va  le  u  rs  e.r  cep  tio  nnel  les  de  la  c  o  n  stant  e  A , 
mais  il  ne  peut  ex  is  te  r  p  lu  s  de  d  e  u  x  va  le  urs  ex  cep  tienne  lies  {-), 
H  Nous  allons  procéder  en  montrant  qu'il  est  impossîhle  que  IVqua- 
tion  précédente  n^ait  pas  de  racine  dans  un  certain  domaine  autour 


^V  (^)  Faisons  seulement  remarquer  à  ce  propos  que  Paf3âLys«  de  li  P'fC  ^53  (t.  H, 
3*  édilinn  )  est  inutile;  I©  iJiéoréme  ijui  y  est  dé*»ûntré  î»e  déduit  immédiiilement  du 
Ihéorètne  de  la  page  2%t  (uièru€  Tome  ),  On  peut  dire  d'une  ru<iui<^rc  fi^nèr^te  qu'une 
fofictirtr» /(  ::)t  unifurme  dans  tout  k  pjaci  cl  avec  un  »eul  point  singulier  esâentic) 
à  rintïut^  el  qui  ne  pourrait  prendre  tc$  valeurs 

P  A,     B,     C, 

ces  trois  eoitstante»  étant  distinctes  (une  cousiante  infinie  n'étnut  pas  ejcclue);  «e 
réduirait  néce^sairemeiit  à  une  coustauie.  On  peut  en  effet  substituer  k  /{£)  la 
fonction 

en  ctioisisstni.  a^  p.  -y^  ^  àç  manière  que  A,  B,  C  deviennent  Oj  i,  oc,  cl  nous  somme^ï 

»i1<»rs  dans  le  cas  d'une  fonction  eniière. 
{')  E.  PicARn,  Sur  iet  fondiofu  anaty tiques  uniformes  dan*  te  ifoisinage  d*mn 
peint  sùiguiier  essentiel  {Comptes  rendus,  u  LXXXtS,  1879)1  cl  Atemoire  sur  les 
/onctions  entières  {Annatts  de  tÊcote  Normatûf  jSFk»), 
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de  a,  pour  trois  valeurs  de  A.  On  peut  évidemment  supposer,  en 
efiec tuant  sur  ¥{z)  une  substitution  linéaire,  que  ces  trois  valeurs 
sont  telles  valeurs  qu'on  voudra.  Nous  prendrons 

A  =  o,  =1,        A  =  oc. 

Nous  avons  donc  par  hypothèse  une  fonction  F(;s)  uniforme  dans 
le  voisinage  de  a,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel.  La 
fonction  n'a  point  de  pôles  dans  le  voisinage  de  ce  point  et,  de  plus, 

les  équations 

F(«)  =  o,        F(z)  =  i 

n'ont  pas  de  racine  autour  de  a. 

16.  Désignons  par 

ar=/(u) 

la  fonction  uniforme  correspondant  au  cas  du  paragraphe  13  et  dé- 
finie dans  le  demi-plan  de  la  variable  u  (cette  variable  a  été  jusqu'ici 
désignée  par  z)\  soit 

la  fonction  inverse  ajant  dans  le  plan  x  les  trois  points  singuliers  o, 
I  et  oc.  Dans  cette  fonction,  je  remplace  x  par  F(j:"),  et  je  vais  étu- 
dier la  fonction  z 

dans  le  voisinage  de  cr,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  P  de 
centre  a  et  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  ce  cercle  la  fonction 
F(w)  ne  soit  (^ en  dehors  de  a  pour  lequel  elle  est  indéterminée) 
jamais  égale  à  o,  i  et  oo. 

A  rintérieur  de  F,  la  fonction  u{z)  a,  comme  seul  point  singulier, 
le  point  a.  Lorsque  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  po- 
sitif, le  point  X  décrit  dans  son  plan  un  contour  fermé,  et  par  suite  u 
se  change  en 

XM  -H  3 


T" 


a,  3,  Y,  0  étant  quatre  entiers  (ao  —  ^y  =  i). 

Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter  relativement  à  la  substitution 
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Elle  peut  être  hyperbolique,  elliptique,  parabolique  ou  se  réduire 
à  la  substitution  unité.  Nous  allons  examiner  successivement  ces 
différents  cas. 

17.  Supposons  d^abord  la  substitution  hyperboliquCy  c'est-à- 
dire  que 

(a-h8)«>4. 

En  désignant  par  p  eX.  q  les  points  doubles  (qui  sont  réels  et  dis- 
tincts) de  la  substitution,  nous  avons  vu  à  la  fin  du  Chapitre  précé- 
dent que  l'expression 

u-q 

se  reproduit  à  un  (acteur  positif  près  [jl,  différent  de  un,  quand  on 
effectue  sur  elle  la  substitution  (3). 

Il  en  résulte  qu'on  peut  mettre  ce  quotient  sous  la  forme 

!L^  =  («  _  a)^—io(z)        (k  jt  o), 

k  désignant  le  logarithme  arithmétique  de  [jl,  et  la  fonction  9(2) 
étant  uniforme  dans  le  cercle  T.  Cette  fonction  n'aura  dans  ce  cercle 
d'autre  point  singulier  que  a,  car,  pour  qu'elle  ait  un  pôle,  il  faudrait 
que  u  devînt  égal  à  la  quantité  réelle  q.  Or,  ceci  est  impossible,  car, 
dans  £/(j:),  le  coefficient  de  i  est  positif  et  différent  de  zéro  pour 
X  distinct  de  o,  i  et  00.  De  plus  0(2),  pour  la  même  raison,  ne  s'an- 
nulera pas.  Par  suite,  le  quotient  ^- — ■■  peut  se  développer  par  la  for- 
mule de  Laurent,  et  nous  avons 

cp(z)  {z  —  ay        z  —  a  ^  ' 

Puisque  'f{z)  est  uniforme  autour  de  a,  il  faut  que  le  coefficient  A| 
soit  un  entier  m  positif  ou  négatif,  et  nous  aurons  alors 

P{z)  étant  uniforme  dans  F,  et  continu  sauf  en  a.  Finalement  nous 
obtenons 

u  —  q 
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Or,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  i  a  un  signe  inva- 
riable. Nous  allons  voir  qu'il  ne  peut  en  être  de  même  dans  le  second 
cas.  On  peut,  en  eflel,  écrire  ce  second  membre 


e(«-^^") 


IO|(X  — «l)-l-P(») 


Si,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  /  a  un  signe  inva- 
riable, le  coefficient  de  i  dans 

devra  rester  compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  tc,  c'est-à- 
dire  entre  deux  limites  fixes.  Posons 

[Wi  ^  "")  '""^^^  "  ''^  "^  ^^*^  =  ^  "^  *^- 

Il  est  tout  d'abord  évident  que,  si  m  n'est  pas  nul,  V  ne  peut  rester 
compris  entre  deux  limites  fixes,  car  une  rotation  de  z  autour  de  a 
augmente  V  de  a  mit.  Supposons  donc  m  =:  o;  la  relation  précédente 
pourra  s'écrire 

l0g(5  — a)-^-y  P(3)  = jpH j— 


ou  encore 


îtCl^  »KV     îg«C 


Mais  le  second  membre  a  un  module  restant  compris  entre  deux 
limites  déterminées  ditVérentes  de  léro,  et  il  n'en  est  pas  de  même 
du  prtMuier  qui  s  appr\>cUe  iuilant  qu'on  veut  de  zéro^  que  P(z^  soit 
régulier  on  ci  ou  qu  il  ait  en  ce  jKiiut  un  pôle  ou  un  point  singulier 
e^eutieK 

Nous  arrivons  donc  à  la  c\>nclusîou  que  la  substitution  •  .V)  ne  peut 
être  hvj^ertH^lique. 

18.   v^^i*^.r»/HVjf\v»tjf  iNt»/it/<**t,fJtl  cette  smbsiiimiHm  eiiîpiique.  On  a 

*kvrs 

IVmv  c«$  |weia>ttiÉl  ^  — iti>«^^;  fe  |iw«l  AoMakle  de  k  suksiiiu- 
iKMi  ^0^    $«liii  ««r  |K«C  a«  ■MMrm  d*iuie 
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substitution  du  groupe  arithmétique,  être  ramené  à  coïncider  avec  le 
point  B  ou  le  point  A  {fig^  aS,  §  13). 

i"  Plaçons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas.  En  ayant  donc 
eflectué  sur  u  une  substitution  convenable  du  groupe  arithmétique, 
la  substitution  correspondant  à  (3)  devient  la  substitution  laissant 
B  invariable,  et  par  suite,  en  désignant  encore  par  la  même  lettre  u 
la  valeur  primitive  transformée,  Texpression 


«TCl 

se  reproduit  (§9)  multipliée  par  e  *  ,  c'est-à-dire  —  i,  quand  on 
efl'ectue  cette  substitution. 

On  aura'donc 

u  —  i        / ,    ^ 

;  =  /2  — a®(-5), 

M  -H  I  TV     /» 

0(5)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  D'ailleurs,  'f  (s)  n'aura 
pas  de  pôle  autour  de  a,  car,  le  coefficient  de  i  dans  u  étant  positif, 
on  ne  peut  avoir  a  4-  «  =  o.  Pour  la  même  raison  'f  (^)  ne  peut  avoir 
le  point  a  lui-même  comme  pôle  ou  point  singulier  essentiel,  car 

alors  la  fonction 

(z-a)cp«(*) 

pourrait  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra  dans  le  voisinage  de  a,  et 
alors  u  s'approcherait  autant  qu'on  voudrait  de  —  i. 

Il  en  résulte  que  o(s)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Par 
suite,  quand  z  tend  vers  a  d^une  manière  quelconque,  la  fonction 
u{z)  tend  vers  e;  mais  on"a 

d'où  se  déduit 

F(z)=/(a); 

quand  u  tend  vers  1,  la  fonction /(«)  tend  vers  un.  On  en  conclurait 
que  ¥{z)  tend  vers  un  quand  ;:  se  rapproche  de  a  d'une  manière 
quelconque;  le  point  a  ne  serait  pa^  alors  un  point  singulier 
essentiel. 

2**  Le  même  raisonnement  s'applique  au  second  cas.  Nous  avons 

seulement  alors 

u  —  p 
w  —  po 

p.  -  m.  24 
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(en  désignant  par  p  la  quantité  complexe  représentant  A  et  p«  sa 
conjuguée),  qui  se  reproduira  multipUé  par  e     ^  .  Nous  aurons  donc 

et  les  mêmes  raisonnements  montrent  que  f  (5)  doit  être  holomorphc 
dans  le  voisinage  de  a  et  s^annuler  pour^  =:  a.  Mats  alors^  quand  z 
tend  vers  a  d'une  manière  quelconque,  a  tend  vers  p,  cl  Ton  en  con- 
clut que  la  fonciion 

tend  vers  ^éro^  de  quelque  manière  que  s  se  rapproche  de  a,  ce  qui 
est  contradictoire  avec  le  fait  que  a  est  un  point  essentiel. 

19>  Il  ne  nous  reste  plus  à  e^iaminer  que  le  cas  où  la  substitu- 
tion (3)  serait  la  substitution  unité  et  celui  où  elle  sérail  parabo- 
lique. 

Examinons  d'abord  le  cas  de  la  subsiiiutîon  unité.  La  fonction 
ti(r}  serait  uniforme  dans  le  voisinage  de  a*  Le  point  a  ne  pourrait 
être  pour  elle  un  point  singulier  essentiel,  car  la  fonction  «(s) 
s'approcherait  alors  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnée,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  i  dans  u  est  posilif. 

Le  point  a  ne  peut  non  plus  être  un  pèle,  car  le  signe  du  coeffi- 
cient de  /.  dans  une  fonction  avant  un  pAle  en  a^  ne  peut  être  inva- 
riable pour  toute  position  de  z  autour  de  ce  point.  11  faut  donc  que 
Cf(^)  soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a;  or  ci  (a)  ne  peut  être 
réelle<,  car  alors  u{z^  aurait  dans  le  voisinage  de  a^  pour  certaines 
valeurs  de  z,  sa  partie  imaginaire  négative.  La  valeur  de  u{a)  est 
donc  une  valeur  complexe  dans  laquelle  le  coefficient  de  1  est  posîtii 
et  difl'érent  de  léro»  La  relation 


I 

\ 


F{«>=/(iî) 


est    j 
sitif  m 


montre  que  F^s)  tend  vers  une  valeur  déterminée,  a  savoir  y*[«(a)]t 
quand  s  tend  vers  a  d'une  manière  quelconque.  Nous  arrivons  tou- 
jours à  la  même  contradiction. 

Considérons  eu  lin  le  cas  de  la  substinaion  parabolique.  Les 
points  doubles  des  substitutions  paraboliques  du  groupe  %rtthmé~ 
tique  se  déduisent  tous,  par  une  sultôiitution  de  ce  groupe,  du  point 
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à  Finâni  dans  la  direction  de  Taxe  imaginaire.  En  effectuant  donc 
préalablement  sur  u  une  substitution  convenable,  on  peut  supposer 
que  la  substitution  (3)  est  de  la  forme 

Donc  nous  avons  la  fonction  u{z)  se  transformant  en  «(2)4-1, 
quand  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  et,  par 
suite, 

o{i)  étant  uniforme.  On  en  tire 

Or,  le  module  du  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité  ;  il  en 
résulte  que  ^(z)  aura  en  a  un  point  ordinaire,  car,  dans  le  cas  con- 
traire, le  second  membre  aurait  en  a  un  point  essentiel,  et,  par  suite, 
son  module  pourrait  certainement  dépasser  un, 

La  forme  de  a{z)  montre  que  le  coefficient  de  /est  positif  et  de- 
vient infiniment  grand,  quand  z  se  rapproche  indéfiniment  d'une 
manière  quelconque  de  a.  Or,  pour  toute  valeur  de 

a  =  Ç  -^  iT), 

pour  laquelle 

71  >  M, 

M  étant  une  quantité  positive  très  grande,  la  fonction /(w)  est  elle- 
même  très  grande.  On  le  voit  de  suite,  en  ramenant  le  point  dans 
le  quadrilatère  fondamental  du  groupe  arithmétique  par  une  substi- 
tution 

(a,    w  H-  AW), 

m  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  et  nous  savons  que  /(u)  devient 
infinie  pour  le  point  à  Tinfini  dans  ce  quadrilatère.  Revenant  donc  à 

l'égalité 

F(z)=/(u), 

nous  en  concluons  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  z  se  rap- 
proche de  a,  la  fonction  F{z)  augmente  indéfiniment.  Le  point  a 
serait  donc  un  pôle  pour  F{z)  et  la  même  impossibilité  est  encore 
mise  en  évidence. 
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20.  Les  contradictions  qui  viennent  d*èlre  successivement  si^a- 
lées  montrent  que  Thypothèse  faite  sur  les  racines  des  trois  éqiia- 
lions  considérées  est  inadmii^sible^  si  a  est  un  point  sing^ulier  essen- 
tiel ;  nous  avons  donc  démontré  le  théorème  énoncé  an  paragraphe  IS, 
auquel  on  peut  encore  donner  la  forme  suivante  : 

Si  F(5)  désigne  une  fonction  uniforme  de  z  dans  le  voisinage 
de  a^  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé,  il  ne 
peut  pas  arriver  que  les  trois  équations 

niaient  pas  simultanément  une  infinité  de  racines  autour  de  a, 
en  désignant  par  Ai^  Aa,  A»  trois  constantes  distinctes  (ta  con^ 
s  tan  te  infinie  n*  étant  pas  exclue)* 

Nous  pouvons  encore  dire  que  : 

Si  les  trois  équations  précédentes  n'ont  pas  une  infinité  de 
racines  autour  de  a,  F{z)  étant  une  fonction  uniforme  qui^  dans 
un  cercle  Vj  décrit  autour  de  a^  pourrait  avoir  ce  seul  point 
comme  point  essentiel,  on  peut  affirmer  que  a  sera  un  pôle  ou  un 
point  ordinaire  de  F (5). 

SI .  De  ce  théorème  générai  se  déduisent  immédiatement  les  deux 
propositions  suivantes.  Soit  G{z)  une  fonction  entière  :  si  les  deux 

équations 

a  et  b  étant  deux  constantes  finies  distinctes^  ont  seulement  un 
no  mûre  limité  de  racines^  la  fonction  entière  G  (s)  sera  un  po- 
lynome. 

Le  point  à  l'infini  ne  pourra  être,  en  eflel,  pour  la  fonction,  un 
point  essentiel^  car  nous  avons  les  trois  équations 

qui  n'ont  pas  de  racine  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

(.)n  a  encore  l'énoncé  suivant,  qui  n'est  qu'en  apparence  plus  gé- 
néral ;  Soitf{z)  une  fonction  uniforme  pouvant  avoir  des  pâles 
en  nombre  quelconque  et  un  seul  point  singulier  essentiel  à  Vin- 
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Jini,  Si  les  trois  équations 

/(z)=.X,       /(z)=B,       /(J)  =  C. 

A,  B,  C  étant  trois  constantes  distinctes  {l'infini  non  exclu), 
n*ont  qu^un  nombre  fini  de  racines,  la  fonction  f{z)  sera  une 
fonction  rationnelle. 

22.  Les  théorèmes  précédents  s'étendent  immédiatement  aux  fonc- 
tions uniformes  sur  une  surface  de  Riemann.  Représentons  par  A(z) 
une  telle  fonction,  qu'on  supposera  n'avoir  sur  la  surface  que  des 
points  singuliers  essentiels  isolés.  Si  les  équations 

A(z)  =  a,         A(^)  =  p,         A(z)  =  Y 

n'ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  A{z)  n'aura 
pas  de  singularités  essentielles  et  elle  sera,  par  suite,  une  fonc- 
tion algébrique  de  z,  ramifiée  comme  la  fonction  algébrique 
définissant  la  surface  de  Riemann  (*). 


V.  —  Sur  quelques  généralisations  des  théorèmes  précédents; 
théorème  de  M.  Landau. 


23.  Les  théorèmes  étudiés  dans  la  Section  précédente  ont  fait,  dans 
ces  dix  dernières  années,  l'objet  de  nombreuses  recherches.  On  s'est 
tout  d'abord  efforcé  d'en  donner  des  démonstrations  indépendantes 
de  la  théorie  des  fonctions  modulaires. 

M.  Borel,  le  premier,  est  parvenu,  en  ce  qui  concerne  les  fonctions 
entières,  à  donner  une  démonstration  indépendante  des  fonctions 
modulaires,  et  il  a  même  fait  connaître  des  généralisations  étendues. 
Dans  son  travail  ('-)  sur  les  zéros  des  fonctions  entières,  il  a  eu  sur- 
tout pour  objet  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  certaines  iden- 
tités ;  nous  indiquerons  son  énoncé  fondamental.  Soit  [JL(r)  une 
fonction  positive  croissant  indéfiniment  avec  /*;  désignons  par 


(*)  E.  Picard,  Sur  une  propriété  de  certaines  /onctions  analogues  aux  fonc- 
tions algébriques  {Comptes  rendus,  i.  LXXX.IX,  1879). 
(')  E.  Borel,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Acta  mathematica,  t.  XX). 
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une   fonction   enticre   dont   le   module    maximum  sur   !e  cercle  de   ■ 
rayon  r  est  inférieur  à  ■ 

et  par  Hi(*r)  une  fonction  entière  dont  le  module  maximum  est  su-  I 
périeur  k  1 

M*  Borel  établit  alors  que  Videniité  ^^H 

ne  peut  avoir  lien  que  si  tous  les  G  sont  identiquement  nuls.  ■ 

En  particulier^  pour  fi  ^  a,  une  pareille  identité  ne  peut  exister,  ■ 
G„  étant  une  constante,  G,  et  G^  des  polynômes  :  c'est  le  théorème  ■ 
énoncé  plus  haut  sur  les  fonctions  entières  (§  21). 

Plus  tard,  M,  Schottkj  (^)  a  donné  une  démonstration  de  moB  ■ 
théorème  général  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme  dans  le 
voisinag^e  d'un  point  singulier  essentiel  isolé^  étudié  dans  la  Section 
précédente,  sans  faire  intervenir  les  fonctions  modulaires;  et  il  est 
revenu  sur  le  même  sujet  dans  un  Mémoire  récent  (^)*  Je  ne  puis 
songer  à  indiquer  la  bil>iîogrupliic  des  nombreux  travaux  se  rappor- 
tant à  ces  questions.  On  la  trouvera  dans  les  Livres  de  la  collection 
de  M*  Borel  traitant  de  la  théorie  des  fonctions  et  dans  un  Mémoire 
de  M.  Landau  ('). 


24,  J'indiquerai  seulement  ici  une  généralisation  extrêmement  re 
marquable  d'un  des  théorèmes  précédents  faite  par  M.  Landau  dan?» 
un  ordre  d'idées  di fièrent,  et  tout  a  fait  inattendue  ;  elle  a  été  publiée 
pour  la  première  fois,  dans  les  Sitzutigsberickte  de  rAcadémie  de 
Berlin,  en  1904*  Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  : 

Soit  une  fonction  ttanscendante  entière 


I 
1 


(*)  SCHOTTKT,  Uëbtr  den  Picard* schen  Satz  und  diû  Borel 'îcht^n  L'ngieichung^m 
{SHtungêbtrichU  der  K.  Preususchen  Akadeniie  der  Wiasenschafften,  ociobre  i^4)* 

{*)  ScHOTTK.ï^  Ueber  twei  Bem^eise  der  Atlgemetnen  Piçard^âchen  Saixes  {même 
KecuinlT  novembre  1907  )♦ 

(*)  E*  Landau,  Ueber  den  Picard* ichen  Sais  (  Viertei/'ahrsichri/i  der  naluT" 
/orêchênden  Gesettscha/i  in  Zurich  },  Hâ.  LT*  1906, 
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dans  laquelle  a^  n'est  pas  nul;  on  peut  trouver  un  nombre 

R(ao»«i) 
dépendant  seulement  de  a©  et  de  aj,  tel  que,  dans  le  cercle 

|^|<R, 

une  au  moins  des  deux  équations 

F(ar)  =  o,         ¥{x)=z\ 

possède  une  racine. 

Après  l'avoir  trouvé  par  une  autre  voie,  M.  Landau  a  donné  une 
démonstration  très  simple  de  son  théorème,  utilisant  les  fonctions 
modulaires.  Nous  allons  reproduire  cette  démonstration. 

25.  Reportons-nous,  à  cet  eflet,  à  la  fonction  modulaire 

envisagée  au  Tome  II  (p.  25o),  qui  est  le  rapport  de  ^deux  périodes 
convenables  de  l'intégrale  elliptique 


/; 


du 


Cette  fonction  multiforme  v(j^)  a  les  seuls  points  singuliers 

o,     I     et    oc, 

et  le  coefficient  de  /  dans  v(j^)  est  toujours  positif;  de  plus,  la  fonc- 
tion inverse  v(^),  c'est-à-dire  la  fonction  j^  de  v  définie  par 

est  holomorphe  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  l'axe  réel,  au  delà 
duquel  elle  ne  peut  être  prolongée. 
Ceci  dit,  reprenons  la  fonction 

où  ai,  par  hypothèse,  n'est  pas  nulle.  Admettons  que,  dans  un  certain 
cercle  de  rayon  r  ayant  l'origine  pour  centre  et  sur  la  circonférence 
qui  le  limite,  les  deux  équations 

F(ar)  =  o,         F(ar)  =  i 
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n'aient,  ni  Tune  ni  Tautre,  de  racine.  Il  est  clair  qu'on  aura 
ao^o        et        AoT^i. 

Soit,  dans  le  voisinage  de  Uq,  le  développement  d'une  branche  de 
la  fonction  v(y) 

>f(y)  =  Co-h  c,  (7  —  ao)  -4-  ctiy  —  ao )*-+-. . . 

et  formons 

G(ar)  =  v[F(a7)]. 

D'après  l'hypothèse  faite  sur  F,  la  fonction  G(^)  est  une  fonction 
holoniorphe  dans  le  cercle  de  rayon  /•;  si  on  la  développe  suivant  les 
puissances  de  jt,  on  a 

G(x)  =  Co-H  Ciaix  -4-(C|aj-h  Cta\)x^-\-, ... 

Posons  maintenant 

H(ar)  =  «'■««•»•»; 

H^x)  sera  ainsi  holoniorphe  dans  le  cercle  de  rayon  / ,  et  l'on  aura 
dans  ce  cercle  et  sur  la  circonférence 

I  H (ar)  I  <  I         (égalité  exclue). 

13'ailleurs,  on  a 

H(j^)  =  e^oi-\-  e^oiciaiix  -h. . .. 

Or,  si  l'on  a  une  fonction  «p(^)  holomorphe  autour  de  Torigine 
dans  un  cercle  de  rayon  0,  on  a,  d'après  la  formule  de  Cauchy 

^  '2TU   J     (z  —  X)^ 

lïnégalité 

,    ,,    .,  ^  maximum  de  I  <p(2)  I  pour  z  =  p 

I?  (o)l^ 4 ' -• 

Appliquons  ce  résultai  à  la  fonction  H(j7),  et  prenons  p  =  /  ;  nous 
obtenons 

I  ««"o^Ciaii  ;  <  -  (égalité  exclue). 

Or,  c,   n'est  pas  nul,  d'après  la  propriété   de  la  fonction  inverse 
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rappelée  plus  haut.  Nous  avons  donc 

I 


r< 


c<^o'c,a|  I 


et  le  second  membre  représente  une  certaine  fonction  dépendant  de 

Gq   et  aj.    C^est  la  /onction  que  nous  pouvons  prendre  comme 

fonction 

R(ao,  ai) 

de  V énoncé;  nous  sommes  assuré  que  dans  le  cercle  de  rayon 

r=  R(ao,  a,), 

en  y  comprenant  sa  circonférence,  la  fonction  entière  deviendra 
égale  à  zéro  on  k  un. 

26.  Il  est  clair  que  le  théorème  de  M.  Landau  généralise  mon  pre- 
mier théorème  sur  les  fonctions  entières,  tel  qu'il  a  été  énoncé 
Tome  II  (p.  a5i).  On  peut,  en  efl'et,  supposer  que  pour  une  fonction 
entière  F(j:),  les  coefficients  a©  et  Uy  ne  sont  pas  nuls;  il  suffit  pour 
cela  de  changer  d'origine,  à  moins  que  F,  bien  entendu,  ne  soit  une 
constante.  On  détermine  alors  le  cercle  de  rayon  R(ao,  «i)  à  l'inlé- 
rieur  duquel  (et  sur  le  pourtour)  il  y  a  certainement  au  moins  un 
point  pour  lequel  F(x)  est  égal  à  un  ou  zéro.  Le  théorème  est  donc 
établi. 

27.  L'expression 

R(ao,  a,) 

trouvée  plus  haut  est  une  fonction  qui  dépend  d'une  manière  trans- 
cendante de  a©  et  a^.  M.  Hurwitz  (*)  a  donné  d'autres  expressions. 
Ainsi,  si  l'on  pose 

il  y  aura  certainement  des  points  cherchés  dans  un  cercle  de  rayon 

p-f-e, 
e  étant  une  quantité  positive  prise  aussi  petite  qu'on  voudra. 

(  '  )  Hurwitz,  Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Modulfunktionen  auf  einen 
Satz  der  Allgemeinen  Funktionentheorie  {  Vierteljahrsschrifl  der  naturforsclien- 
den  Gese/lscha/l  in  Ztirich,  Bd.  Xl.IX,  i(jo4). 
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Ni*  pouvant  di'^velopper  davantage  iri  cette  intéressante  tliéorîf, 
j'énonre  seulement  une  d enur rc  reinarf[ue  :  c'est  que,  si  le  tfiéorème 
de  \i,  (.andau  que  nous  venons  d'étudier  etuit  démonlrc  pour  un 
poljnome  de  degré  quelconque,  il  serait  par  là  même  établi  pour  ■ 
une  fonction  entière  quelconque.  Mallieureusement*  comine  le  dit 
I\L  Landiiu,  il  semble  que  le  théorème  soit  aussi  caché  pour  un 
(ïolynomeque  pour   une  fonction  transcendante. 


VI.  —  Sur  les  transcendantes  uniformes  satisfaisant  à  ime  éi|uatioii 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  | 

^8,  Les  théorèmes  démontres  dans  la  quatrième  Section  de  ce  , 
Chapitre  permettent  de  faire  quelques  remarques  intéressantes  suri 
trans^cendanles  uiiifî>rmes  satisfaisant  à  une  équation  du  premier  1 
ordre  et  du  premier  degré 

P  et  Q  désignant  deux  polynômes  en  x  et  >' premiers  entre  eux.  Je 
les  emprunterai  à  la  thèse  de  M.  Pelrovitch  (f)i 

On    peut   tout   d'abord,    par   une    transformation   homographique 
préalable,  supposer  que  le  degré  de  P  par  rapport  à  y  surpasse  de  M 
deux  unités  le  de^ré  de  Q  par  rapjiort  à  cette  même  lettre.  ■ 

Nous  nous  placerons  donc  dans  cette  hypothèse.  De  cette  manière, 
ta  valeur  j- =:  oo  est  une  valeur  ordinaire,  c'est-à-dire  que  l'intégrale 
qui,  pour  une  valeur  arbitraire  X(^  de  x^  prend  la  valeur  intime,  a 
un  pôle  au  point  Xq, 

D  après  les  généralités  étudiées  au  Tome  II,  nous  pouvons  mar- 
quer  a  l'avance  sur  le  plan  les  points  qui  ne  seraient  pas  pour  une 
intégrale  des  points  ordinaires,  des  pôles  ou  des  points  critiques  al- 
gébriques. Une  intégrale  uniforme  ne  pourra  donc  avoir  dans  le  plan 
qu*un  nombre  limité  de  points  essentiels. 

Nous  allons  maintenant  distinguer  quatre  cas  : 


I 
I 


(')  MicuïîL  PemoviTcn,  Sur  Us  nérot  ei  hs  inJinU  det  intégrale  det  éqtaaihm 
dîffértntitUes  algébriques  {Compieji  rendus,  iS94t  et  Thèse  de  dociorai^   Pcrit^ 

Gauthier-Villirs). 
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i^  Je  suppose  d'abord  que  réquation 

Q(ar,  X)  =  o, 

coasidérée  comme  équation  en  X,  admette,  pour  z  arbitraire,  plus  de 
deux  racines  distinctes.  Désignons  par 

<pi(ar),     «p,(x),     (p,(ar) 

trois  de  ces  racines;  ce  seront  des  fonctions  algébriques  de  a:,  qui 
seront  ou  non  des  branches  d'une  même  fonction  algébrique. 

Pour  une  intégrale  uni/orme  y  de  Téquation  diflFérentielle,  on 
ne  peut  avoir 

que  pour  un  nombre  limité  de  points  x^  car,  lorsque  cette  relation 
est  reojplie  pour  un  certain  système  (^oi  ^o)>  "^  ^^^^  4"^  Xovl  ait  en 
même  temps 

P(a?o,ro)  =  o. 

Sans  cela,  l'intégrale  qui  pour  x^=zx^  prend  la  valeur  y^  ne  serait 
pas  uniforme  dans  le  voisinage  de  x^  (t.  II,  p.  367).  Par  suite,  pour 
l'intégrale  uniforme  y  que  nous  étudions,  les  équations 

(4)  r  =  ?i(^)7       ^  =  <Pî(^)»       r  =  ?»(^) 

ne  pourront  avoir  qu'un  nombre  limité  de  racines. 
Ceci  posé,  envisageons  le  quotient 

C'est  une  fonction  de  x  n'ayant  qu'un  nombre  limité  de  valeurs, 
et  ne  pouvant  avoir  qu'un  nombre  fini  de  singularités  essentielles. 
Or  les  trois  équations 

A(x)  =  o,        A(a7)  =  i,        A(a7)  =  oo  ..«rt£.ii4 

n'ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  comme  il  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  équations  (4).  Il 
résulte  de  là  (§  22)  que  A(a7)  est  une  fonction  algébrique  et,  par 
suite,  y  (qui  est  uniforme)  est  rationnelle.  Ainsi,  si  l'équation 
Q(a:,  X)  =  o  a  au  moins  trois  racines  distinctes,  toute  intégrale 
uniforme  est  rationnelle. 
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2"  Supposons  en  second  lieu  que  l'équation  Q(a;,  A)  =  o  ait 
seulement  deux  racines  distinctes 

et,  en  désignant  par  y  une  intégrale  uniforme  de  l'équation,  consi- 
dérons le  quotient 

.r  —  ?t . 

Soit  Y  une  seconde  intégrale  uniforme,  et  formons  aussi  le  quo- 
tient 

En  divisant  ces  deux  quotients,  nous  obtenons  Texpression 

.5.  (r-?i)(Y-?») 

^  ^  (r-?î)(Y-«>i) 

Elle  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  et  ne  prend  les  valeurs  o, 
1  et  00  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x.  Ceci  résulte  des 
propriétés,  étudiées  plus  haut,  des  équations  y  —  «p  =  o,  et  de  ce 
que,  en  dehors  d'un  nombre  limité  de  points  spéciaux,  on  ne  peut 
avoir  y  =  Y,  ce  qui  entraînerait  l'identité  des  intégrales.  L'expres- 
sion (5)  est  donc  une  fonction  algébrique  de  x^  et,  par  suite,  il  ne 
peut  y  avoir  deux  intégrales  uniformes  qui  soient  des  trans- 
cendantes distinctes,  en  entendant  par  là  que  toute  intégrale  uni- 
forme s'exprime  algébriquement  à  l'aide  d'une  première  intégrale 
de  même  nature. 

3**  Examinons  ensuite  l'hypothèse  où  l'équation  Q(^,  \)  =  o  n'a 
qu'une  racine  distincte;  soit  'fi(x)  qui  est  alors  nécessairement 
rationnelle.  En  posant 

I 

z  —  , 

l'équation  différentielle  proposée  devient 

g=S(x,.), 

S  étant  un  polynôme  en  z  et  dépendant  rationnellement  de  x.  Si 
nous   désignons  par  C|,   5^,  z^   trois   intégrales   uniformes,    le    c|uo- 
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lient 


Zi  —  Z^ 


ne  pourra  devenir  égal  à  o,  i  et  oo  que  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  x,  et  par  suite  l'expression  précédente  sera  une  fonction 
rationnelle  de  x.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  de  deux  intégrales 
uniformes  qui  soient  des  transcendantes  distinctes, 

4°  II  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  dénominateur 
Q(x,^)  ne  dépendrait  pas  de  y.  On  a  alors  une  équation  de  Biccati 

P  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  y^  et  */  ne  peut  alors 
exister  plus  de  trois  intégrales  uniformes  transcendantes  dis- 
tincteSf  toute  intégrale  de  l'équation  s'exprimant  à  l'aide  de  trois 
d'entre  elles. 

Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  générale  que,  pour  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  il  ne 
peut  y  avoir  plus  de  trois  intégrales  uniformes  qui  soient  des 
transcendantes  distinctes.  Nous  renverrons,  pour  une  étude  plus 
approfondie,  au  Mémoire  cité  plus  haut  de  M.  Petrovitch. 
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CHAPITRE  XIV. 

SUR  CERTAINES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  IRRÉGULIÈRES  A  LINFINI. 


I.  —  Oénôralités  sur  les  valeurs  des  intég^rales  à  rinfini 
dans  une  direction  déterminée. 

1.  Désignons  par/(^)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  ^, 
définie  depuis  une  certaine  valeur  t^  de  t  jusqu'à  f  =  4-  oo.  Nous 
dirons,  d'une  manière  générale,  qu'une  telle  fonction  est  limitée 
si,  à  partir  de  Cq^  elle  reste  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  cer- 
tain nombre  fixe  qu'on  puisse  assigner;  elle  sera  illimitée  dans 
le  cas  contraire.  Ceci  posé,  soient  X,  et  X2  deux  nombres  réels 
(Xi^Xa),  et  admettons  que  le  produit 

soit  illimité  quand  t  varie  de  to  à  -h  00,  tandis  qu'au  contraire  le 
produit 

tende  vers  zéro  pour  t  =-\-  ce.  Je  dis  qu'il  existe  un  nombre  Ao  com- 
pris entre  X,  et  X2  tel  que  le  produit 

est  illimité,  tandis  que  le  produit 

a,  pour  ^  =  00,  la  limite  zéro,  en  désignant  par  e  une  quantité  po- 
sitive aussi  petite  qu'on  voudra.  On  le  démontrera  en  partageant 
l'intervalle  (X|,X2)   en  un  certain  nombre  d'intervalles;   il  y  aura 
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parmi  ceux-ci  un  intervalle  tel  que,  pour  la  liinite  supérieure,  le 
produit  correspondant  sera  illimité  ou  ne  tendra  pas  vers  zéro  pour 
^  =  00,  tandis  que  le  produit  correspondant  à  la  limite  inférieure 
aura  zéro  pour  limite.  On  partagera  de  nouveau  cet  intervalle  en  un 
certain  nombre  d'autres,  et  l'on  a  ainsi  une  suite  d'intervalles  compris 
les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro.  Ces  intervalles  auront 
donc  une  limite  Xq  et  pour  un  intervalle 

(Xo— Ti,  Xo-He), 

e  et  7)  étant  des  quantités  positives  aussi  petites  que  l'on  voudra,  le 
produit 

aura  zéro  pour  limite,  tandis  que  le  produit 

c(Xo-H€}/x/(0 

sera  illimité.  Ce  produit  ne  peut  pas  être  limité,  car  alors  le  produit 

eO.,-^tu  f{^t)        (o<e'<Ê) 

aurait  pour  limite  zéro  pour  ^  ==  -H  oo,  et  nous  aurions  donc  mal 
choisi  les  intervalles. 

Le  nombre  parfaitement  déterminé  X»,  nous  l'appellerons  le  nombre 
caractéristique  correspondant  à  la  fonction. 

La   notion  de  caractéristique    se  généralise  pour  un  système  de 
fonctions 

/i(0,  A{t),    ...,  /„(o, 

définies  de  ^o  à  H-  oo.  Si  les  produits 

ne  tendent  pas  tous  vers  zéro  pour  /  =  4-  oo,  mais  qu'il  en  soit  ainsi 
pour  les  produits 

il  existera  entre  X  et  [x  un  nombre  A©  (qui  peut  être  égal  à  X),  tel 
que  les  produits 
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tendent  vers  zéro,  tandis  que,  parmi  les  produits 

il  y  en  a  au  moins  un  qui  est  illimité. 

2.  J'envisage  maintenant  un  système  d'équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre 


dt 


=  «nl^|-Hanl^S-+-.-  .-+-«nna?/i, 


les  a  étant  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  t.  Je  suppose 
que  tous  les  a  soient  limités,  c'est-à-dire  moindres  qu'un  nombre 
fixe  M  pour  t  compris  entre  /©  et  oo.  Posons 

Xi^^yte^^        (t  =  i,2,...,/i), 

),  étant  une  constante  pour  le  moment  arbitraire. 
Le  système  devient 

dY  \ 

-jp  =(a,i— X)j^,H-   aityt  -h. ,.-4-    am^a, 


-^  =   ««i.n         -+-  «/uri         -H...-»-(a,,«— X)^„. 

En   multipliant  ces  équations  respectivement  par  r,,  j'a,   , , . ,  y„ 
et  ajoutant,  nous  aurons 

le  second  membre  étant  une  forme  quadratique  en  j^i,  v^  ...,  y,i- 
Si  nous  prenons  pour  A  une  constante  a  suffisamment  grande,  le 
second  membre  sera  une  forme  quadratique  définie  et  négative,  et 
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nous  aurons  par  suite 

dt 
Par  suite,  quand  /  augmentera  de  ^o  ^  +  oo,  la  fonction 

ira  en  diminuant.  Il  en  résulte  que  y^j  y^,  . . . ,  yn  restent  en  valeur 
absolue  moindre  qu'un  nombre  fixe,  et,  par  suite,  les  produits 

seront  limités. 

\ous  pouvons  prendre  pareillement  pour  X  une  constante  ^  suf- 
fisamment petite  en  valeur  relative  pour  que  la  forme  définie  dans 
le  second  membre  de  (2)  soil  positive,  et  alors  nous  aurons,  de  Iq 

à  -+-  oc, 

dt  '"^    ' 

et,  par  suite,  la  fonction 

ira  constamment  en  croissant.  11  en  résulte  que  les  produits 
xt  e-?^    Xf  <?-P',     . . . ,    Xn  e-P* 

ne  peuvent  tendre  tous  vers  zéro. 

En  se  reportant  au  paragraphe  précédent,  on  peut  alors  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Tout  système  dUntégrales  J7|,  ^Tj,  ...,  x^  du  système  (i)  {en 
excluant  seulement  j?,  =:  Xo  =  . . .  =  :r,i  =  o)  admet  un  nombre 
caractéristique  )^o  (  *  )• 

Une  des  conséquences  pratiques  les  plus  intéressantes  de  ce  théo- 
rème est  que,    étant  donné  un  système  tel  que  (i),   à  coefficients 


(')  Cet  intéressant  théorème  est  dû  à  M.  LiapounofT,  qui  l'a  fait  connaître  dans 
un  Mémoire  important  public  en  langue  russe  (  KharkofT,  189a)  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  Khaikojf,  Ce  Mémoire  très  étendu  vient  d'être  traduit 
en  français  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  2'  série,  t.  IX, 

H)08. 

P.    -   III.  2j 
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limités,  on  peut  trousser  un  nombre  réel  A-,  tel  que  les  produits 

tendent  vers  zéro  pour  ^  =  +  00. 

Il  en  sera  évidemment  de  même,  d'après  les  équations  différen- 
tielles, de 

dt^    '      dt""    '     •••'      dt  ^    ' 
On  conclut  de  là  aussi  que,  si  dans  Véquation  différentielle 

d"^  Y  ûf'w— 1  Y 

les  coefficients  p  sont  des.  fonctions  limitées  quand  la  variable 
réelle  t  varie  de  tQ  à  '\-  00,  on  peut  trouver  un  nombre  k  tel  que 

-^       *      dt       '  '      dVf* 

tendent  vers  zéro  pour  t  =  -\-co. 

3.  Nous  avons  supposé  que,  dans  les  équations  différentielles,  les 
coefficients  étaient  réels.  Si  ces  coefficients  étaient  des  fonctions 
complexes  de  la  variable  réelle  t,  on  pourrait  employer  les  mêmes 
considérations.  En  posant,  en  effet, 

et  de  même  pour  les  coefficients,  nous  aurions  un  système  de  2/1 
équations  auxquelles  s'appliquent  les  résultats  précédents.  Il  y  a 
dans  tous  les  cas  un  nombre  caractéristique,  la  variable  t  restant  tou- 
jours réelle  tQ  et  +  00. 

On  peut  aussi  considérer  le  cas  où  la  variable  t  prend  des  valeurs 
complexes,  mais  en  la  faisant  grandir  indéfiniment  avec  un  argument 
déterminé,  et  en  supposant  que  dans  ces  conditions  les  coefficients  a 
aient  des  modules  limités.  On  posera  en  effet 

t  =  re'w, 

et  l'on  aura  une  équation  où  la  variable  sera  la  quantité  réelle  r  que 

l'on  fera  augmenter  indéfiniment,  pendant  que  co  reste  constant.  Il  y 

a  alors  un  nombre  caractéristique  pour  un  argument  déterminé. 

D'après  le  paragraphe  2,  on  pourra  trouver  un  nombre  k  tel  que 
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les  produits 

tendent  vers  zéro  pour  /•  =  +  oc.  Donc  les  produits 
eA/(co»w'-Mina))  j.^^^         (m  =  I,  . . .,  n) 

tendront  vers  zéro  et,  par  consé(juent,  on  pourra  trouver  une  con- 
stante Id  telle  que  les  produits 

ef^'^Xin 

tendent  vers  zéro  quand  t  s'éloignera  à  Tinfini  avec  l'argument  (o. 
Ce  résultat  nous  sei*a  plus  tard  très  utile. 

4.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  a  ont  une  valeur  déterminée 
pour  /  =  00,  on  pourra  trouver  une  limite  inférieure  du  nombre  k 
dont  nous  avons  parlé  à  la  fin  du  paragraphe  2,  en  prenant 

A-  =  —  X, 

X  étant  telle  que  la  forme  (|uadratique,  qui  figure  dans  le   second 
membre  de  (2)  en  y  faisant  ^  =  oo,  soit  définie  et  négative. 

Ainsi,  prenons  par  exemple  Téquation  linéaire  du  second  ordre 

d^  Y  tly 

où  p  et  q  sont  continues  de  lo  à  -f-  x,  et  prennent  les  valeurs />„  et 
q^  pour  ^  =  -H  00.  Nous  considérerons  le  système 


c/x  ~ 

■y  ^ 

dx  ~ 

py'-^ 

'jy^ 

et, 

en  posant 

7  =  ^  e>-^, 

y 

=  z' 

eX^ 

nous  avons  le 

sj 

slème 

dx 

-\z, 

^^{p-\)z'-^qz. 
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Nous  devons  prendre  A  de  lelle  sorte  que  la  forme  quadratique 

—  X5'-i-(/)-X)5'i-+-(y-Hl)«' 

soit  définie  et  négative;  ce  (|ui  nous  conduit  à  considérer  IVquation 

les  racines  de  celle  équation  sont  réelles,  Tune  est'positive  et  l'autre 
négative.  Soit  a  une  quantité  supérieure  à  la  racine  positive  de  celte 
équation;  nous  sommes  assuré  que 

tend  vers  zéro,  quand  x  augmente  indélinimeul. 

o.  Voici  encore,  dans  un  ordre  d'idées  analogue,  quelques  re- 
marques sur  la  façon  dont  se  comporte  l'intégrale  pour  x  très  grand, 
mais  c'est  le  rapi)orl 

dx 

Y 


que  nous  allons  considérer.  Reprenons  l'écpiation  ci-dessus 
En  [)osant 


d*  y  dy 


z  —   1 

y 

nous  avons  l'équation  de  Riccali 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation 

a  ses  racines  réelles,  que  nous  désignerons  par  a  el  ^  (a>-  |ï).  Nous 
appellerons  a  el  b  les  deux  racines  de  l'équation 

3'- -f-/>4; -4-/7  =  0, 
qui  sont  des  fonclioiis  de  .7*  tendant  vers  a  cl  [ï  pour  x  =  x.  Diverses 
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circonstances  peuvent  se  présenter  relativement  à  a  et  6,  suivant 
que  chacun  (Feux  se  rapproche  de  sa  H  mile,  en  croissant  ou  décrois- 
sant; supposons  (pie  nous  ayons 

et  considérons  une  intégrale  de  (3),  supérieure  à  a  pour  la  valeur 
initiale  Xq^  iutégrale  que  nous  désignerons  par  z,  \ous  faisons 
croître  x  de  x©  à  -f-  oc,  et  nous  voulons  voir  ce  <pie  devient  l'inté- 
grale z.  Celle-ci  va  d'abord  décroître,  et  elle  décroîtra  tant  qu'elle 
sera  supérieure  à  a.  Or,  elle  ne  peut  atteindre  </,  car,  aussitôt  (prelle 

serait  descendue  au-dessous  de  </,  elle  devrait  croître,  -s-  se  trou- 

dx 

vant  alors  positif.  11  en  résulte  que  :;  ira  constamment  en  décrois- 
sant en  restant  toujours  supérieure  à  a;  il  y  aura  donc  une  limite» 
pour  l'intégrale  z^  quand  x  augmentera  indéfiniment.  Cette  limite  ne 
pourra  être  (pie  a.  car,  si  z  tendait  vers  un  noiubre  t!  supérieur  a  a, 
l'équation 


(4)  ^      n.--  f 


iiz 


pz 


conduirait  à  une  c(mtradiction,  le  second  membre  restant  fini  (piaiid 
z  tend  vers  a'.  iVofre  intégrale  z  a  donc  y.  pour  limite. 
Supposons  maintenant 


et  prenons  toujours  une  intégrale  dont  la  valeur  initiale  pour  jl:  =  j'o 
soit  supérieure  à  (i,  F/int('»grale  :;  ira  encore  en  diminuant,  tant 
qu'elle  ne  deviendra  j)as  «'«gale  à  a.  Si  (rette  circonstance  se  réalise, 
z  ira  ensuite  en  croissant,  mais  sans  pouvoir  atteindre  de  nouveau  ft^ 
car  elle  ne  pourrait  alors  dépasser  </,  devant  à  la  fois,  à  ce  moment, 
croître  et  décroître.  Dans  tous  les  cas  :;  aura,  par  consé(juenl,  une 
limite,  et  Ton  voit  comme  plus  haut  (jue  cette  limite  est  a. 

Nous  venons  de  voir  que  toutes  les  intégrales,  qui  deviennent  à  un 
certain  moment  supérieun^s  à  a,  ont  a  pour  limite.  La  même  con- 
clusion s'applique  aux  intégrales  (pii  devienn(mt,  à  un  certain  mo- 
ment, égales  à  une  valeur  comprises  entre  a  et  />,  car  elles  vont  alors 
eu  croissant  et  se  rapprochent  indéfiniment  de  a. 

Le  seul  cas  cjui  reste  à  examiner  est  celui  où  Ton  aurait  constam- 
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ment 


z<b. 


Quand  6  est  supérieur  à  p,  il  peut  arriver,  si  la  valeur  initiale  de  z 
est  entre  ^  et  b^  que  z  ait  pour  ;r  ^«œ  la  limite  p.  Si  la  limite  de  - 
n'est  pas  |3  (ce  qui  arrivera,  en  gémirai),  z  continuera  indefinimeni 
à  décroître  jusqu^'i  —  oo,  et  la  relation  (4)  montre  que  z  deviendra 
égale  à  —  «)  pour  une  valeur  finie  de  x.  Il  y  aura  ensuite  pour  z  pas- 
sage de  —  ûo  à  +  00,  et  nous  nous  trouverons  dans  le  cas  pri^ccdem- 
ment  esiaminé,  c'est-à-dire  que  la  limite  pour  2r  ^:  oo  de  notre  inté- 
grale est  encore  a. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  limUe  de  ^  pour  x  ==  oo  ex-tsir  toujours;  elle  est,  en  gêné- 
rat,  égale  à  ol  et  peui  exceptionneilcment  être  égaie  à  p. 


ii.  Tout  ceci  suppose  que  Féquation 

lit  ses  racines  réelles.  Les  conclusions  sont  tout  autres,  si  réquation 

a  5es  racines  imaginaires.   Dans  ce  cas^,  -i-  sera  toujours  négatif  et, 

par  suite ^  z  ira  toujours  en  diminuant,  à  partir  d^une  valeur  suffi- 
samment grande  de  x. 

Je  dis  que,  pour  une  valeur  finie  de  jt,  Tintégrale  z  deviendra  «*ga!e 
H  — ûc.  Car  d'abord  il  n'est  pas  possible  que,  pour  x  = -h  oo,*  s  ail 
une  limite  finie  déterminée;  c^est  ce  qu'on  verra  en  refaisant  le  rat- 
sonnemeut  du  paragraphe  précédent.  Ensuite,  il  n'est  pas  possible 
que  z  atteigne  seulement  la  valeur  —  oc,  pour  :r  ^  4-  od,  comme  le 
montre  encore  la  relation  (4)»  dont  le  premier  membre  augmenterait 
indéfiniment,  tandis  que  le  second  resterait  fini. 

Toute  intégrale  oscillera  alors  une  infinité  de  fois  entre  -h  oc  et 
—  3C,  avec  passage  brusque  de  ^ —  oo  à  -[-  oc.  Telle  est  Téq nation 


^  _  .1  _  , 


dont  rintégrale  est 


z  =  lftng(^q  — iT), 
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7.  En  revenant  au  cas  des  racines  réelles  a  et  ^,  il  est  facile 
d'établir  un  lien  entre  le  résullat  du  paragraphe  o  et  les  théorjincs 
démontrés  plus  haut.  Puisque 

r' 
lim  :^  =  a, 

y 

on  peut  écrire 

la  fonction  'f(:r)  ayant  zéro  pour  limite  pour  x  =  oo.  Il  en  résulte 
que 

\      [«-h?(Jr)]r/jf 

Si  donc  on  prend  le  produit 

il  en  résultera  que  ce  produit  tend  vers  zéro,  quand  x  augmente 
indéfiniment.  Nous  retrouvons  donc  bien  le  résultat  obtenu  plus  haut. 

8.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  les  coefficients  de 
Téquation  linéaire 

d^  y  dy 

sont  des  fonctions  complexes  de  la  variable  réelle  x,  ces  coefficients 
tendant  vers  />©  et  q^  quand  x  tend  vers  -h  oo.  En  posant 


nous  avons  Téquation 


'7-- 


du 


Supposons  que  l'équation 

a'  -h  /?o  M  -h  ^0  =  <> 

ait  pour  racines  a  et  j3,  la  partie  réelle  de  a  étant  plus  grande  que 
celle  de  p. 
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Soit 

on  aura 

(5)  ^=(P-.)    f-^P'^^1   . 

dx  ^  M*H-/?oW-+- ^0 

Soient  \u  —  a  |  =  /•  et  \a  —  ^  |  =  p.  Nous  désignerons  par  £  une 
quantité  positive  fixe,  mais  aussi  petite  qu'on  voudra.  Dans  le  plan 
de  la  variable  complexe  w,  les  deux  équations 

loc      =  —     »  oc-  =  -f- 

'='p  £  ^p  e 

représentent  deux  petits  cercles  C  et  C,  comprenant  respectivement 
à  leur  intérieur  les  points  a  et  ,3.  Si  u  est  tel  que 


log' 


< 


la  partie  réelle  du  second  membre  de  Téquation  (5)  sera  négative, 
si  X  est  suffisamment  grand  ;  en  effet,  le  dénominateur  restera  fini, 
et  pour  a:  =  00  le  numérateur  devient  égal  au  dénominateur  et,  par 
suite,  comme  la  partie  réelle  de  ^  —  a  est  négative,  l'assertion  est 
évidente.  Nous  aurons  ainsi,  en  posant 

T—  négatif  dans  les  conditions  indiquées.  On  en  conclut  donc  que, 
pour  X  très  gi^and,  la  fonction  réelle  r  va  en  diminuant  du  moment 
qu'elle  est  comprise  entre et  H — • 

Supposons  que  pour  la  valeur  initiale  Xq^  prise  assez  grande, 
ç  soit  compris  dans  cet  intervalle  ;  il  ira  en  diminuant,  et,  s'il  des- 
cend au-dessous  de >  il  lui  restera  toujours  inférieur.    Dans  ce 

dernier  cas,  x^  aura  nécessairement  —  00  pour  limite,  puisque  e  est 
aussi  petit  que  l'on  veut,  et  f(  aura  alors  7. pour  limite. 

On   pourrait   craindre  (|iie  ç  n'atteignît  jamais   —  ->  et   eût,    par 

suite,  allant  toujours  en  décroissant,  une  certaine  limite  finie  /: 
u  resterait  toujours  dans  ces  conditions  à  Textérieur  des  courbes  C 
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et  C.  L'équation  (5)  nous  donne 


dx  L  *  u^  —  poii  --70J 


en  désignant  par  la  lettre  A{a)  la  partie  r*'*elle  de  la  quantité  «1  :  «foù 
nous  concluons 


X  —  x^  = 


le  dénominateur  ne  s'annulerait  pas  a  partir  d*une  valeur  suffisam- 
ment grande  de  x,  et  il  serait  très  voisin  de  «*H.(^  —  a).  Donc,  r  ten- 
dant vers  Ij  le  second  membre  resterait  fini,  tandis  que  le  premier 
devrait  augmenter  indéfiniment. 

Le  seul  cas  où  u  pourrait  ne  pas  avoir  x  pour  limite  serait  celui 
où,  c  étant  donné,  il  arriverait  qu*à  partir  de  la  valeur  de  x.  pour 

laquelle  t-  est  négatif  quand  r  est  compris  entre  —  et  -h  >  cette 
fonction  v  fût  toujours  supérieure  à  -•  Mais  alors  la  limite  de  v  serait 

nécessairement  -|-oo  et,  par  conséquent,  u  aurait  ,3  pour  limite. 
Nous  arrivons  donc  à  la  même  eonelusion  qu'au  paragraphe  o,  mais 

dans  un  cas  plus  général  :  la  limite  de  u  est  en  général  7.^  et  elle  peut 

cependant  exceptionnellement  être  égale  à  ,3  (*). 

On  tirerait  de  ce  résultat  la  même  conclusion  relative   à  Texis- 

tence  d'un  nombre  a  tel  que 


ait  zéro  pour  limite,  quand  x  augmente  indéfiniment;  mais  on  Ao'\{ 
remarquer  qu'avec  ce  mode  de  raisonnement  le  cas  où  les  parties 
réelles  de  a  et  ^  sont  égales  se  trouve  ici  exclu  :  nous  savons  alors. 

d'après  le  paragrapiie  6,  que  ^^  peut  ne  pas  avoir  de  limite. 

M.  Poincaré  a  étendu  le  théorème  que  nous  venons  d'établir  poui- 
une  équation  du  second   ordre  à  une  écpialion  (Tonlro  quelconque. 


(>)  Ce  théorème  est  du  à  M.  Poincaré,  qui  Fa  établi  dans  sun  Mémoire  de  V Ame- 
rican Journal  of  Mathematics  (Vol.  VII,  n°  3),  Sur  les  ef/uations  linéaires  aux 
différentielles  ordinaires  et  aux  différences /i nies.  Comparer  sa  dOmonstralion  avrc 
celle  que  nous  donnons  dans  le  lexle. 
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til  il  ji  démontre  le  fliéorême  suivant,  que  Roui  nous  bornerons  à] 
i^noncer. 

Considérons  réquaûon  linéaire  d'ordre  n 


pi 


^-^PnX^O, 


,-*-/?S  =  o 


*il  soient  /^J,  *  '  *  1  /**  '*î^  valeurs  de  /î»,  . , . ,  //«  pour  x  ==  x.  En  sup- 
posant que  les  racines  de  inéquation 

-3« -h /ij  ::'•-* -i-. 

aif*nl  leurs  punies  réelles  distinctes,  le  quotient— a  toujours 

f imite  qui  est,  en  général,  la  racine  dont  ia  partie  réelle  est  ia 
plus  grande^  mais  qui  peut  ej^cepiionrtellement,  pour  cerlaines 
intégrales,  être  égale  à  une  des  autres  racines. 


»up- 
une  V 


< 


H^  —  Sur  une  classe  particulière  d'équations  linéaires  auxquelles 
s^appUque  une  transformation  de  Laplace.  Équations  à  coefÔ* 
cieûts  du  premier  degré  et  équations  à  coefacients  constants. 

4V  \*vs  équations  dont  nous  voulons  parler  sont  les  équations  de 
h  fonnr 

aà  Im  €a«fiitcients  U  sont  dt«s  pol  vu  ornes  de  degré^.  Nous  traiterons 
tin  us  €#tle  Secliou  le  cas  le  plus  simple  dep=:i«  qui  est  d'ailleurs 
telui  où  U  méthode  réussit  d'une  manière  complète. 

Cherchons,  avec  t.44place^  a  exprimer  liï  Taide  d'une  intégrale 


/' 


#(«>€**<*», 


I 


d«ivs  laqueUe  lr$  limites  %  et    ^3  sont  des  quaniiiés   indépeodanles 
dn  jr^  que  l'on  déterminerai  ultérieuretneni*  et  r(^)  représenle  une 

four  lion  inconnue  de  z.  On  aura 


»y  *\*ui*t—di. 
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Calculons  les  produits 

ily  d'**y 

^  '        dx  '  '         dx"* 

En  intégrant  par  parties,  il  vient 

xy—  j           vxe^-'dz       =     {v  e^)^     —  j     -j-^^'dji, 
• » 


v{z)z*'*xe^'dz^{vz^e'-*)\—  /        ^  e^  dz. 


dx*^      ^ 


Supposons  la  fonction  r  et  les  constantes  a  et  ^  telles  que 
En  posant 

Téquation  différentielle  devient 

/•Pr  d(vz"*)  1 

/      1"  ^0  — ^^      -^-  ^o*''»'"  —  •  •  •    ^-'  c^-s  =  o. 

L'expression  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  .r.  Nous  égalerons  donc 
tout  naturellement  à  zéro  cette  expression  pour  déterminer  i^,  qui  se 
trouvera  alors  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 

gp(5)-wQ(5)=o, 

P(s)  et  Q(5)  étant  des  polynômes  de  degré  m  en  z. 

En  nous  plaçant  donc  dans  le  cas  gAiéral  où  les  a  et  b  sont  des 
constantes  quelconques,  on  aura 

dv^ 


V  P{z)        '         5  — a,  z-aL,n 

et  Ton  prendra 

n  s'agit  maintenant  de  déterminer  a  et  fri;  c'est  ce  qui  peut  se  faire 
de  manières  variées. 
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10.  Quand  ).i,  X2,  ...,  Am  ont  leurs  parties  réelles  positives,  on 
pourra  prendre 

a  =«1,         P  =  a/        (t  =  2,  ...,m) 

et  intégrer  en  prenant  un  chemin  quelconque  de  a,  à  a,.  Les  condi- 
tions 

(t;5*c")2  =  o        (A:  =  1,9.,  ...,m) 

sont  bien  vérifiées,  puisque  v  s'annule  alors  pour  5  =  a  et  pour  3  =  f>. 
On  obtiendra  ainsi  m  —  i  intégrales  visiblement  holomorphes  dans 
tout  le  plan;  il  résultera  de  ce  que  nous  allons  dire  plus  bas  qu'elles 
sont  linéairement  indépendantes. 

On  peut  obtenir  ces  m  —  i  intégrales  d'une  manière  un  peu  diffé- 
rente qui  conviendra,  quels  que  soient  les  signes  des  parties  réelles 
des  X.  Nous  procéderons  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  dans  le 
cas  des  intégrales  hjpergéométriques  (p.  32 1).  Soit  a  un  point  quel- 
conque. Nous  considérons  un  chemin  fermé  C|  partant  de  a  et  y 
revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  ai,  et  pareillement  un  chemin 
fermé  C2  partant  de  a  et  y  revenant  après  avoir  tourné  autour  de  a-j. 
Nous  allons  prendre 

a  =  ?  =  er, 

le  chemin  total  d'intégration  étant  formé  des  parties  suivantes  : 
Cl  parcouru  dans  le  sens  positif,  puis  C2  parcouru  dans  le  sens 
positif,  ensuite  Ci  parcouru  dans  le  sens  négatif,  et  enfin  C2  par- 
couru aussi  dans  le  sens  négatif.  Dans  ces  conditions,  la  fonction  i* 
retrouve  à  la  fin  sa  valeur  initiale,  et  les  conditions  voulues  sont  bien 
vérifiées.  Chaque  combinaison  (a,,  a/)  nous  donne  ainsi  une  intégrale 
holomorphe.  * 

11.  On  peut  adopter  bien  d'autres  chemins  d'inlt'gration;  les  che- 
mins suivants  vont  nous  conduire  à  m  intégrales,  dont  il  sera  intéres- 
sant d'étudier  les  valeurs  pour  x  réel  positif  et  très  grand.  Nous  nous 
plaçons  dans  le  cas  tout  à  fait  général  où  aucune  relation  spéciale 
d'égalité  n'existe  entre  les  coefficients  de  l'équation  différen- 
tielle. 

Prenons  un  des  points  a,  soit  a|.  Par  ce  point  je  mène,  du  côtr 
des  \  négatifs,  une  parallèle  P  à  Taxe  \  des  quantités  réelles,  en  ayant 
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posé 

>«  =  Ç  -h  er,. 

Nous  allons  prendre,  comme  chemin  d'intégration,  une  sorte  de 
lacet  ayant  son  origine  à  Tinfîni  négatif  sur  celte  droite  P.  Le  point  a 

Fig.  ai 


P  v^ 


représente  dans  la  figure  le  point  à  l'infini  sur  P;  le  lacet  se  compose 
de  la  portion  ayo,  d'un  cercle  C  de  rayon  r,  et  de  la  portion  /?p,  le 
point  ^  coïncidant  à  l'infini  avec  a  sur  la  droite  P. 

En  supposant  que  la  partie  réelle  de  x  soit  supérieure  à  celle 
de  —  [X,  l'intégrale  correspondante 

*  a 

aura  un  sens,  et  les  conditions  complémentaires  seront  vérifiées. 
Nous  obtenons  donc  ainsi  m  intégrales  de  l'équation  dilTérentielle. 
Nous  allons  chercher  comment  se  comportent  ces  intégrales  pour 
X  positif  et  très  grand. 

Nous  ne  diminuerons  pas  la  généralité  en  supposant  ai  =  o  et  rem- 
plaçant X  par  X —  UL,  ce  qui  revient  à  supposer  [jl  =  o.  Nous  avons 
alors  l'intégrale 

/  5> I (  5  —  «j  )^«  . . .  (  z  —  a„i )>m  e^^  dz. 

Prenons  d'abord  l'intégrale 

/         z*x ( z  —  aj )>i . . ,  ( z  —  a,;i y-m  e^^  dz . 

Je  dis  qu'elle  tend  vers  zéro,  quand  x  augmente  indéfiniment  en 
étant  positif.  On  a,  en  effet,  pour  z  négatif  et  inférieur  à  —  /*, 

;  z>.t  (;:  -  a,  )).,...(  5  —  a,„  )>■«.  ,  <  e-«, 

e  étant  une  quantité  positive  convenable.  L'intégrale  sera  donc  en 
valeur  absolue  moindre  que  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 


L 


e^^x-t)  dz,  c'est-à-dire  , 
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et  tendra,  par  conséquent,  vers  zéro  pour  a:  =  00.  Pareillement,  le 
produit  de  l'intégrale  par  j?^,  k  étant  une  constante  quelconque,  tend 
vers  zéro  pour  x  infini. 

Il  faut  maintenant  étudier  l'intégrale  le  long  du  cercle  C,  en  par- 
tant de/>  et  y  revenant.  Nous  commencerons  par  envisager  l'intégrale 


i 


z^e^'dz 


le  long  de  ce  cercle,  et  par  chercher  la  limite  du  produit 

pour  j7  =  -f-oo.  Posons  xz^= — y;  nous  aurons,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  l'intégrale 

Jy>^e-ydy, 

prise  le  long  d'un  cercle  F  de  rayon  rx^  et  en  partant  du  point  rx 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  y.  Cette  intégrale  est  une  fonc- 
tion bien  déterminée  de  \\  quand  À  a  sa  partie  réelle  supérieure  à  —  i , 
on  voit  de  suite  que  l'intégrale  a  pour  valeur 


et  par  suite,  pour  j?  =  00,  nous  avons  la  limite 

(e«Xic/_,)r(X-hi), 

r(Â  -f-  i)  désignant  la  fonction  eulérienne  de  deuxième  espèce. 

Ce  résultat  sera  général,  quelle <jue  soit  la  valeur  de  la  partie  réelle 
de  X.  On  remarquera  que  ce  produit  est  différent  de  zéro,  sauf  quand 
X  est  un  entier  positif  ou  nul.  Quand  X  est  un  entier  négatif,  la  fonc- 
tion r  devenant  infinie,  le  produit  n'est  pas  nul. 

Si  nous  revenons  maintenant  à  Tintégràle  proposée,  nous  dévelop- 
perons, z  ayant  un  module  suffisamment  petit, 

z\{z  —  aj)^»  .  . .  (c  —  «,„/•«. 
en  série  de  la  forme 
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et,  en  appliquant  alors  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver,  il 
apparaît  que  le  premier  terme  de  ce  développement  donne  seul  une 
limite  différente  de  zéro,  quand,  multipliant  Tintégrale  par  x^t^\  on 
fait  x  =  H-oo  (on  exclut,  bien  entendu,  le  cas  où  X|  serait  un  entier 
positif).  Quelques  explications  sont  cependant  nécessaires  pour  élre 
complètement  rigoureux. 

Reprenons,  en  supposant,  comme  il  est  permis,  le  rayon  /•  du 
cercle  C  suffisamment  petit,  le  produit 

arXt-Hi   /  (Ao-3^»-H  Ai5^i-^-*-f-.. .)  éf--*^c/5. 

Désignons  par  R/,  le  reste  de  la  série 

AoH-  Ai-5  -+-... 

quand  on  s'arrête  après  le  terme  A„5".  On  sait  que,  étant  donnée  une 
série  entière,  on  peut  trouver  deux  nombres  (jl  et  p,  tels  que 

et  l'on  aura  alors 

Nous  avons  à  étudier  la  somme 

a?^i^»   /  Ao  s^«  e^'dz  -}-... -h  ar>t-»-i    /  A«^^i-»-«  e*'  dz 
vS)  { 

«^ 

On  voit  de  suite,  en  posant  zx  =  — y,  que  la  dernière  intégrale  est 
égale  à 

fhny^^e-rdf, 

en  désignant  par  A  un  lacet  dans  le  plan  de  la  variable^  partant  du 
point  rx  et  y  revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  l'origine.  Son 
module  est  aonc,  à  un  facteur  numérique  près  ne  dépendant  que 
de  X|,  moindre  que  le  module  de 
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Donc,  quel  que  soit  x,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le 
reste  de  la  somme  S  soit  inférieur  à  tel  nombre  qu'on  voudra,  car  on 
peut  supposer  rp  -<  i .  On  fera  maintenant  croître  x  indéfiniment,  et 
pour  les  autres  termes  de  (S),  qui  sont  en  nombre  fini,  on  n'a  qu'à 
appliquer  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  Le  premier  seul  donne 
une  limite  diflérente  de  zéro. 

Nous  pouvons  donc  conclure  en  disant  que,  sauf  le  cas  exclu,  le 
produit  de  l'intégi^alo  par  j7^i"^"*  a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro 
pour  .r  =  -f-oc. 

On  a  supposé  ai  =  o.  En  donnant  à  a,  une  valeur  quelconque  et 
rétablissant  le  terme  dépendant  de  (jl,  nous  reviendrons  à  l'intégrale 

n«lative  au  lacet  qui  correspond  à  a|.  Pour  être  ramené  au  cas 
(le  a,  =  o,  il  suffit  de  remplacer  z  par  ai -|- 5,  et  c'est  par  suite  au 
produit 

que  nous  avons  à  appliquer  le  résultat  qui  vient  d'être  établi.  Nous 
a>ons  donc  le  théorème  suivant,  qui  résume  cette  discussion  : 

fin  désignant  par  y  i  l'intégrale  correspondant  à  cl^j  le  produit 

yi  e~"*«'jp^i"*'* 

a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  pour  x  =  -i-  x. 

là.   Les  m  points  singuliers  a  nous  donnent  ainsi  m  intégrales 

^'i>    .>'i.     •••»    y  m-  , 

Le  théorème  précédent  i^a  nous  permettre  aisément  de  démon- 
trer qu'elles  sont  linéairement  indépendantes.  Supposons,  en  effet; 
que  nous  ayons  la  ixMation 

Haujjoons  los  a  dans  Tortliv 


on  supposant  quils  soionl  ainsi  rauirés  par  ordre  décroissant  de  gran- 
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deur  de  leur  partie  réelle  :  nous  aurons 

Faisons  tendre  x  vers  rinfini;  lous  les  termes,  sauf  le  premier,  ont 
zéro  pour  limite,  puisqu'on  a 

et  le  premier  facteur  a  une  limite  finie,  tandis  que  le  second  tend  vers 
zéro.  Nous  aurons  donc 

C,  =  o 

et,  en  continuant  ainsi,  nous  trouverions 

C,  = . . .  =  Cm  =  o. 

Le  théorème  est,  par  suite,  établi. 

13.  Nous  avons  supposé  que  nous  étions  dans  le  cas  général.  Bien 
des  cas  particuliers  peuvent  se  présenter;  leur  étude  ne  présente  pas 
de  difficultés  sérieuses.  Contentons-nous  de  considérer  le  cas  où  il  y 
aurait  deux  racines  égales  pour  le  polynôme  P(w)  (§  9).  Nous  aurions 
alors,  en  supposant  a,  =  a^, 

dv 

dz  Xt  >.i  Xj 

—  ji  -^  - 


i'  (  5  —  ai  )'        ^  —  ai        5  ~  «3 

et,  par  suite. 

On  pourra  toujours  «onsidéror  un  lace!  analogue  à  celui  que  nous 
avons  formé  tout  à  Tlieurc,  qui  nous  donnera  une  première  intégrale. 
On  voit  moins  immédiatement  comment  on  pouiTa  avoir  une  seconde 
intégrale,  celle  qui  correspond  à  un  chemin  joignant  a,  à  a.^  quand 
ces  deux  points  sont  distincts.  Il  est  possible  d'approcher  du  point  a, 
de  telle  sorte  que  f  tende  vers  zéro.  Soit 

5  -  -  ai  —  .j(  rosO  -h  /  «in  0  ) 
et  soit 

*       —  -  —  [  c(>s(0  -H  a)  —  / siii(0  -h  a  )|. 


5 -a,        p   R 
P.  —  lll. 
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Il  faudra  que  cos(9  -f-  a)  soit  négatif.  Il  y  aura  donc  une  certaine 
direction  a,  a:,  et  d'un  certain  côté  de  celle-ci  (à  droite  par  exemple 
dans  la  figure  25)  on  aura  les  directions  pour  lesquelles 


5-a, 


tend  vers  zéro,  quand  z  se  rapproche  de  qi|.  Si  l'on  prend  alors  uii 
chemin  partant  de  oc,  dans  une  de  ces  directions  et  revenant  en  ai 

Fig.  25. 


également  à  droite  de  a,x,  mais  après  être  passé  à  sa  gauche,  l'inté- 
grale correspondante  ne  sera  pas  nullt  en  général  et  donnera  une 
seconde  solution  de  l'équation  linéaire  correspondant  a  la  racine  a|. 

14.    Indiquons,   comme  exemple,    une   équation  rencontrée   par 
Bessel  dans  des  recherches  de  Mécanique  céleste  : 

En  appliquant  les  résultais  précédents,  on  a 

et,  par  suite, 

*  =  .  I  —  5*  •••-*. 

On  a  ici 

ct|  =.  —  i\         «»«  —  —  I. 

En  jvirticulicr,  I  intégrale  holomorphe  sem  ^donnée  par  l'intégrale 
définie 

qui  u  A  ^le  $<rns  d  ailleurs  que  >i  U  partie  rt^lle  de  m  e>t  positive.  En 
ehanireant  c  eu  ^i\  on  ramènera  imiuixiiaieuieni  I  iatê^nrdle  précédente 
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- 


à  la  forme 


.^i^m-i  ctns^d^^ 


doût  le  développement  en  sérk  entière  est  bien  facile* 
Citons  encore  l'équallon^  1res  voisine  de  la  précëdeiilCj 

d^u       I  du  _ 

«r*         r  dr  —     * 

qui  se  déduit  ile  réqiiation  aux  dërivée!$  partielles 


(a) 


—  a 


quand  on  suppose  que  u  ne  dépend  que  de  la  distance 


(/application  de  la  mtHhode  de  La  place  cundiiit  à  Fintëgralc 


/''     e^*^  ds 

"  =  L  7^ 


qui  donne  la  iioliitimi  du  firoblèjne  de  IV'quilibie  calorifique  d\me 
plaque  [indelinie  rayonna  ni  au  dehors,  avec  une  source  a  Forigine, 
problème  correspondaat  à  requalion  (a), 

L^inlégrale  u  est  nulle  pour  r  =:3c,  et  Ton  démontre  aisément  que, 
pour  r^o,  u  devient  infini  comme 

I      î 
^  r 

ce  qui  correspond  à  la  source  calorificjue  placée  à  Forigine. 

IS.   Cherchons  encore  ce  que  donne  la  méthode  de  Laplace  pour 
une  équation  à  coefiicients  constants 


En  posant 


'     PL 

et  faisant  la  substitution  dans  le  premier  memine  de  Féquation  dilFé- 
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rentielle,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substitution, 

I      v/(  z  )  e--^  f/z, 
•   a 

en  posant 

Nous  ne  pouvons  pas  ici  former  Téquation  différentielle  don- 
nant V.  L'application  immédiate  de  la  méthode  ne  donnerait  donc 
que  v  =  o.  Mais  l'intégrale  précédente  sera  encore  nulle  si  nous 
prenons  a  =  ^,  et  si  nous  intégrons  le  long  d'un  contour  fermé  à 
l'intérieur  duquel  le  produit 

soit  holomorphe.  \insi,  l'équation  proposée  sera  vérifiée  si  l'on 
prend 

P(Z) 

P(5)  étant  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un  contour  le  long 
duquel  on  prendra  l'intégrale  qui  donne  y.  La  méthofie  de  Laplace 
conduit  donc  tout  naturellement  à  la  méthode  d*intégration  des 
équations  à  coefficients  constants  développée  par  Cauchy  dans  un 
Chapitre  de  ses  anciens  Exercices, 

On  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  forme  élémentaire  des 
intégrales  des  équations  à  coefficients  constants.  Soit  a  une  racine 
multiple  d'ordre/?  de  Téquation  caractéristique 

et  considérons  un  contour  C  n'enveloppant  que  cette  racine.  Nous 
pouvons  prendre 

(S  —  a)/'        {z  —  a)/'-  •  (S  -  a)  ^    " 

G(c)  étant  holomorphe  dans  i\  et  les  constantes  A  étant  arbitraires. 
Nous  avons  à  calculer 

/  V  e^-^  dz. 
•  c 

Pour  avoir  le  résidu  de  iv'-^,  on  pose  z  =  7.-\-  h\  il  faut  prendre 
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le  coefficienl  de  j  dans  le  développement.  On  trouve  ainsi  iminédia- 
tement 

expression  dans  laquelle  les  C  sont,  comme  les  A,  des  constantes 
arbitraires.  On  obtient  donc  ainsi  les  p  intégrales  correspondant  à 
la  racine  multiple  d'ordre  //. 

Faisons  encore  une  remarque  intéressante  relative  aux  équations  à 
coefficients  constants*  Je  prends  Fintégrale 


le  long  d'un  cercle  C,  ayant  l'origine  pour  centre  et  comprenant  à 
son  intérieur  toutes  les  racines  de/(j).  Montrons  qu'on  peut  déter- 
miner le  polynôme  \^{z)  d'ordre  m  —  i  de  telle  sorte  que 

tfy  d^n    \  y 

^'     llx'     '"'     dr"'   • 
aient  des  valeurs  donnres  à  l'aK^ana*  pour  jc  =  o.  On  a 

Or  soit,  pour  z  très  j4;rand, 

f(  Z\  z  z^-  '  "^      5'"  *  "  ' 

\,,  ...,  V,;,  seront  arbitraires  si  \\z)  est  un  polynôme  arbitraire 
d'ordre  /;/  —  i .  Les  valeurs  des  A  se  trouveront  déterminées  de  proche 
en  proche  en  l'oncliou  des  \aleurs  initiales  de  y  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  Tordre  m  —  i .  On  peut  remarquer  qu'il  résulte  de  là  que 
l'ensemble  des  inté^nalrs  cot  t'f*spottdanl  à  chacune  des  racines  de 
C  équation  caractéiistique  forme  bien  un  système  fondamental. 


III.  —  Application  générale  de  la  transformation  de  Laplace  au  cas 
des  équations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes; 
représentations  asymptotiques  de  M.  Poincaré. 

16.   Nous  n'avons  étudié  dans  la  Section  précédente  que  le  cas  où 
les  polynômes  P  (§9)  sont  du  premier  degré.  Arrivons  à  l'équation 
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générale 

où  les  coefficients  P  sont  des  polynômes  de  degré  p  en  x. 
Nous  reprenons  Tintégrale 

y  =  I     v{z)  e^^ dz. 

Nous  avons  plus  haut  transformé,  au  moyen  de  l'intégration  par 

parties,  les  produits 

dy  d'*^  y 

*^'        dx*     *      '         dx"^ 

Considérons  maintenant  les  produits 

dy  d'*^y 

m  y,     TP^.     ...,     ^z'-^— • 

Nous  nous   servirons  à  cet  effet  de  la  formule  d'intégration  par 
parties  généralisée,  à  savoir 


.h 


dPV  ^        ,,dP-^\       dV  dP-^Y 
dzP  dzP-^         dz    dzP-^ 


On  a  ici 

xPy=^  I     vxP  e^-'  dz. 

Nous  poserons  donc 

U  =  t^,         V  =  e--^, 
et  l'on  aura  alors 


?  ,  ,   r^       dPv  ^ 

s'^-T — dz. 
dzP 


rPy  =  {vxP-^  e^')\^('^xP-'^  e-^\    -h.  . .— (—  i)P-^  f     e^ 
Seniblablement,  pour  réduire 


d'»y         r^ 
xf       '     —    /      vz'"xPe^^dz, 

dx^n         .  / 

on  posera 

U  =  vz"*,        V  =  e*', 
et  l'on  a  ainsi 


d^"  y  Cl  r^        dP(vz"*) 

.rP  -r-^  =(vz'''xP-^  e^^V  —  ...—  (—i)p-^  I     c«* — 1- 'dz. 

dx'^  *  ,/  dzP 
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Soit  maintenant 


P//l==     C;„X/'-f-.. 


€t  considérons  dans  l'équation  diflérentiello  transformée  l'intégrale 
définie  qui  y  figure.  Celle  inléj^rale  est 


f 


La  quantité  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  x.  En  Tégalantà  zéro, 
nous  obtiendrons  une  équation  linéaire  et  homogène  en  i'  d'ordre  />, 
dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  de  degré  m  en  z.  Ce  sera 
l'équation 

(6)  (Co«"'H-C,5"-i-h  ..-+-C,„)^ -+-.-. =  o. 

Si  l'on  peut  choisir  une  fonction  v  satisfaisant  à  l'équation  précé- 
dente, et  si  l'on  peut,  par  un  choix  convenable  de  a  et  p,  s'arranger 
de  manière  que  les  termes  intégrés  soient  nuls,  on  aura  une  solution 
de  l'équation  proposée.  Les  termes  intégrés  sont  de  la  forme 

'^^  L      dzf^  U  VA'  =  o,  i,-2,  ...,m       / 

On  voit  donc  que  /a  transforma  lion  de  Lnplace  ramène  r  inté- 
gration de  Inéquation  proposée  d^ ordre  m  à  celle  d  une  équation 
d'ordre  p. 

17.  M.  Poincaré,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  montré  comment  on 
pourrait  réaliser  toutes  les  conditions  exigées  pour  l'application  de  la 
méthode,  et  comment,  de  plus,  on  peut  ainsi  étudier  les  valeurs  des 
intégrales  de  l'équation  proposée  pour  x  très  grand  et  s'en  allant  à 
l'infini  dans  une  direction  déterminée,  que  nous  pouvons  supposer 
d'ailleurs,  sans  diminuer  la  généralité,  être  la  direction  positive  de 
l'axe  réel. 

Nous  supposons  aussi  que  Cq  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  les 
degrés  rf^  P|,  ...,  Pm  ne  surpassent  pas  celui  de  ?„.  Enfin,  il 
n'existe  aucune  relation  particulière  d'égalité  entre  les  coefficients 
des  polynômes  P. 
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Dt^igiions  j3ar  a,,  a^,  . . . ,  a,„  les  rac*ines  de  rr(|ualioii 

(iO  sont  les  points  siii(;iiliers  de  l'équation  linéaire  (<))  donnant  v. 
l/équation  (<>)  a,  dans  le  voisinaj'e  de  chacun  de  ces  points  sin*;u- 
liers,  m  —  i  intégrales  lioloniorphes  (  *  ),  et  Ton  a  une  //i'*""'*'  intégrale 
de  la  forme 

(  Z  —  7|  T'^i  3i<  5  K 

Çi^^w)  étant  liolomorplie  dans  le  >oisinage  de  a,. 

(^mme  nous  Tavons  fait  dans  la  Section  précédente,  menons 
par  le  point  a,  une  parallèle  I)  à  Taxe  réel  du  coté  des  5  n*'ga- 
tifs  yt  ^\-\-  itx).  Nous  allons  prendre  pour  r  l'intégrale  non  liolo- 
morplie dans  le  voisinage  de  a,.  Quand  v  s'en  va  à  Tinfini  dans  cette 
direction,  nous  savons  (  Jj  2  de  ce  ("«hapitre  >  que  l'on  peut  trouver 
un  nombre  ui  tel  que 

az  <fi'^ 

tendent  \ers  xén>,  quand  v  s'éloigne  ainsi  à  l'infini,  et,  en  augmen- 
tant ;jL  s'il  est  nécessaire,  il  en  sera  de  même  des  produits 

*A-  </'«  r 

i/z  */3-* 

quel  que  soit  l'exposant  v. 

Kn  dt*signant,  c»uume  pivct'ilemment,  par  at  et  li  le  point  à  l'intini 
sur  la  drtùle  D,  les  conditions  «  -  »  sen>nt  vérifiées  si  j-  est  positif  et 
sut)is;imment  i:raud.  i>n  formera  encort*  le  lacet  considéré  au  para- 
siraplie  HK  et  nous  ohliendrt»us  ain>i  un  svslème  de  m  intégrales 


v^   Nt^ws  n/ïï'*  ^•j'kp;»\»M;^  ^ur  Ox'    ^«.^  tVv^ujîion 


m.>it^»^  ««UMir  4*^  .V  îv\<r.î.  On  x   »:.   e «   ^ffrt.  ^  54iîi«,  <«  Mib«tît«aat  uie  série 

ïv^x-r»^!   Mnf  î>rî*  jir^.irA,!^^^^;,     r<   >^;Trs  -*>  .V^c^n»*»»*:  wlr  f«^»clie  ca  proche. 
V^»*»:  A  U  v'\^Axrr3C>Mt  ><-.  ^c...  V.    .tr-.v  -r;r.-  ;-.i :    ^>  rc\v\«>**  Ae  .^^«i^raiSMi  dont  bous 
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correspondant  respcclivemenl  aux  points  ai,  a2,  ...,  a,,,.  Nous 
n'avons  maintenant  rien  à  changer  aux  raisonnements  développés 
dans  le  paragraphe  1 1,  et  nous  avons  donc  encore  la  conclusion  sui- 
vante : 

Les  produits 

tendent  vers  des  limites  finies  et  différentes  de  zéro  (sauf  le  cas 
d'un  ).  entier  et  positif)  quand  x  tend  vers  -|-  oc. 

18.  Dans  un  second  Mémoire  sur  les  intégrales  irrégulières  des 
équations  diflerentielles  linéaires  ('),  M.  Poincaré  a  complété  le 
résultat  précédent  en  montrant  qu'on  pouvait  en  déduire  certaines 
expressions  asymptotiques.  Nous  avons  trouvé  au  paragraphe  1 1 
que  le  produit 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

>«■»-»  f  \o3^t  e-^  dz  -h... 


X' 


les  intégrales  correspondent  au  lacel  L,  dont  les  deux  extrémités  sont 
à  l'infini  dans  la  direction  indiquée  et  qui  tourne  autour  de  ^  =  o. 

L'intégrale  le  long  de  L  se  compose  d'une  partie  rectiligne  et  d'une 
partie  circulaire  le  long  de  C.  Pour  la  partie  rectiligne,  nous  savons 
que  le  produit  de  l'intégrale  |)ar  une  puissance  quelconque  de  x  tend 
vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment.  Bornons-nous  donc  à 
considérer 

ar^«-^»   /  Ao-»^«  e^'  dz  -^  . .  .  -^  xh-^^  j  A„  z^^^"  e^^  dz  -^  a7>i-»->   /   R„z>i  e»*  dz. 

•/c  J{',  Je 

Rappelons-nous,  d':iulre  part,  que 


(M  H.  PoiNCAiiK,  Sur  les  intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires  {Acta 
mathematica,  t.  VIII  ). 
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peut  s'ëcrire 

_^  ( e«'A,7:/ __  ,  )    r  (  X,  ^  ^  _u  I )  —  ^    /A.+A  e-y  dy    . 

Or,  le  produit  de  IMulégrale 

/     ^X,-+-A-  c-y  dy 

par  une  puissance  quelconque  de  ar  a  pour  limite  zéro  pour  x  infini. 
De  même  le  produit  du  dernier  terme  de  (S)  par  x^  a  zéro  pour 
limite  quand  x  augmente  indéfiniment.  Pour  le  voir,  reportons-nous 
encore  au  paragraphe  H  et  au  dernier  terme  de  la  somme  S 

Le  nombre  n  est  maintenant  déterminé.  D'après  Fexpression  de  R|„ 
on  voit  de  suite  que  le  module  du  produit  de 


■Z"" 


est,  à  un  facteur  numérique  près  indépendant  de  x,  moindre  que 
celui  (le  l'eipression 

T   i  —  rp 

Le  produit  étudié  tend  donc  bien  vers  zéro  pour  x  =  cc. 
Il  en  résulte  que,  si  Ton  pose 

I  X  X"  J 

/e  produit 

x"(  y:,  —yi  e-^v^x'>^t^^) 

tend  vers  zé/n  pour  x  =  -\-  yo.  C'est  ce  que  l'on  exprimera  en  disant 
que  le  produit 

yi  e   ^i-*  :Ai-*^ 

est  représenté  asymptotiquement  par  la  suite  2. 
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19.  Reprenons  l'expression  de  I'inlrj2:rale 

•1- 
Il  résulte  du  para^aphe  précédent  que 

[A|(Ai-^i)                A„(À,-- n. .  .(X,-4- w  )        Soi 
An-^ •-.  .  .-4- ! :  I  » 

Co  tendant  vers   zéro  avec  -:  nous  avons  remplacé  r(A|  4-2),  ..., 

r(A|  -h/ï)  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  VÇk^  -f-  1).  Ecrivons  ce 
développement  sous  la  forme 

•^*  \  X  or»        T»/ 

En  étudiant  de  la  même  manière  Tintéj^rale 

on  trouve  immédiatement  le  développemeiil 

a.r  \  .r  r"        .r"  / 

Cl   tendant   vers   zéro  et  les  termes,  à  Fexception  de  -ije*i^J?~^«~', 

provenant  de   la  diflérentiation  de  yt ,  quand    on  négligée  -^-  On   a 
finalement,  en  allant  jusqu'à  la  dérivée  d'ordre  m, 

dx'"  \  X  X»        X'*  I 

t„i  tendant  vers  zéro  avec-,  et  les  termes,   à  Texception  de  celui 

X  ' 

qui  contient  e;,,,  provenant  de  la  dérivation   m**"*  de  ri,  quand  on 

Substituons  ces  valeurs  de  r,  et  de  ses  dérivées  dans  le  premier 
membre 


fix"i         C„.r/' -+-...    dx'"-^     C  xi'-^.. 
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<l(î  r(M|iialion  «lillrrenlielle;  les  coefficients  des  puissances  successives 

«le  -  «lans  le  résultat  de  cette  substitution  doivent  s'annuler,  puisque /i 

est  un  entier  qui  peut  (Hre  aussi  grand  'qu'on  veut.  Les  constantes 
a,,  A,  et  les  coefficients  P  sont  donc  ceux  qu'on  obtient,  quand  on 
cherche  i\  écrire  (|ue  l'équation  est  vérifiée  par  une  série  de  la  forme 


r»«.^j7-X,   j/Po-f-  ^'  -h  ^l  -+-   ..V 


Or,  c'est  là  un  problème  que  nous  avons  déjà  cherché  à  résoudre» 
(Chapitre  XI,  §22)  ;  nous  avons  trouvé  m  valeurs  de  a»,  et  à  chacune 
de  ces  valeurs  a  correspondu  un  développement  de  la  forme  précé- 
dente. L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pourri  coïncidt» 
donc  a\ec  un  de  ces  développements,  et  nous  avons  vu  que  ceux-ci 
sont  en  général  divergents.  iSous  arrivons  donc  au  théorème  suixant. 
dû  à  M,  Poincaré  (toc.  cil,): 

Les  m  déveiop/temenis  rfiVer^e/i/5  de  la /orme 

reprèsenietii  asy^mptotiqurmeni  m  iniésrrales  de  l'équation  diffé- 
rentielle, quand  x  i*ran*{it  indéfiniment  en  étant  positif. 

Nous  )i>ons«  dans  tout  ce  qui  précède.  sup|Kisé  que  x  augmentait 
îndélinimenl  en  étant  n^el  et  positif.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  para- 
graphe %^.  il  est  jM^ssihle  d'étendre  cette  théorie  au  cas  où  x  s'éloigne 
à  rintini  a\tH^  un  argument  déterminé  queh^onque:  mais  il  est  impor- 
tant de  riMuarquer  que  les  m  développements  divergents  de  la  forme 
prt^edente  ne  rt*prt*>entenmt  pas  asvmplotiquemenU/MMir  iout  argu- 
ments les  mêmes  intégrales.  Pour  certaines  valeurs  de  cet  argument, 
il  \  aura  |vas<sAg«^  brusque  d'une  intégrale  à  une  autre,  du  moins  en 


IV         Ai^catkMiS  d#s  M^tkodks  d 
à  la  r^^tirclie  d«s  ralMtrs 

it^.   l.e^  re>uitAt>  qut^  ïïv>u>  ji\\^u>  v^blrtiM>  Ji\ev  M.  I\>incaré  dans 
U  ><vtu^u  jMr\x*t>»Wtttc  iv^urr-jiiettt  étnr  ^tjilyi>  et   mMiC  étendus  en 
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variant  un  peu  les  procédés  d'approximation  successive  dont  nous 
avons  déjà  fait  usage  en  plusieurs  endroits  de  cet  Ouvrage.  Sans 
approfondir  complètement  la  question  à  ce  nouveau  point  de  vue, 
envisageons  une  équation  linéaire  de  second  oi*drc 

d^y  dy 

où,  dans  le  voisinage  de  a:  =  oo.  les  coefficients />«  et  yy^  sont  suscep- 
tibles d'être  mis  sous  la  forme 

a,       a, 

séries  convergentes  pour  \x\  suffisamment  grand. 

Posons 

Y-  e^^\. 

On  voit  de  suite  que,  si  Ton  pren<i  pour  la  constante  X  une  racine 
de  Téquation  du  second  degré 

<8)  ).»    -/^/«À    }-/io=o» 

on  a  une  équation  de  la  même  forme  (a),  mais  où  le  coefficient  rem- 
plaçant 60  sera  nul. 

Posons  ensuite 

Y  -  cV-*z\ 

on  a,  en  prenant  ^  de  telle  sorte  que 

aofx  4-  ^,  =  0, 

une  équation  encore  de  même  forme,  mais  daus  laquelle  le  coefficient 
de  s  n'aura  pas  de  terme  en  -• 

Finalement,  nous  pouvons,  sans  diminuer  la  généralité,  envisager 
l'équation 

d^y        l  rti  \  dy        {ht        />j  \ 

En  faisant  les  réductions  précédentes,  on  obtiendra  d'ailleurs  une 
équation  avec  un  ^o  positif,  cl  une  avec  un  a^  négatif,  si  nous  sup- 
posons réelles  les  racines  de  l'équation  (8). 


4l4  CHAPITRE    XIV. 

21.  Nous  allons  étudier  Téqualion  (9),  en  supposant  a©  négatif,  et 
il  est  clair  qu'on  peut  le  supposer  égal  à  —  i ,  en  remplaçante  par  Arx 
{k  convenable  et  positif). 

Nous  envisageons  donc  l'équation 


(10) 


et  nous  nous  proposons,  afin  d'étudier  ses  intégrales  pour  x  positif 
et  très  grand,  de  procéder  par  approximations  successives. 

22.  Commençons  par  une  remarque  préliminaire.  Soit  l'équation 

o\xf{x)  est  une  fonction  continue,  s' annulant  pour  j:  =  -+-  00,  et  telle 
que  l'intégrale 

ait  un  sens.  Ou  voit  alors  bien  aisément  que  l'expression 

y  =1  e^  I    f{x)e-^  dx  —    1    f{x)dx-^h        (A  étant  une  constante) 

satisfait  à  ré(|uation  (10),  et  que  l'on  a 

y  =.  h         pour         a:  =  -+-«. 

23.  Ceci  posé,  formons  les  approximations 

dx"^  dx  ' 

fîiL»  —  f^  __ /^ _^-   \ùi  _/^«^   ^^ 

dx^  dx    ~       \x  Jdx  \t«  K*' 

d^yn       dyn  ('^A^       \  dy„-x        (  br  \ 

dx^     17"    [x  '^"')irr'~ \^*~^"')^"-'' 

tous  les  r  prenant  la  valeur  h  pour  x  =  -\-cc. 

En  appliquant  la  formule  du  paragraphe  précédent,  on  aura  de 
suite  Tex pression  de  jK/i  »»  Talde  de  yn-t,  mais  on  peut  la  simplifier. 

en  intégrant  par  parties  les  termes  qui  renferment -=~^;  on  trouve 
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ainsi,  sans  aucune  difficulté, 

les  a  et  les  p  s'expriuiant  de  suite  ù  laide  des  a  et  des  b. 

La  démonstration  de  la  convergence  uniforme  de  yn  vers  une  limite 
(à  partir  d'upe  valeur  suffisamment  grande  de  x)  se  fait  de  la  uianière 
suivante.  On  a 

yn—yn-ï^e-'' J      «"(^-+-  ^  -^'"j(yn-i—yn--t)dx 

Or,  soit  M/i  le  maximum  de  \yn-\  — yn^'i\  depuis  une  valeur  suffi- 
samment grande  a  de  x  jusqu'à  +  oo.  On  a  manifestement 

q  étant  un  nombre  fixe  inférieur  a  un ^  si  a  est  assez  grand.  J3e  là 
résulte  la  convergence  de  la  série 

y  =  y\'^^yt—y\)-^"'-^(yn-yn-i)-^'-'. 

à  la  manière  d'une  progression  géométrique  décroissante.  On  démontre 
enfin  que  la  limite  de  cette  série  satisfait  à  l'équation  différentielle 
proposée,  en  reprenant  un  raisonnement  déjà  fait  bien  des  fois. 

Nous  avons  donc  obtenu  une  intégrale^  de  l'équation  (lo),  ten- 
dant vers  A,  lorsque  x  tend  vers  l'infini  positif. 

Relativement  à  la  quantité  q  considérée  plus  haul,  on  voit  aisément 
que  l'on  a 

K  étant  une  constante  fixe  ;  cette  remarque  nous  sera  utile  dans  un 
moment. 

24.  Il  va  être  possible  d'obtenir  une  valeur  asymptotique  de  y. 
Soit  jD  un  nombre  entier  fixe  supérieur  à  n.  Reprenons  chaque  terme 
de  la  série  y. 

iVous  avons  d'abord yi  =  A;  pour  j^a  — y^  nous  avons 
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et,  en  intégrant  par  parties,  on  met  cette  expression  sous  la  forme 
A,        A,  A;^,        \p-ht,, 

H 7  -h.  .  .H r  H » 

X         x^  j?/'-'  .ri* 

tp  étant  nui  pour  x  =  x.  En  prenant  ensuite  ^j  — ^j,  on  trouve  sans 
peine  le  développement 

B|  Bj  Bp-i-r-tp^i 

---h  ^3  H-.. .H — (liine,,-,  =  opourx  =  oo). 

On  aura  pour^j»  —  >',  la  forme 

—,    H r    -f-  .  .  .  H (  lllll  £«_•  =  O   pour  X  =  00  ), 

et  allons  ainsi  jusqu'à  y„  — ^„_|,  qui  pourra  s'écrire 


Nous  avons  donc  pour^'^,  qui  est  la  somme 

.ri  -^(rt  —  xo -*-•"•+■  (rn  —  Vn-i  », 
une  expression  de  la  forme 

^       H,       H,  Up-i       H^-t-v 

h  -* 1 r  H-. .  .H r  -i » 

X         x^  x/*-'  XP 

T^p  étant  nul  pour  a-  =  x.  Quant  au  reste 

(  Vrt.i  — _r«  »  — 

il  est  moindi^  que 


ip>  n). 


x"  x«-^» 


il  en  résulte  que  l'on  a 


-.A^lii-^iil  "-  *       H,_,^À. 


X  X'  x'-«  X""» 

les  H  étant  «les  constantes  que  les  calculs  précédents  déterminent,  et 
A^   ,  tendant  \ei*s  xéro  pour  x  =  x. 

Finalement,  si  nousiv\enons  à  1  équatiou  initiale  «  xk  nous  aurons 
une  i nié ^ mit*  rtcfc  Ai  reprêsenitiiion  asrmpioiitfUf* 

«'A*^  .r."*  I  /l    -  — ... I 

»  X  x=  X' 
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pour  une  valeur  donnée  (quelconque)  de  l'entier  /i,  les  coefficients  H 
étant  des  constantes  fournies  par  l'analyse  précédente,  et  e^^  tendant 
vers  zéro  pour  ar  =  oo. 

C'est  la  représentation  asyinptotique  analogue  à  celle  que  nous 
avons  obtenue  dans  la  Section  précédente;  le  développement  indé- 
fini 

,       H,       Hj 

h-\ i  -^  -^  -h... 

sera  en  général  divergent. 

25.  Dans  les  calculs  qui  précèdent,  nous  avons  pris  (§21)  l'inté- 
grale correspondant  à  a©  négatif.  Pour  l'intégrale  correspondant 
à  Uq  positif,  une  analyse  analogue  peut  être  développée,  un  peu  plus 
compliquée  toutefois  en  ce  qui  concerne  la  représentation  asymp- 
totique;  mais  je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'étudier  cette  seconde  inté- 
grale. 

J'aime  mieux  dire  un  mol  du  cas  où  les  racines  de  l'équation 

A*  -\     «0  )v  -+-  60  =  O 

du  paragraphe 20,  que  nous  avons  supposées  réelles,  sont  imaginaires; 
on  suppose  toujours  que  tous  les  coefficients  rt,  b  sont  réels.  Dans 
ces  conditions  on  reconnaît  que,  après  avoir  fait  les  réductions  du 
paragraphe  20,  les  nouvelles  quantités  a^  el  n^  sont  purement  ima- 
ginaires (de  la  forme  ai). 

On  aura  donc  à  partir  d'une  équation 


(2) 


S*(-.*ï— )§-('■.->-»• 


(Iq  et  ai  étant  purement  imaginaires. 

J'indiquerai  la  façon  dont  les  approximations  successives  doivent 

ici'étre  dirigées.  Envisageons  l'équation  linéaire  du  second  ordre  ayant 

les  deux  solutions 

I     et     e-«o^-<'i; 

elle  est  de  la  forme 

<ix-'        \  X        x^        x^  J  dx 

Désignons  par   ^{x)  le  coefficient  de  -j-  dans  cette  équation. 
P.  -  m.  27 
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Notre  équation  (S)  pourra  alors  s'écrire 
On  commence  par  rechercher  l'intégrale  de  l'équation 
se  réduisant  à  h  pour  J7  =  4-  oo,  en  supposant  comme  plus  haut  que 

/      /(  T  )  dx 

ail   un  sens.   Celte  recherche  simple  étant  faite,  les  approximations 
sont  indiquées  d'une  manière  générale  par  la  relation 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  pour  la  convergence,  les  fonctions  e"'^*^ 
et  x~^^  restant  de  module  fini  pour  x  très  grand.  On  arrive  ainsi  à 
deux  intégrales  représentées  asymptotiquement. 

26.  On  pourra  faire  une  application  immédiate  de  ces  derniers 
résultats  à  l'équation  de  Bessel 

6^«Jv         I    </Jv        /         ^*  \  J    - 
dx'^         T  dx         \         .r-/    ' 

L'équation  en  \  est  ici 
L'équation  en  [jl  (§  20)  est 

9  JJI  -h  I  =  o. 

On  a  donc  deux  représentations  asymptotiques 

les  ir  étant  conjugués  des  H.  En  revenant  à  des  intégrales  réelles  on 
a  l'intégrale 
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OÙ  ao  et  3o  sont  aihitraires.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  les  séries  entre 
parenthèses  sont  divcri:enieSy  et  donnent  seulement  des  représen- 
tations asymptotiques,  au  sens  où  nous  l'avons  entendu  dans  tout  ce 
qui  précède.  On  voil  (|ue  toutes  les  intégrales  tendent  vers  zéro 
pour  j:  :=  4-  X. 

Cette  forme  asymplolique  est  très  propre  à  étudier  les  très  grandes 
racines  de  Féquatioii 

On  voit  aisément  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  et  l'équation 
peut  s'écrire 

■  -        t^  1  "  /i  ~+~  -  // 

langr  —  Ko-^ :  ...H (€«  =  0  pour  a?  =  -H  x). 

X  :r" 

C'est  donc,  à  peu  près,  pour  les  grandes  racines,  l'équation 

laiijçj^  ^  Ko. 

et  l'on  établirji,  comme  conséquence  de  ces  indications,  que, 

étant  deux  très  grandes  racines  consécutives,  la  diflerence 

se  rapproche  indéfiniment  de  ~,  cpiand  p  grandit  sans  limites. 

V.  —  Étude  d'une  équation  récurrente;  théorème  de  M.  Poincaré. 

27.  JNous  terminerons  en  disant  quelques  mots  d'une  question  pré- 
sentant une  grande  analogie  avec  quelques-uns  des  problèmes  étudiés 
au  cours  de  ce  Chapitre. 

On  a  des  relations  récurrentes  entre  un  certain  nombre  de  coeffi- 
cients des  développements  en  séries  entières  des  intégrales  d'une 
équation  linéaire  ayant  pour  coefficients  des  polynômes.  Aussi  est-c(^ 
d'un  problème  très  important  concernant  ces  suites  (pie  je  vais 
m'occuper.  Nous  allons  nous  borner  à  une  relation  récurrente  entnî 

//„M,     ii„^i     et    w„, 
soit 
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OÙ  je  suppose  que  les  P  sont  des  polynômes  en  n  de  degré  /»,  soit 

P,  =t2  bnn  H- . . . , 
P,=  cn^-H 

et  Ton  suppose  que  Pa  ne  s^annule  pour  aucune  valeur  entière  et  posi- 
tive de  n.  En  fixant  les  valeurs  de  Uq  et  /<,,  on  calculera  de  proche 
en  proche  tous  les  u. 

Nous  allons  chercher  la  limite  de 

(pour  n  =  oc). 

CVest  un  problème  que  s^est  posé  M.  Poincaré  (  *  ),  dans  le  cas  général 
d'une  relation  entre  u^^  tiM^\y  •••<>  '</!+/»•  Exposons  son  analyse,  en  la 
prtW'isaut  (et  lui  donnant  plus  de  rigueur,  dans  le  cas  particulier 
indiqué. 

S^ily  a  une  limiie,  celle-ci  est  manifestement  racine  de  Téquation 

pour  /i  =  X.  i  Vst-à-ilii*^  de  Téquation 
\.\^  r3*-+- ^5 -H  a  =  o. 

Suppv>:!iOus  que  l\H]uation  ^A^  ait  ses  racines  x  et  ^  de  modules 
distincts*  ot  soit 

l«   >    3i. 

Nous  ;iiUou<  nu>ntn*r  que  Ai  iîmiif'  \^poar  n  :^x*  de 

Si  nous  tvri>on< 
nous  *>\M\s 


H    ÏV.Nv^iK.».  I*w**>.>frx  ,>A**~TBMU  ••  I^jbcW**»!*»»  :    XU 
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Posons 


ce  qui  nous  donne 


En  résolvant  par  rapport  à  X/,^,,  on  trouve 

p    X,,(l-4-e)-4-6^ 


X 


/i-t-i  = 


les  c  et  les  r^  étant  très  petits  avec  —  • 

Soit  M  un  nombre  positif  fixe,  pris  aussi  grand  qu'on  voudra  ;  on 
peut  prendre  n  assez  grand  pour  avoir 

5(1  -+-  e)  H 


I  -4-  T^  -f-  7)    « 


<iz|A, 


\z\  étant  plus  petit  que  M,  et  h  étant  un  nombre  donné  plus  grand 
que  un  y  mais  tel  que 

la  limite  du  premier  membre  est  en  effet  |3|  pour  /i  =  oo. 

Donc  M  étant  choisi,  et  n  étant  pris  assez  grand,  conformément  à  la 
condition  précédente,  s'il  arrive  que,  à  partir  de  cette  valeur  de  n, 

soit  moindre  que  M,  on  aura 

3 


XrtH-i    <    X,|   A 


<^'|X„  . 


Alors,  à  cause  de  cette  inégalité,  X„  tendra  évidemment  vers  zéro  ; 
par  suite,  Vn  tendra  ru^rs  ol. 

On  n'échapperait  à  cette  conclusion  que  si  M  étant  choisi,  et  la 
valeur  correspondante  de  n  en  résultant,  il  arrivait  que  |X„|  fût  tou- 
jours supérieur  à  M  ;  mais  alors  dans  ce  cas  X„  devrait  grandir  indé- 
finiment. On  aurait  donc 

lim  X„  •=  X, 

et  par  suite  liniv'n  =  p.  c.  <^.  f.  d. 
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28.  Un  cas  très  simple  est  celui  où  les  P  sont  des  constantes  (/?  =  o)  ; 
le  résultat  est  alors  intuitif,  car  Téquation  entre  X,,  et  X,,^,  est  alors 

V         _Pv 

7. 

a  et  j3  étant  les  racines  de 

cz'^-v-  bz  -k-  a  —  o. 

Connue    -  <1 1 ,  ou  bien  X,,  est  toujours  infini,  ou  bien  il  tend  vers 
zéro. 

On  voit  en  outre,  sur  cet  ensemble  particulier,  que  le  cas  où 


I  ^ 

est  de  tout  autre  nature. 
Ainsi,  soit 

on  aura 

Donc,  quand  n  augmentera  indéfiniment,  il  n'y  aura  pas  de  limite, 
si  le  rapport 

? 

est  incommensurable. 

29.  M.  Poincaré  a  [fait  une  application  remarquable  de  son 
théorème  à  Tétude  des  développements  en  séries  de  polynômes. 
Soient 

Mo?       «Il       •  •  • ,       W/», 

des  polynômes  en  a\  liés  par  une  relation  de  récurrence 

les  P  étant  des  polynômes  en  /*  el  ./•. 
On  considère  une  série  de  la  forme 

(U  .\„Mo-+-  Ai  //,  H-.  .  .—  \,^Un-^.  .  ., 

où  les  A  sont  des   conslanles.  La   limite  de  ^^-^^  est  la  plus   grande 
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racine  d'une  certaine  é(|uation,  racine  appelée  plus  haut  a.  Envisa- 
geons alors  la  série  de  puissances 

(a)  Ao-+- A,/-4  . ..-+- A„/'M- 

Elle  a  un  rajon  p  de   convergence.    La   condition  de   convergence 
pour  (  1  )  sera  en  général 

Si,  en  eiret,  cette  condition  est  remplie,  la  série  (i)  convergera; 
car,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /«,  on  aura 

p'  étant  compris  entre  a  et  p,  puisque  -^^  a  pour  limite  a.  Si,  pour 
fixer  les  idées,  ceci  commence  à  /<  =  o,  on  déduira  des  inégalités 

I  "o  I  I  Un-  I 

Tinégalité 

|M«.<Wop'". 

Donc  la  série  (i)  aura  ses  termes  de  modules  moindres  que  ceux  de 

la  série 

I  woA,ip'"  ■; 

par  suite,  elle  convergera. 
Si,  au  contraire,  on  a 

un  raisonnement  analogue  montrera  la  divergence.  La  courbe  limi- 
tant la  région  fie  convergence  sera  ainsi 

I  a     =  p. 

30.   Prenons,  comuje  application,  le  polynôme 

Un  =  {x  -H  v/^-«— i)" -+-  (a:  —  ^x^—xY. 
On  établit  facilement  la  relation  récurrente 


Un—ixu 


n-\  -r-  W/i-i  - 


L'équation  donnant  a  est  donc 

a* —  i:lx  -h  I  =  o. 
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Pour  X  complexe,  on  prend  la  racine 

X  -4-  ^.r*  —  I, 

de  plus  grand  module.  Or  on  a 

I 
an —  =r  IX, 

2 

Nous  avons  déjà  rencontré  (l.  il,  p.  3i4)  cette  transformation 
entre  a  et  x.  \  la  circonférence  de  rayon  /•  dans  le  plan  de  la  va- 
riable a  correspond  une  ellipse,  ayant  les  foyers  —  i  et  -f-  i  dans  le 
plan  de  la  variable  x, 

La  courbe  |a|  =  p  est  donc  une  ellipse  dans  le  plan  de  la 
variable  x. 

Les  polynômes  de  Legendre  se  traitent  aussi  bien  aisément.  Le 
polynôme  w„  est  donné  par 

I  r  d'Hx'^—\  )'* 

Un  = 5 • 

1"   \  .'x. .  .n         dx'^ 
On  a  la  récurrence 

nun  —  {in  —  \)xun-\^{n  —\)u.n-\—  o. 
L'équation  donnant  a  est  encore 

a' —  ililx  -+-  I  =  o, 

et  les  courbes  correspondant  à  la  limitation  de  la  convergence 
d' une  série  de  polynômes  de  Le  gendre 

sont  encore  des  ellipses  lioniofocales. 
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CHAPITRE  XV. 

SUR  QUELQUES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
INTÉGRABLES. 


I.  —  Équations  à  coefficients  constants. 

1 .  Nous  allons  indiquer  dans  ce  Chapitre  quelques  classes  d'équations 
intégrables.  Déjà  nous  avons  trouvé,  en  appliquant  la  méthode  de 
Laplace  (Chap.  XIV,  §  15),  la  forme  des  intégrales  des  équations 
différentielles  à  coefficients  constants  ;  ce  tjpe  est  le  premier  dont 
Euler  ait  donné  l'intégrale  générale. 

Reprenons  cette  question  pour  la  traiter  d'une  manière  plus  élé- 
mentaire. Soit  l'équation  à  coefficients  constants 

d"'  y  d"'-^y 

En  posant  y:=e^^  et  faisant  la  substitution  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substitution, 

oùf(z)  désigne  le  polynôme 

On  voit  donc  que,  pour  avoir  une  solution  e^^  de  l'équation  pro- 
posée, il  suffit  que  z  soit  racine  de  l'équation  caractéristique 

Supposons  d'abord  que  celle  équation  algébrique  de  degré  m  ait 
toutes  ses  racines  distinctes  :  on  obtiendra  m  solutions  distinctes  de 


I 

« 

1 

^1 

X; 

«m 

«î 

.1       . 

. .        »,7, 

=  «*^n(a/— at^) 

W-i 

1 

•  •             • 

aï'-  »      . 
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IVqualion  proposée  en  prenant  pour  z  les  m  racines  de  l'équation 

caractéristique,   soit  ai,  ao a,,,.  Pour  s'en  assurer,   il    suffit  de 

considérer  le  déterminant  formé  par  ces  m  solutions  et  leurs  m  —  i 
premières  dérivées.  Ce  déterminant,  en  désignant  par  s  la  somme 
des  racines  de  Téquation  caractéristique,  peut  s'écrire 


gSX 


Il  n'est  pas  nul,  puisque  toutes  les  racines  sont  distinctes,  et,  dans 
ce  cas,  la  solution  du  problème  est  complète. 

2.  Supposons  maintenant  que  l'équation /(s)  =  o  ait  une  racine 
multiple  a  d'ordre  p  ;  nous  aurons  bien  encore  la  solution  /?*^,  mais 
les  considérations  précédentes  ne  nous  donnent  que  cette  solution. 
Cherchons  à  exprimer  y  à  l'aide  d'une  fonction  de  la  forme 

où  V  désigne  une  fonction  inconnue  de  x.  On  trouve  immédiatement 
que  le  résultat  de  la  substitution  dans  l'équation  proposée  est 


et,  connue 


A  a  )  =  /'(  a  )=...=  //'->(»)  =  o. 


puisque  la  racine  a  esl  d  ordre  p,  on  volt  qu'on  satisfera  à  l'équation 
proposée  en  prenant  pour  v  un  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  i. 


(ly-l-    Ci^  -H. 


Cp-xxf'- 


où  les  C  sont  des  constantes  arbitraires.  .\  la  racine  multiple  d'ordre/? 
correspondent  donc  p  intégrales  particulières,  et,  dans  tous  les  cas, 
que  l'équation  caractéristique  ait  des  racines  simples  ou  des  racines 
multiples,  on  trouve  ainsi  m  solutions  particulières  de  l'équation 
linéaire.  Mais,  pour  que  lu  solution  du  problème  soit  complète,  il 
importe  de  montrer  que  ces  ni  solutions  forment  bien  un  système 
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fondamental,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  relation  linéaire  et 
homogène  entre  ces  m  solutions  (  *). 

3.  Considérons  donc  les  racines  distinctes  ai,  a^,  . . . ,  a»  aj^ant  des 
degrés  de  multiplicité  quelconques  ;  nous  aurons  prouvé  que  les  m  so- 
lutions précédentes  sont  distinctes,  si  nous  démontrons  qu'il  ne  peut 
pas  exister  une  relation  identique  de  la  forme 

(A)  Pi  tf«.'-h  ?,««.*-<-... -h  P„«a»*=o, 

où  Pi,  P27  •••,  P/*  désignent  des  polynômes  entiers  en  a?,  sans  que 
les  P  soient  identiquement  nuls.  La  démonstration  est  immédiate  dans 
le  cas  /i  =  1  et  /i  =  2 . 

Si  /i  =  1 ,  c'est-à-dire  si  l'équation  caractéristique  a  une  racine 
multiple  d'ordre  m,  la  relation  linéaire  et  homogène  précédente  prend 
la  forme 

ca»'(Go-h  G,  j:  -•-.  .  .-h  C,„_iar'«-»)  =  o, 

ce  qui  exige  C©  =  C|  =  . . .  ^  C;„_i  =  o. 
Si  /i  =  2,  on  devrait  avoir 

Pie«.-^-f-  P,  ««.'=0, 
ce  qui  est  impossible,  car  on  aurait  alors 

Pî 

Dr  une  fonction  rationnelle  ne  peut  être  égale  à  une  exponentielle 
qui  est  une  fonction  périodique  et  admettant  un  point  essentiel  à 
l'inlini. 

Il  nous  suffit  maintenant  de  démontrer  que,  si  une  identité  de  la 
forme  (A)  est  impossible  pour  n  —  i* exponentielles,  elle  est  aussi 
impossible  pour  n  exponentielles. 

En  posant 

a*— «1=  Pa-h 
l'égalité 

PlC*t*-+-...-i-  P„<j»»*=o 


(')  Ce  point  a  déjà  été  établi  d'une  manière  indirecte  à  propos  de  la  méthode  de 
Laplace  ;  la  démonstration  du  paragraphe  suivant  est  plus  élémentaire  et  plus 
directe. 
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devient 

P,  -H  P,  <jM  -+-...  h-  P„  <??«-•'  =  o, 

et,  dans  cette  identité,  toutes  les  lettres  ^  sont  différentes  de  zéro 
et  différentes  entre  elles.  Si  jjl —  i  est  le  degré  de  Pj,  différentions 
[JL  fois  cette  identité;  le  terme  Pi  disparaîtra,  et  nous  devrons  avoir 
identiquement 

Dans  cette  identité,  le  nombre  des  ^  est  égal  k  n  —  i ,  les  coeffi- 
cients des  exponentielles  sont  des  polynômes  en  ^,  qui  devront  être 
identiquement  nuls,  puisque  le  théorème  est  supposé  établi  pour  n  —  i 
exponentielles.  Donc  P.^  est  un  polynôme  qui  doit  satisfaire  à  l'équation 
différentielle  à  coefficients  constants 

dont  Téquation  caractéristique  est  visiblement 

(Î-hP,)I^=o. 

La  solution  générale  de  cette  équation  est 

<?-P«'(Go-h  Cl*-  -f-.  .  .-h  C{x-iarl*-*  ). 

Elle  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme,  puisque  ^i  est  différent  de 
zéro,  que  si  tous  les  C  sont  nuls.  Donc  P^  est  identiquement  nul.  11 
en  est  de  même  des  autres  polynômes,  et  le  théorème  est  démontré. 

4.  Au  lieu  d'une  seule  équation,  considérons  un  système  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  homogènes  du  premier  ordre  à  coeffi- 
cients constants 


SUR   QUELQUES   CLASSES   d'ÉQUATIONS   LINEAIRES    1NTÉGRABLR8.  4^9 

C'est  le  cas  qui  se  présente  en  Mécanique  lorsqu'on  étudie  les  petits 
mouvements  au  moyen  des  équations  de  Lagrange  et  en  se  bornant 
aux  termes  du  premier  ordre. 

On  a  un  système  de  solutions  en  posant 

où  les  A  désignent  des  constantes  et  \  un  nombre  convenablement 
choisi. 

En  eOet,  en  substituant  dans  les  équations  proposées  et  suppri- 
mant é^^  il  vient 

Ai(aii— X)-T- Ajaij  -+-• .  .-H  A,;,ai,„  =  o, 

Ai  ail  -H  Ai(aii— X;  H-. ..-+- A/;irti/,i  =  o, 


Aia,;,i  -HAja,„j  H-. .  .-h  A/,i(a,„,„  —  X)  =  o, 

ce  qui  exige  que  A  satisfasse  à  Téquation  caractéristique  de  degré  m 


/(X)  = 


«11  — X        au  aiirt 

«îi  «îî— X  aj,;| 


^ml 


^//lî  *^mm  —  A 


Si  les  m  racines  de  cette  équation  sont  distinctes,  à  chacune  d'elles 
correspondra  un  système  de  valeurs  pour  A, ,  Aj,  . . . ,  A;,,  et,  par  suite, 
un  système  de  solutions  pour  ri,  ya,  .,,^ym»  Aux  m  racines  dis- 
tinctes correspondent  donc  m  systèmes  de  solutions  particulières. 

o.  Supposons  maintenant  que  réquationy(A)  =  o  ait  des  racines 
multiples.  Pour  traiter  ce  cas  de  la  manière  la  plus  rapide,  nous  re- 
viendrons aux  expressions  de  y,,  y^,  . . . ,  y  m  par  des  intégrales  de  la 
forme 


r/^  /  Vi(z)e-^dz 


prises  le  long  d'un  contour  feniié,  et  dans  lesquelles  les  v  sont  des 
fonctions  à  déterminer. 

Substituons  dans  les  équations  différentielles;  nous  aurons  ///  inté- 
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grales  qui  devront  être  nulles  : 


I    [i'ia.,  ~V'î(«M— -•—...— •'m«î«i]<r^  ^5  =  O, 


—  ^l^^m\  —"—^m^flmm  —  Z)\e^  dz  = 


Ces  équations  seront  satisfaites  si  Ton  prend  pour  Tj,  v^^  .. .,  k-^ 
des  fonctions  telles  que  les  multiplicateurs  de  e^  se  réduisent  à  des 
fonctions  holoinorphes  de  s  à  Tintérieur  du  contour  le  long  duquel 
on  intt  gre.  Nous  pourrons,  par  exemple,  déterminer  les  fonctions  v 
à  l'aide  des  m  équations  linéaires  non  homogènes 


oii  P(^3  I  désigne  une  fonction  hoJomorphe  arbitraire. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  équations  est  précisément /'(5), 
et,  si  l'on  désigne  par  J;,  (5),  ...,  V«(^)  les  mineurs  du  premier  ordre, 
correspondant  à  la  première  ligne,  on  tirera  des  équations  précé- 
dentes 

'\x\Z)VkZ)                                                    <^,nKZ)VK  5) 
VxK  Z)  —    7 : >        •  •  •  >        i'm  <  -  >  =   -p. • 

Jkz)  /{^Z) 

Il  reste  à  fixer  le  contour  d'intégration.  Soit  a  une  racine  multiple 
d'ordre  p  de  Téquation  caractéristique 

nous  considérons  un  contour  C  n'enveloppant  que  cette  racine.  Nous 
avons  alors  à  calculer,  pour  obtenir  les^,  les  résidus  des  onctions  v. 
On  trouve  ainsi  immédiatement,  pour  la  fonction  t^,  par  exemple, 
que  ce  résidu  est  de  la  forme 

on  les  R  désignent  des  polynômes  déterminés  en  x  de  degré  p 1. 

On  pourra  donc  poser 
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et  l'on  aura  pour^o^  •••>  y  m  des  expressions  semblables,  avec  les 
mêmes  constantes   arbitraires  A.  mais  avec  d'autres  polynômes  R. 
Ou  voit  donc  ainsi  qu'à  une  racine  multiple  d'ordre  p  du  poly- 
nôme caractéristique  correspondent  p  systèmes  de  solutions. 


II.  —  Sur  une  classe  d'équations  à  coefficients  rationnels 
et  à  intégrale  générale  uniforme. 

6.  Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  à  coefficients 
entiers, 

OÙ  les  P  sont  des  polynômes  en  x,  dont  le  degré  est  au  plus  égal 
à  celui  du  premier  d'entre  eux,  P©. 

On  suppose  que  V intégrale  générale  est  uniforme,  et  que  tous 
les  points  singuliers  à  distance  finie  appartiennent  à  la  classe 
particulière  étudiée  par  M.  Fuchs  (Chap.  XI,  §  9).  Seul,  le  point 
à  l'infini  peut  présenter  une  singularité  essentielle. 

Halphen  a  donné,  au  sujet  des  équations  précédentes,  une  propo- 
sition très  intéressante,  que  nous  allons  faire  connaître  (*).  Remar- 
quons de  suite  que  si  l'on  pose 

R(a:)  étant  une  fonction  ratlonaelle,  l'équation  différentielle  en  z 
restera  de  même  forme,  c'est-à-dire  que  ses  coefficients  seront  encore 
des  polynômes,  le  premier  étant  de  degré  supérieur  ou  égal  à  celui 
des  autres.  Cela,  étant,  on  peut  fixer  a  priori  les  pôles  j?,,  x^-,  - . . 
de  toute  intégrale,  et  leurs  ordres  maxima  de  multiplicité,  que  nous 
désignerons  par  (jl,,  1x2,  Si  l'on  fait  alors  la  transformée 


{x  —  ar,  )M-.  (  ar  —  a7j  )l^i . . 


(')  Ces  équations  ont  été  considérées  par  Halphen  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  (t.  CI,  i885,  p.  i338);  il  les  avait  regardées  d'abord  comme  un  cas  limite  des 
équations  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uniforme,  et 
les  a  ensuite  étudiées  à  un  point  de  vue  plus  élémentaire. 
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nous  aurons  une  équation 

dont  l'intégrale  générale  sera  une  fonction  holomorphe^dans  tout  le 

plan.  En  posant  maintenant  z  =  TLe^^  où  a  est  une  constante,  on  aura 

encore  une  équation  de   même  forme,    dans   laquelle   le  coefficient 

de  Z  est 

a"*QoH-a'«-»Qi-h...-i-Q,„. 

On  peut  choisir  a  de  manière  que,{dans  ce  coefficient,  le  terme  de 
degré  le  plus  élevé  en  x  disparaisse. 
Écrivons  alors  l'équation  en  Z 

Le  polynôme  R^  est  alors  d'un  certain  degré  yo;  les  autres  poly- 
nômes R  sont  au  plus  de  degré  />,  sauf  Rm,  qui  est  au  plus  de  de- 
gré p  —  I .  On  aura 

^\  ^       a/ 


—  -»V  -r-  *«  r  9 

en  désignant  par  a«  les  diverses  racines  de  Ro.  L'équation  fonda- 
mentale déterminante  relative  à  Oj  est 

l^  somme  de  ses  racines  est 

m  (  w  —  I  > 

— i '• 

Puisque  Tintégrale  gt*nérale  est  holomorphe  autour  de  x  =  a/,  ces 
racines  sont  nécessairement  entières,  non  négatives  et  inégales  (sans 
quoi  il  v  aurait  des  logarithmes  dans  les  développements).  Leur 
somme  est  donc  au  moins  ég;ile  à 

JMt  IN  —  %\ 
o   -   I  —  >  — -^  y  m  —  I  »     ou 

1 

IVnc  a^  est  un  entier  ne5:,*tif  ou  nul  et.  jvjir  suite. 

U  >omnutiou  sotendwint  aux  ditft^rents  jHMUts  singuliers  <i/. 
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Ceci  posé,  supposons  que  R^  ne  soit  pas  nul  identiquement.  En 

^    dZ  rjf 

posant  -7-  ^  A  ,  on  a 
et,  en  différentianl, 

L'élimination  de  Z  entre  ces  deux  équations  donne 

et  cette  équation  est  toujours  du  même  type.  Le  rapport  des  deux 
premiers  coefficients  est  dans  cette  équation  : 

R,^R^__R^^ 

Ro         Ro  R/n 

I  R' 

Le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  -^  est  égal  à  />,  et 

R'    . 
dans  ■—  il  est  au  plus  égal  k  p  —  i ,  puisque  R;„  est  au  plus  de  de- 

"• 
gré/?  —  I.  Donc,  pour  l'équation  (4)  en  Z',  si  l'on  forme  la  somme 

analogue  à  Sa/,  on  trouvera  une  somme  supérieure  à  celle  que  l'on 

a  trouvée  pour  l'équation  (3)  en  Z. 

On  pourra  raisonner  sur  l'équation  (4)  comme  on  a  raisonné  sur 
l'équation  (3),  pourvu  que  le  dernier  coefficient  ne  soit  pas  nul,  et 
l'on  continuera  ainsi  tant  que  l'on  ne  sera  pas  arrêté. 

Or,  on  ne  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  car  la 
somme  désignée  d'une  manière  générale  par  Sa  est  un  entier  négatif, 
qui  augmente  à  chaque  transformation.  Il  arrivera  donc  un  moment 
où  l'on  aura  une  équation  dont  le  dernier  coefficient  sera  identi- 
quement nul  ;  par  suite,  comme  ces  équations  correspondent  aux 
dérivées  successives  de  Z,  il  y  aura  une  intégrale  de  l'équation  (3) 
dont  la  dérivée  d'un  certain  ordre  se  réduira  à  une  constante.  L'équa- 
tion (3)  admettra  donc  un  polynôme  comme  intégrale  partculière,  et, 
par  suite,  en  revenant  à  l'équation  (a),  en  tenant  compte  du  facteur 
exponentiel,  on  aura  une  intégrale  de  la  forme 

c«-^G(ar), 
0{x)  étant  un  polynôme. 

P.  -  III.  28 
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Et  nous  avons  enfin,  pour  l'équation  donnée  (i),  une  intégrale 
de  la  forme 

S(x)  étant  une  fonction  rationnelle. 

7.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  facilement  le  théorème 
d'Halphen,  d'après  lequel  un  système  fondamental  dHntégrales  de 
V équation  (i)  est,  sous  les  conditions  indiquées,  formé  par  les 
fonctions 

i?«.'S,(ar),     e^.'Stix),     ...,     ««.«'Sm(ar), 

les  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  étant  des  constantes 
qui  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes. 

Admettons  que  le  ihéorème  soit  établi  pour  une  équation  d'or- 
dre m  —  1  ;  nous  allons  le  démontrer  pour  une  équation  d'ordre  m. 
Cette  équation  admet,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégrale  de  la  forme 

^,=  6«t'S,(a:); 
si  l'on  pose 


y 


=  X\j  w^, 


l'équation  en  u  sera  d'ordre  m  —  i ,  elle  appartiendra  au  même  type, 
et  son  intégrale  générale  sera  uniforme,  puisque 

Soit  donc  une  intégrale  de  Téquation  en  w,  de  la  forme 

S^jr)  étant  rationnelle;  il  correspondra,  pour^,  une  intégrale 

y  =  Vx   I  e*"'  S  (JT)  dx. 

Cette  fonction  >•  doit  être  uniforme;  or,  en  faisant  la  réduction  d'une 
intégrale 

/  e^^  S{x)dx^ 
*. 

on  sait  qu'on  est  conduit  à  une  fonction  de  la  forme 
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2  étant  rationnelle,  et  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 
'  e^^  dx       ^    r  e^-^  d.r 


r  g>"g  dx         r  g>-y  d. 

J    X  —  a  J    x  —  i 


les  coefficients  A,  B,  ...  étant  des  constantes;  si  tous  ces  coefficients 
ne  sont  pas  nuls,  nous  aurons  des  termes  logarithmiques  dans  les 
développements  et,  par  suite,  l'intégrale  ne  sera  pas  uniforme. 
Aux  m  —  I  intégrales  de  l'équation  en  m,  formant  par  hypothèse  un 
système  fondamental,  correspondent  par  conséquent  m  —  i  intégrales 
de  l'équation  en  y  qui,  avec  j/",,  forment  un  système  fondamental  de 
cette  dernière  équation,  et  le  théorème  est  démontré. 

8.  On  peut  adjoindre  bien  aisément  au  théorème  d'Halphen  une 
réciproque.  Considérons  une  équation  linéaire  dont  un  système  fon- 
damental serait  formé  par  les  m  fonctions 

e«.'Si(ar),     e«.'S,(^),     ...,     ca«*S,„(x), 

les  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  des  constantes  qui  ne 
sont  pas  nécessairement  distinctes.  Il  est  évident  que  ces  fonctions, 
supposées  linéairement  indépendantes,  satisfont  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  m,  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  En  mettant  les  coef- 
ficients sous  forme  entière,  ces  coefficients  deviennent  des  polynômes, 
et  Ton  a  alors  une  équation  de  la  forme 

les  P  étant  des  polynômes.  Il  faut  prouver,  et  ce  sera  la  réciproque 
du  théorème  d'Halphen,  que  le  degré  de  Po  est  supérieur  ou  égal 
aux  degrés  rfe  P| ,  . . . ,  P„|. 

Le  théorème  est  immédiat  pour  m  =  i ,  car,  si 

on  aura 

dy 

dx  S',  (a?) 
=  ai  -H  -T-z — • 

y  ^ii^) 

Or,  si  Si(x)  représente  la  fonction  rationnelle  -rr»  ^ — (  est  égal  à 

V      Oi\X) 

u.v 
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et  le  degré  du  numérateur  est  inférieur  à  celui  du  dénominateur. 
Si  l'on  suppose  maintenant  le  théorème  établi  pour  m  —  i  fonctions 
de  la  forme  indiquée,  nous  allons  l'établir  pour  m  fonctions  de  même 
sorte.  Considérons  les  m  fonctions 

obtenues  en  divisant  par  e"«^S|(x)  les  termes  de  la  suite  donnée. 
Ces  m  fonctions  satisfont  à  une  équation  à  coefficients  entiers 

1  n'y  a  pas  de  terme  en  5,  puisque  l'équation  doit  être  vérifiée 
pour  z  :=  const.  Or,  si  l'on  pose 

dz 
on  aura  l'équation  d'ordre  m  —  i 

qui  admet  pour  intégrales 

et  ces  expressions  sont  de  la  forme  indiquée.  Le  théorème  étant  vrai 
pour  m —  I  expressions,  le  degré  de  Q©  n'est  inférieur  à  celui  d'au- 
cun des  autres  polynômes  Q,,  ...,  Qm-i. 

Si  maintenant  dans  l'équation  (5),  qui  est  du  type  cherché,  nous 
posons 

z=         ^ 

l'équation  transformée  en  preste  du  même  type,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit  plus  haut,  et  nous  avons  finalement  l'équation  cherchée  en  ^, 
où  le  premier  coefficient  est  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui  d'un 
quelconque  des  autres. 
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IIi:  —  Des  équations  différentielles  à  intégrale  générale  uniforme 

pour  tout  point  d'une  surface  de  Riemann* 

Cas  de  p  —  ii  équations  à  coefûcients  doublement  périodiques. 


9.  Considérons  uneéi|uati(>n  dont  i'iiit*5gra[e  générale  u  serait  uni- 
forme et  régulière  dans  le  voisinage  de  luul  point  (x,  y)  d'une  surface 
de  Riemann  définie  par  une  équation  al^^éi)rique/(^i  j^)  =^  o.  Les 
coefficients  d'une  telle  équation,  quand  le  premier  d'entre  eux  est 
supposé  égal  ù  un,  sont  des  fonctions  du  poial  analytique  (ar,  ^), 
restant  non  seulement  uniformes  et  régulières  dans  le  voisinage  de 
Umt  point  de  la  surface,  mais  restant  de  plus  uniformes  sur  la  surface 
entière  ;  ce  sont  donc  des  fonctions  rationnellt^s  de  jc  el^*  Nous  avons 
donc  une  équation  de  la  forme 


^.    .+  P,„«  =0, 


OÙ  les  P  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y.  Cette  équation 
n'est  pas  quelconque,  puisque  nous  supposons  que,  dans  le  voisinage 
d*un  point  quelconque  de  la  surface,  Tintégrale  générale  est  uniforme* 
L'intégrale  générale  n'est  d'ailleurs  pas  uniforme  sur  la  surface  tout 
entière,  c'est-à-dire  que,  si  Ton  part  d'un  point  et  qu'on  y  revienne 
après  avoir  décrit  un  contour  fermé,  ^intégrale  pourra  ne  pas  re- 
prendre la  même  valeur.  Il  n'en  serait  nécessairement  ainsi  que  si  le 
genre  p  de  f{x^  y)^^o  était  égal  à  zéro,  auquel  cas  la  surface  de 
Riemann  se  réduit  à  un  plan  simple* 

Tra<;ons  sur  la  surface  de  Riemann  les/?  rétrosec lions  (t.  II,  2*  éd., 
p.  4  r2  et  suiv.)  et  le  contour  total  K,  rendant  la  surface  simplement 
connexe,  formé  par  les  p  rétrosections  et  certaines  lignes  les  joignant 
deu3t  a  deux  à  la  manière  d'une  chaîne.  La  surface  étant  rendue  sim- 
plement connexe,  toute  intégrale  de  l'équation  diflérenlîelle  devient 
uniforme  si  le  point  {x^  y)  ne  traverse  pas  le  contour  K.  Si  nous 
prenons  deux  [joints  a  et  è  sur  une  rétrosection,  de  part  et  d'autre 
de  la  coupure  C^  par  exemple  (se  reporter  à  la  figure  de  la  page  ^^^î 
1. 11),  et  que 


représente  un  système  fondamental  d'intégrales,  celles-ci,  quand  on 
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passera  de  a  ea  6,  sans  traverser  K^  se  relrouveronl  avec  d'autres 
valeurs j  qui  seronl  nécessairement  de  la  foruie 


atni  £^1  -H  «Mii^t- 


■  "H  ^mtn  ^H 


les  a  étant  des  constantes.  Une  certaine  substitution  linéaire  corres- 
pond donc  à  la  coupure  C  ;  il  en  sera  de  même,  pour  chacune  des 
parties  des  rétrosecUons,  et  Von  a  ainsi  a/?  substitutions  linéaires. 
Quant  aux  lignes  joignant  deux  à  deux  les  rétrosections,  il  ne  leur 
correspond  pas  de  substitutions  nouvelles,  c'est-à-dire  que  les  substi- 
tutions correspondantes  sont  des  produits  des  substitutions  précé- 
dentes et  de  leurs  inverses.  Ainsi,  par  exemple,  supposons^  comme 
dans  la  figure  de  la  page  435  (t.  II),  que  la  rëtrosection  (CD)  soit  la 
dernière  de  la  chaîne  ;  prenons  deux  points  suv  pq^  dont  Tun  est  sur 
un  bord  de  cette  coupure  et  Tauire  sur  Tautre  bord.  Désignons  par 
S  et  S  les  substitutions  linéaires  correspondant  respectivement  aux 
coupures  C  et  D,  sur  lesquelles  on  aurait  marqué  un  bord  positif  et 
un  bord  négatif,  ces  substitutions  correspondant  au  passage  du  bord 
positif  au  bord  négatif;  la  substitution  correspondant  à  ^^  s'obtiendra 
en  faisant  le  produit  des  substitutions 

qui  correspond  à  la  rëtrosection  (C,  D)  tout  entière.  Nous  avons  donc, 
pour  tout  chemin  tracé  dans  le  plan,  à  combiner  les  a/i  substitutions 
correspondant  aux/i  rélrosections.  Il  y  a,  entre  ces  np  substitutions 


(6) 


Sj,    Xi,     S|,     Zf 


une  relation  facile  à  obtenir.  Si  Ton  décrit  le  chemin  K  tout  entier, 
la  substitution  correspondante  doit  être  la  substitution  unité,  puisque 
ce  eoiitour  rend  la  surface  simplement  connexe. 

Soit  d'abord  />  =  a  ;  en  partant  d%in  point  de  la  coupure  pq  et  en 
y  revenant  après  avoir  décrit  le  contour  R,  nous  aurons,  eu  choisissant 
convenablement  les  sens  positif  et  négatif  sur  les  rétrosections, 

La  relation  a  une  forme  moins  simple,  si/?  est  supérieur  à  deux; 
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prenons/?  ^  3,  et  supposons  que  les  réLroseclions  se  suivent  en  chaîne 
dans  Tordre  i,  3,  3,  On  aura,  en  dénommant  convenablemeut  les 
rélrosections  et  choisissant  convenablement  les  sens  positif  et  négatif, 

et  il  n'y  aura  aucune  dîffîcakë  à  obtenir  ta  relation  analogue  pour 
p  quelconque  (  '  ). 

Les  substitutions  (6)  ne  sont  pas,  en  général^  échangeables ,, 
c*est-à-dire  que  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles  dépend 
de  l^ordre  des  facteurs*  C^esi  cette  circonstance  tftti  fait  toute  la 
difficulté  de  la  théorie  des  équations  précédentes  et  ne  permet 
pa^  d'en  faire  une  théorie  simple;  aussi  nous  nous  bornerons  au 
seul  cas  où,  en  général,  les  substitutions  sont  échangeables,  je  veux 
dire  le  cas  p  =  i* 

10*  Soit  donc  maintenant /ï  =  i.  Il  n'y  a  qu'une  seule  rétrosection 
et  deux  substitutions 

Si,    S,. 

Elles  sont  échangeables  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  substi- 
tution correspondant  à  la  rétrosection  est  la  substitution  unité. 
On  a  ainsi 

S»SîSï'ST«  =  j, 

d'où  l'on  déduit  iminédiatetnent 

c'est-à-dire  que  le  produit  des  deux  substitutions  S|  et  S,  est  indé- 
pendant de  Tordre  des  facteurs, 

Nous  pouvons  donner  une  autre  forme  à  Téquation  difTérentielle 
qui  nous  occupe;  exprimons  à  cet ellet  les  coordonnées  x  et  j^àTaide 
de  fonctions  doublement  périodiques  d'un  paramètre  z.  Si  u  désigne 
Tintégrale  générale  de  Téq nation,  la  fonction  u  de  z  sera  uniforme 
dans  tout  le  plan  Je  la  variable  complexe  2,  puisqu'elle  était  uniforme 
dans  le  voisinage  de  tout  point  (jf,  y)  de  la  surface  de  Rieniann.  Nous 


(  ^  )  A  la  fin  (Je  son  M  ù  m  u  i  re  Sur  te%  fonctions  à  mulip  lica  teurs  {A  cta  matke^ 
maiica^  t.  XHI),  M.  AppcU  coriâdcre  quf^lqucs  pages  aux  cquaUojiâ  qui  rtouâ  occu- 
pent et  indique  quelques  eiemple^. 


^ 
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avons  doue  une  équation  de  la  foiiiic 


(E) 


les^  (z)  éUnt  des  fonctions  doublement  périodiques  de  z  aux  pé- 
riodes fiJ  et  t*i',  et  rintégrale  générale  étant  une  fonetion  uniforme 
n'ayant,  à  distance  finie,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

Les  deu3L  substilutions  S*  et  2,,  considérées  plus  haul,  corres- 
pondent respecliveinenl  au  cliangenient  de  -  en  ^  +  tu  et  5  -1- tt>'  ;  et 
dire  que  ces  substitutions  sont  écliangeables  revient  à  dire  que  toute 
intégrale  reprend  la  même  valeur  quand  on  change  i;  en  j;  H-  «u,  puis 
dans  le  résuUat  s  en  ^  H^  ti/  on  bien  quand  on  change  z  en  s  +  ti>', 
puis  dans  le  résultat  w  en  ^  +  m,  ce  qui  est  évident  puisque  l'intégrale 
est  unifonue. 


11.  Dans  ses  mémorables  recherches  sur  quelques  applications  des 
fonctions  elliptiques  (*)^  M<  Hermtte  avait  considéré  une  înlëgrale 
particulière  du  type  (E)  :  c'est  Téquation  de  Lamé 


£Z^ 


d£* 


[n(n-^i)k*m't£-hh]Xi 


où  sn^  désigne  la  fonction  elliptique  de  module Â%  n  un  entier  posiuf 
cL  h  une  constante  quelconque.  ÎVL  llermile  avait  montre,  par  un 
calcul  direct,  que  Tinlégrale  de  cette  équation  pouvait  être  obtenue 
El  Paide  des  transcendantes  de  la  tlicorîe  des  fonctions  elliptiques.  Le 
résultat  qui  se  présente  pour  Téq nation  de  Lamé  n'est  pas  fortuit; 
des  circonstances  analogues  se  présentent  pour  toute  équation  diOTé- 
renliellc  du  type  (E),  c'est-à-dire  pour  toutes  les  équations  linéaires 
i\  coeflicicnls  doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uni- 
forme {-). 

Partons  doncd^une  équation  (E)  à  intégrale  générale  uniforme,  cl 
désignons  par 


1 


(*)  Cu.  n^amT^r  Sur  quelques  apptîcaiionM  dei  fonctions  elliptiques  (  Camptes 

tendus,  ancrées  1877  et  suiv,  )» 

(^)  E.  l^cAtiD,  Comptes  rendus,  ^i  juillet  iS7g,  ig  jauvier  et  16  férrUr  iS8û,  €t 
Journal  de  Crelle,  t.  UO.  Voir  aussi  le  Tome  lï  du  Traité  des  /onctions  mltip- 
tiqaes  d'IlALriisî^,  cl  le  Tome  tll  du  Cours  d'Analyse  de  M,  Jûrdak^ 
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un  sjslème  fondamental  d'intégrales.  Les  fonctions 

Oi(z-l-a)),     Q,(5-HU>),      ...,     <pm('«-HW) 

seront  aussi  des  intégrales,  puisque  l'équation  linéaire  ne  change  pas 
quand  on  change  2  en  ^ -h  0). 
On  aura  donc 

<p,(z-+-w)  =  ai,   <pi(5)-i-a,i  <pî(-5)-h...-+-aj,«  <p,„U), 

les  a  étant  des  constantes.  D'après  le  théorème  fondamental  relatif  à 
la  réduction  des  substitutions  linéaires  (voir  p.  277  de  ce  Volume), 
on  peut  trouver  une  combinaison  des  o  à  coeffîcients  constants 

/i(z)  =  a,  <pi  (z)  -i-. .  .-H  a,;,  <p,„(z), 

qui  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  change  z  en 
z-\-ix).  En  général,  on  aura  m  combinaisons  de  cette  forme;  mais, 
dans  tous  les  cas  possibles,  on  en  aura  au  moins  une.  Soit  /^  une 
telle  combinaison  ;  j'envisage  la  suite  des  fonctions 

qui  sont  toutes  des  intégrales  de  l'équation.  Entre  les  n  -f-  i  premières 
de  ces  fonctions,  n  étant  inférieur  ou  égal  à  m,  existera  une  relation 
homogène  et  linéaire  à  coefficients  constants,  puisque  l'équation  ne 
peut  avoir  plus  de  m  intégrales  linéairement  indépendantes.  En 
prenant  pour/i  le  plus  petit  nombre  possible,  nous  aurons 

/i(iî-+-/iw')=  bi /i(z)  -h  bt /i{z  -^  tù' )  -\- ..  ,-h  bn  Alz  -^  ( n  —  i)ui'], 

bi  étant  différent  de  zéro,  puisque  autrement  on  aurait  une  relation 
linéaire  entre  les  n  premières  fonctions  de  la  suite.  Posons 

/j(z  +  a>')     =/,(z), 
/,(z-ha>')     =Mz), 


f„.i{z-hio')=/n(z), 

/n(z-hM')     =bift{z)^,:,-hbnfn(z)  (Ô|?^o). 

En   appliquant  encore   le  même   théorème   sur  les  substitutions 
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Unéairei;,  on  voit  qu'il  existera  une  combinaison  linéaire 

se  reproduisant  à  un  facteur  constant  près^  quand  on  change  ^  en 
:;H-to';  cette  combinaiïion  linéaire  ne  sera  certainement  pas  idenli- 
quement  nulle,  diaprés  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  n.  D'autre 
part,  la  fonction  f{z)  se  reproduit  aussi  comme  /(,  à  un  facteur 
constant  près^  quand  on  change  5  en  ^-hw.  Noué  avons  donc  pour 
intégrale  une  fonction  tp(:;),  jouissant  de  la  propriété  suivante  ; 

p.  et  jJt-'  étant  deux  constantes.  M.  Hermite,  qui,  dans  le  travail  cité,  à 
fait  une  étude  approfondie  des  fonctions  uniformes  à  discontinuïlés 
polaires  jouissant  de  la  propriété  précédente,  les  appelle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  seconde  espèce^  en  réservant  le  nom 
de  fonctions  doublement  périodiques  ordinaires  ou  de  première 
espèce  ^uj.  fonctions  de  cette  nature  correspondant  à  jj:=^'3=  i.  Vvecd 
cette  terminologie,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  fondamental  dans  cette  théorie  : 


Toute  équation  E  admet  toujours  pour  intégrale  une  /onction 
doublement  périodique  de  seconde  espèce. 

Le  théorème  précédent  ne  souffre  aucune  exception  ;  si  Ton  se 
borne  au  cas  général,  on  pourra  aller  plus  loin.  Nous  avons  trouve 
une  fonction  de  seconde  espèce  comme  inté|^rale  de  Téqualion  diffé- 
rentielle;  or  la  méthode  qui  nous  j  a  conduit  donnera  en  général 
m  intégrales  de  cette  nature,  et  Ton  peut  dire  par  suite  que  les  équa~ 
lions  E  ont  en  gêné  rai  un  sys  te  m  e  fort  dam  entai  d' in  t  ég  t  a  les  qu  i 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce, 

12,   On  peut  obtenir   facitemenl,   dans  tous  les  cas,  la  forme  des 
autres  intégrales  de  Téquation  donnée.  Soit  *iÉ(^)  l'inté^ale  double- 
ment périodique  de  seconde  espèce  qu^admet  toujours  Téquation  ;  en  j 
posant 

on  aura  pour  Y  une  équation  d'ordre  m  —  i,  du  type  E,  dont  rinté- 


I 
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grale  générale  sera  aussi  uniforme,  puisque 


Elle  admettra  donc  une  intégrale  "^2  (z)  doublement  périodique  de 
seconde  espèce,  et  Ton  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  de 
telle  sorte  qu'on  obtient  le  système  fondamental 

ri  = +1(^)1 

yi  =^i(z)f^t{z)dzf^,{z)dz, 


ym=^^i{z)j^t{z)dzj.,,j^,n{z)dz, 

^19  ^2}  •  •  M  ^/»  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce. 

13.  Si  l'on  veut  aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  d'introduire  les 
transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Je  renverrai, 
pour  l'étude  de  ces  transcendantes,  au  Cours  lithographie  de 
M.  Hermite  ou  au  second  volume  de  ses  Œuvres  (Note  ajoutée  au 
Traité  de  Lacroix). 

La  fonction  H(z)  de  Jacobi  va  jouer  le  rôle  essentiel;  c'est  une 
fonction  entière  de  z  satisfaisant  aux  deux  identités 

H(z^iu)=  — H(z), 

H(^-+-iu')=  — H(z)c     ^  V^t)^ 

iù  et  (!>'  étant  les  deux  quantités  que  Jacobi  désigne  par  2  K  et  2  /  K'. 
M.  Hermite  a  montré  comment  on  pouvait  décomposer  en  éléments 
simples  toute  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce. 
Considérons  une  telle  fonction  F(-s)  dont  les  multiplicateurs  (x  et  a' 
ne  puissent  être  mis  sous  la  forme  (x  =  e^*^,  [x'=e**^',  en  désignant 
par  h  une  constante  convenable  ;  l'élément  simple  est  alors  la  fonc- 
tion 
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on  peut  choisir  les  constantes  û  et  X  de  manière  que  les  muttipHca- 
teurs  de  cette  fonction,  qui  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce,  soient  (x  et  [jl'.  On  aura  alors 

(7)  F(z)  =  X.[\o/{z  -a)-^.. .+  A«D«/(5  -  a)], 

la  sommation  s^étendant  aux  difl*érents  pôles  a  de  F  dans  un  parallé- 
logramme (o),  (o')  ;  les  A  sont  des  constantes  et  le  symbole  D"  désigne 
une  dérivée  d'ordre  a. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a 

M.  Mittag-Leffler  a  montré  que  cette  formule  devait  être  modifiée  (*)  ; 
on  a  alors,  comme  élément  simple, 

et  il  vient 

(8)  F(5)  =  ao«?'^^+2[Ao/(^-a)-h...-hA«D« /(;:-«)]; 

dans  cette  expression  les  A  ne  peuvent  pas  être  des  constantes  arbi- 
traires ;  on  a  la  relation 

2(Ao-i-Ai^  -4-...-4-AaA«)e-*'»=o. 

Ce  résultat  s'applique  en  particulier  pour  /i=o,  cas  où  la  fonc- 
tion est  doublement  périodique  de  première  espèce. 

La  dérivée  logarithmique  de  U{z)  se  présente  constamment;  on 
la  désigne  par  ^(z). 

En  posant  donc 

ou  aura 

T,  étant  une  constante. 

14.  Nous  avons  dit  qu'en  générai  on  aurait  pour  une  équation  E 
un  système  fondamental  formé  d'intégrales  de  seconde  espèce.  U  est 


('^  MirTAO-LBFFLKK,   Complcs  rendus,  j6  janvier  iSSo. 
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intéressant  de  rechercher  dans  tous  les  cas  possibles  la  formule  des 
intégrales. 

Prenons  une  équation  E  du  second  ordre  ;  on  a,  comme  nous 
l'avons  vu,  deux  intégrales 

ài{z)  et  ^2(^)  étant  des  fonctions  de  seconde  espèce.  Nous  devons 
nous  rendre  compte  de  la  nature  de  l'intégrale  j^a  qui,  par  hypothèse, 
est  uniforme. 

Si  les  deux  multiplicateurs  de  ^2  ne  sont  pas  de  la  forme  e^^j  e^^'^ 
on  devra,  dans  la  formule  (8),  avoir  tous  es  A©  égaux  à  zéro,  sinon 
l'intégration  donnerait  des  logarithmes,  et  Ton  pourra  prendre,  par 
suite, 

^^^{z)dz  =  2[Ai/(2  — a)-4-...-+- AaD«-»/(3  — a)]. 


/' 


L'intégrale  ^2  sera,  comme  /i,  une  fonction  de  seconde  espèce  : 
c'est  le  cas  général. 

Supposons  maintenant  que  les  multiplicateurs  de  if^  soient  ^^  et 
gAto'.  alors  if2  sera  de  la  forme  (8),  et,  si  nous  supposons  hyéo^  on 
aura  d'abord  les  Aq  nuls,  puis  l'intégration  donne 


/■ 


^^(z)  dz  =  ^eàz^j:[A.i/(z  —  a)-h,..-h  Xol^*-^/(z  —  a)] 


avec  la  relation 

2(A,-t-...H- AaA«-»)c^«=o. 

L'intégrale  y2  ainsi  obtenue  sera  encore  une  fonction  de  seconde 
espèce. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  le  cas  A  =  o  ;  on  a  alors 

4;,(^)  =  ao-+- 2:[  Ao  ;(z  —  a) -^. .  .-h  Aa  D«  Ç(-s  —  a)]. 

Tous  les  Ao  devront  être  nuls  pour  que  l'intégrale  soit  uniforme, 
et  nous  aurons  par  suite  pourj^2  un  polynôme  du  premier  degré,  par 
rapport  à  ^  et  aux  Ç(.3  —  a),  avec  des  coefficients  qui  seront  des  fonc- 
tions doublement  périodiques.  Comme  d'ailleurs  la  différence 

î(^-a)-.î(^) 

est  manifestement  une  fonction  doublement  périodique,  nous  pou- 
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vons  dire  que  V intégrale  y 2  se  présente  sous  la  forme  d'un  poly- 
nôme du  premier  degré  en  z  et  ^  (z)  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  multiplicateurs. 

13.   Considérons  maintenant  une  équation  E  du  troisième  ordre  ; 
nous  avons  les  trois  intégrales 

ri  =  +ii       yt^'h  f  "^tdz,       yi==^i  I  hdzj ^idz, 

*}i>  '^'21  ^8  étant  des  fonctions  doublement  périodiques.  Nous  connais- 
sons la  forme  analytique  des  deux  premières  ;  nous  avons  à  rechercher 
la  forme  deys  supposée  uniforme. 
L'expression 

\>idz 


"^tj^z 


est  uniforme  ;  si  elle  est  doublement  périodique  (de  première  ou  de 
seconde  espèce),  nous  sommes  ramené  au  cas  précédent.  Dans  le  cas 
contraire ,  cette  expression  sera,  d'après  ce  qui  précède,  de  la  forme 

([))  p-+-Qa-)-+-R*, 

P,  Q,  R  étant  doublement  périodiques,  et  Ton  peut  admettre  que 
z  =  o  n'est  pas  un  pôle  de  Q  et  R,  car,  s'il  en  était  autrement,  il  suffi- 
rait de  remplacer  z  par  ct-hz^  cl  étant  une  constante  arbitraire,  pour 
réaliser  la  circonstance  que  nous  venons  de  dire.  On  peut  en  outre 
supposer  que  tout  pôle  a  de  l'expression  (9)  est  distinct  de  zéro. 
Nous  avons  donc  à  chercher  la  nature  de  l'intégrale 


f[P^QK{^)-i-nz]dz, 


qui  est  une  fonction  uniforme.  Soit  a  un  pôle  de  (9),  et  désignons 
par  />,  y,  r  les  résidus  correspondants  de  P,  Q,  R.  On  devra  avoir 
nécessairement 

et,  comme  a-{-<ù  sera  aussi  un  pôle,  on  aura  pareillement 
p-hq  ;(«)  4-  r{a  -Mo)  =  o. 

On  en  conclut  r  =  o,  et,  prenant  ensuite  le  pôle  a-f-o>',  on  aura 

/>-+-^[ï(«)-+-Tr.]  =0; 
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donc  /?  =  o,  q^o.  Les  résidus  des  fonctions  Q  et  R  sont  donc  nuls 
pour  lous  leurs  pôles,  et  Ton  peut,  par  suite,  écrire 

Qi  et  R|  étant  uniformes.  L'intégrale  cherchée  devient  donc 

elle  est  ramenée,  en  intégrant  par  parties,  à 

/[P-QiC(^)-Ri]«?^. 

Si  Q  et  R  sont  des  fonctions  de  seconde  espèce,  nous  pourrons 
prendre  pour  Q,  et  R|  des  fonctions  également  de  seconde  espèce,  et 
nous  aurons  par  conséquent  une  intégrale  du  type  déjà  étudié  ;  y^  est 
encore  un  polynôme  du  premier  degré  en  z  et  l^(z)  k  coefficients 
doublement  périodiques. 

Si  P,  Q  et  R  sont  des  fonctions  de  première  espèce,  Qi  et  R|  sont 
de  la  forme 

a  et  b  étant  des  constantes  et  'f{z)  une  fonction  doublement  pério- 
dique de  première  espèce.  Noire  intégrale  prend  alors  la  forme 

AA5C'(3)-+-B;(3)Ç'(5)-+-Cz-hDC(4f)-4-x(^)]û?z, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes,  et  y^  (z)  une  fonction  de  première 
espèce.  L'intégration  par  parties  nous  donne  des  termes  en 

et  il  reste  une  intégrale  de  la  forme 

A  étant  une  constante  et  à(z)  une  fonction  de  première  espèce,  inté- 
grale qui  se  réduit  elle-même  à  un  polynôme  en  5  et  J^(-5), 

En  résumé,  ^intégrale  y^  se  mettra  sous  la  forme  d' un  poly- 
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nome  du  second  degré  en 

z    et    X,iz) 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  z  aux  mêmes  multiplicateurs. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  pour  m  =  2  et  /w  =  3 
est  général,  et  il  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  G.  Flo- 
quet  dans  toute  sa  généralité  (*  )  ;  on  peut  l'énoncer  ainsi  : 

Dans  tous  les  cas,  V intégrale  générale  d'une  équation  E,  d'or- 
dre m,  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d^  un  polynôme  en  z  et  ^  (z) 
de  degré  m  —  i ,  les  coefficients  de  ce  polynôme  étant  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  aux  mêmes  multiplicateurs ,  On 
peut  l'établir  en  procédant  de  proche  en  proche,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  m  =  2  et  pour  /n  =  3  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

i6.  Comme  exemple  d'équation  E,  nous  devons  reprendre  l'équa- 
tion, déjà  citée,  de  Lamé  sous  la  forme  que  lui  donne  M.  Hermite, 

-—^  —  [n{n  -h\)k^  sn^z  -{-  h\y  =  0. 

On  voit  aisément  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
uniforme.  Les  périodes  sont  ici  2K  et  2/K',  et  il  n'y  a  pour  le  coef- 
ficient de  y  que  le  seul  pôle  iK!  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
riodes. Les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante  relative 

au  point  i[K  sont 

—  n    et    n-i-i. 

D'après  les  théorèmes  généraux  de  M.  Fuchs,  il  y  aura  une  inté- 
grale correspondant  à  la  plus  grande  racine,  c'est-à-dire  de  la  forme 

^1  =  ^;;  — iK')«-^-i4.(5), 

•i  (3)  étant  holomorphe,  différent  de  zéro  pour  z  =  iK!  et  ne  renfer- 
mant que  des  termes  d'ordre  pair.  Pour  la  seconde  intégrale  y^,  il 
pourrait  y  avoir  un  logarithme,  puisque  la  différence  des  racines  de 
l'équation  fondamentale  est  un  nombre  entier  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 


(')  G.  Floquet,  Comptes  rendus,  i.  XCVIII,  p.  8j.  On  pourra  aussi  consulter  à  ce 
sujet  le  Tome  II  du  Traité  des  fonctions  elliptiques  cIIIalphen  (p.  54a). 
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qu'il  n^y  en  a  pas.  On  a,  en  effet,  réqiiation  n^ayanl  pas  de  terme 


en^j 
as 


d*QÙ  Ton  conclut 


r* 


C  élanl  constante.  Puisque  y^^  ne  renferme  que  des  termes  d'ordre 
pair,  rintégralion  lie  pourra  donner  aucun  logarithme*  L'intégrale 
générale  de  Inéquation  de  Lamé  est  donc  uniforme. 

Indiquons j  sans  approfondir  ce  sujet  qui  nous  mènerait  trop  loin, 
la  marche  à  suivre  pour  trouver  rintëgrale.  Nous  savons  que  Ton 
peut  donner  à  rintégrale  la  forme 


KJi^"  i  K'  )  H-.  ,  ,^  A„_t  D'»-i/( a  -  I  K') 


en  posftut 


/(«)  = 


rX« 


Û  et  ),  étant  deux  constantes,  pour  le  moment  arbitraires.  En  subsLi- 
luant  cette  expression  dans  le  premier  membre  de  Féq nation  dlfTé- 
rentielle,  on  aura,  en  posant  :ï  =  iK.'  +  £  et  développant  suivant  les 
puissances  croissantes  de  e,  les  termes  à  exposants  négatifs  en 

fc  ,         t  1  ,  ,  .  ,         6 

Le  premier  terme  disparaîtra  de  lui-même,  puisque  c'est  en  I*an- 
nulant  qu'on  a  obtenu  Téquation  fondamentale  déterminante.  Il 
restera  donc  n  -h  ï  relations  homogènes  et  linéaires  en  A,  dont  les 
coefficients  dépendront  de  \  et  de  Q.  On  est  donc  conduit  à  deux 
équations  en  X  etÛ;  et  ceux-ci  ayant  été  choisis,  on  aura  le  rapport 
des  A,  Nous  avons  écrit  que  le  premier  membre  de  Inéquation  dinféren- 
lielle,  après  la  substitution^  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce,  qui  n'a  pas  de  pôle;  il  se  réduit  donc  nécessaire- 
ment à  zéro  et  l'on  a  alors  une  intégrale.  On  démontre  ainsi,  pour 
récjuation  de  Lamé,  Texistence  d'une  intégrale  ^fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce,  et  Ton  a,  en  nicnie  temps,  une  indica- 
tion des  calculs  à  faire  pour  la  recherche  ell'eutive  de  cette  intégrale. 
Soit  F(js)  l'intégrale  précédente;  F(  —  5)  sera  aussi  une  intégrale, 
puisque  l'équation  ne  change  pas  quand  on  change  z  en — 5;  si  A 
P,  ~  m.  aij 
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est  arbitraire^  cette  seconde  intégrale  sera  distincte  de  la  première,  et 
l'on  a  alors  les  deux  intégrales  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce 

F{z)    et    ¥(-z), 

qui  donneront  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Lamé. 
Soit,  par  exemple,  /i=  i,  c'est-à-dire  l'équation 

-T^  =  (2A:*  sn*5  -h  h)y. 

En  effectuant  les  calculs  qui  viennent  d'être  indiqués,  M.  Hermite 
trouve 

û  étant  donnée  par  l'équation 

/i-f- n- A:*— A:«  sn»Û  =  o; 

6(5)  désigne  une  des  fonctions  introduites  par  Jacobi  en  même 
temps  que  H(z)  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Je  citerai  encore  l'équation  du  troisième  ordre,  que  j'ai  indiquée 
autrefois  {Comptes  rendus^  1880)  et  qui  a  donné  le  premier 
exemple  d'une  équation  d'ordre  supérieur  au  second  intégrée  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques 

A  et  Al  désignant  deux  constantes  quelconques.  On  démontrera  aisé- 
ment que  son  intégrale  générale  est  uniforme.  Trois  de  ses  intégrales 
auront  la  forme 

«(^)  ' 

\  et  (0  étant  des  constantes  convenablement  choisies.  La  substitution 
de  y  dans  l'équation  d i fié renli elle  donne  les  relations  suivantes,  qui 
servent  à  déterminer  ).  et  cj  : 

/ï  —  (i  -h  X-«)  -+-  3(X»—  X:*  sn«a))  =  o, 
aX^—  6  a  A*  sn*w  -^  2X(i-4-  A*)  —  4^:*  sncocno)  dno)  —  Ai  =  o. 
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L^ëlîmination  de  A  entre  ces  équations  donne 
(E)  Ai-+-  8AiA:«  snu)  cnoi  dnw  -+-  M  sn»w  -+-  N  =  o; 

M  et  N  sont  des  polynômes  en  A,  dont  la  forme  se  simplifie  beau- 
coup quand  on  pose,  comme  l'a  fait  M.  Hermite  pour  l'intégration  de 
Téquation  de  Lamé  (dans  le  cas  de  /i  =  2), 

A  =  4(i-i-A-»)  — GA-^sn'a. 
On  a  alors 

M  =  16  A-*[3A:*  sn^a  —  2(14-  A:»)  sn«a  -+- 1], 
N  =  16A:*  sn*  a(î  -+-  k^—^k^  sn*n). 

Le  premier  membre  de  l'équation  (E),  considéré  comme  fonction 
de  (0,  est  une  fonction  doublement  périodique  aux  périodes  2K  et 
2/K',  ayant  l'infini  triple  îK',  L'équation  (E)  a  donc  trois  racines 
dans  le  parallélogramme  des  périodes,  et  l'on  obtient  bien  ainsi  trois 
intégrales  de  la  forme  indiquée.  En  faisant  Ai  =  o,  on  retombe  sur 
les  calculs  relatifs  à  l'équation  de  Lamé  pour  n  =  2. 

On  trouvera  dans  les  Applications  des  fonctions  elliptiques  de 
M.  Hermite  (§  XXXVIII)  d'autres  exemples,  dus  à  M.  Mittag-Leffler, 
d'équations  d'ordre  supérieur  au  second  rentrant  dans  la  classe  qui 
nous  occupe. 

17.  Je  terminerai  ce  Chapitre,  en  considérant  avec  Halphen  une 
classe  d'équations  à  coefficients  doublement  périodiques,  ne  ren- 
trant pas  immédiatement  dans  la  classe  que  nous  venons  d'étudier, 
mais  pouvant  cependant  s'y  ramener  au  moyen  d'un  changement  de 
fonctions  (  '). 

Supposons  que  nous  ayons  une  équation  à  coefficients  double- 
ment périodiques 

dont  l'intégrale  générale  ne  soit  pas  uniforme,  mais  pour  laquelle  le 
rapport  de  deux  intégrales  quelconques  soit  uniforme. 

Si  «1  est  un  point  singulier,  les  racines  de  l'équation  fondamentale 


(  '  )  C.-H.  Halphen,   Mémoire   sur  la   réduction   des   équations  différentielles 
linéaires  aux  formes  intégrables  (t.  XX Vil I  des  Mémoires  des  Savants  étrangers). 
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délerminanle  devront  être 

les  e  étant  des  entiers  positifs,  et,  de  plus,  aucun  développement  ne 
contiendra  de  logarithmes. 

La  somme  des  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante 
relative  à  flf|,  c'est-à-dire 

/nv,-h  Se, 

sera  égale  à 

inim  —  I  ^ 
flt,, 

'X 

tti  désignant  le  résidu  de  p  pour  le  pôle  a^.  Donc,  si  les  points  sin- 
guliers sont  a,,  «2»  •  ••?  <^Xî  dans  un  parallélogramme,  le  produit 

m(vi-4-...-i-vx) 

sera  un  nombre  entier,  puisque  la  somme  des  résidus  de  p  pour  les 
pôles  t?! ,  . . .,  ax  est  nulle. 

Si  nous  rendons  le  parallélogramme  m  fois  plus  grand,  nous  au- 
rons des  points  singuliers  m  fois  plus  nombreux,  et  alors  la  somme 
des  V,  qui  leur  correspondent,  sera  un  entier.  Plaçons-nous  donc 
dans  cette  hypothèse  toujours  réalisable,  et,  conservant  les  mêmes 
notations  que  précédemment,  nous  aurons  cette  fois 

2v  =  entier  =  k. 
Nous  poserons  maintenant 

r  =  Y/(^). 

L'équation  transformée  en  Y  sera  à  coefficients  doublement  pério- 

.  f'iz) 
diques,  si  -jT^  ^^^  doublement  périodique.  Or,  on  peut  prendre 

on  aura 

qui  sera  doublement  périodique,  puisque  Sv  —  A*  =  o.  D'autre  part, 
Y  deviendra  uniforme  ;  on  sera  donc  ramené,  pour  l'équation  en  Y, 
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à  une  équation  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale 
générale  uniforme.  On  ne  doit  pas  oublier  seulement  qu'en  général 
on  doit  considérer,  pour  celte  équation  transformée,  le  parallélo- 
gramme des  périodes  comme  formé  de  m  parallélogrammes  de  l'équa- 
tion primitive. 
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CHAPITRE  XVI. 

THÉOIUE  DES  SL'BSTlTLTIONé  ET  DES  ÉQIATIÔNS 
ALGÉBRIQUES, 


I.  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  et  les  fonctiouâ  rationnelles 

de  n  lettres.     ' 


L  Nous  nous  proposons  dMludier,  dans  le  Chapitre  suivant,  les 
analogies  entre  les  équations  algébriques  et  les  équations  difleren- 
tielles^  linéaires.  Il  est  donc  indispensable  que  nous  reprenions  les 
tliëories  algébriques,  qui  sont  les  analogues  de  celles  que  nous  déve- 
lopperons ensuile  pour  les  équations  linéiiires;  c'est  re  que  je  vais 
faire  lé  plus  succinctement  possible  (*  ). 

Désignons  par 

n  lettres  représentant  n  grandeurs   indépendantes.  On  sait  qu'on 
peut  eilectuer  sur  ces  lettres  des  pennulatîons  en  nombre  f.3.../i. 


(')  Lb  bihitagrapbie  sur  lîi  ttiéorie  des  ^ubEtltlution^  el  des  équaiiorvs  aï|;ébrîque5 
serait  bit*»  longue  à  étublir.  Je  me  contenlerai  de  cilcr  quclfjiicïi  TraitCîi  généraux 
sur  ce  Aujel;  ce  sonl  tout  d'iiborij  le  Traite  des  su&stîi niions  et  équaiiom  a/^e- 
hriques  l  Paris,  1*70)  de  M,  C*tJTullt?  Jf^iiiUN.  dans  lequel  TiNustre  géomètre  eitpn$<e 
les  recherches  de  ses  devanciers  cl  les  stcnncfi  propres;  le*  Leçons  d\Algéhre  de 
M.  NETro(  Leipzig,  1900  )  ei  le  Lehibuch  de  M.  H.  Wî-iuîta  {  nrunswick,  tfjoS)*  Parmi  le» 
Livrcâ  français^  deux  doivent  être  sij^uatés.  L'un,  de  MM.  HuHKL  et  DHActî^  oppose,  cd  les 
développant,  les  leçona  de  \1.  Titnnery  Â  TICcoli*  Normule  ;  il  est  intitulé  Introduction  d 
i 'étude  de  ta  7'héorie  dei  nombres  et  de  i'  Algéhre  supérieure  {PAtH^  Mon>%  i8c|5); 
Ic^  autcurâ  ae  sont  surtout  préoccupés  du  poinl  de  vue  pliilosoptiique  eL  logique  dâiis 
k-ur  1res  iiriéressiinLe  ei^pusiimn  de»  théories  algébriques.  Le  second  Livre  «  dû  â 
M.  H,  VchiTt  intitulé  Leçons  sur  la  résolution  aigéhrique  des  équQii0rÈÈ  (Paris^  ^oa>% 
1895)1  est  rédigé  avec  beaucoup  de  soin  et  se  recommande  particulièrement  à  ceux 
qui  veulent  étudier  ces  questions  pour  la  première  fois- 
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Ces   permutations  sont  les  résultais  qu'on   obtient  en  écrivant  ces 
le  tire  s  à  la  suite  les  uaes  des  aiitre^î  de  toutes  les  manières  possibles^ 
En  posanl  N  =  i  .  '^ . . .  «,  désignons  par 


^D. 


^>-I 


les  N  permutations  dont  nous  vêtions  de  parler.  L'opération,  par 
laquelle  on  passe  d'une  permutation  à  une  au  Ire  .^  ^^t  dite  une  sub- 
stituliofi.  On  peut  représenter  une  substitution  en  écrivant  entre 
parentht'ses  la  permutation  de  laquelle  on  part  et,  au-dessus  de 
celie-ci,  la  permutation  nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Comme  Tordre 
des  éléments  qui  se  correspondent  n'intervient  pas  dans  le  résultat, 
on  peut  supposer  que  chaque  substiliilion  remplace  les  éléments 
d^une  permutation  fixe  :  par  exemple,  la  permutation  £ç  qui  repré* 
sente  x,,  jFj,  ...,  J?«,  par  ceux  de  méaie  rang  d'une  antre  quel- 
conque S|,  Nous  représenterons  ainsi  par 


(I;) 


la  substitution  qui  a  pour  eflei  de  remplacer  les  lettres  de  la  permu- 
tation S|^  par  les  lettres  de  la  permutation  S^.  On  désigne  souvent  par 
de  simples  lettres  S,  T,  , , .  les  diverses  substitutions  qu'on  a  à  envi- 
sager. 11  J  a  intérêt  à  considérer,  dans  l'ensemble  des  substitutions, 
la  SLibstitulion 


(!-:)■ 


qu^on  appelle  la  substitution  identique  ou  la  substitution  unité; 
cette  substitution  indique  la  conservation  de  l'ordre  des  lettres.  On  a 
alors  N  sub?^titutions  ellectuées  sur  les  n  lettres;  nous  désignerons 
ces  substitutions  par 


(I) 


Sii     Si, 


Sn, 


la  première  substitution  S|  se  réduisant  à  la  substitution  unité. 

On  désigne  sous  le  nom  de  transposition  la  substitution  qui  con- 
siste à  permuter  seulement  entre  elles  deux  des  lettres,  les  n  —  2 
autres  restant  invariables.  Toute  substitution  peut  être  regardée 
comme  résultant  d'une  succession  de  transpositions.  On  le  voit  de 
suite  en  supposant  le  tliéo reine  vrai  pour  n  —  t  lettres  et  l'étendant 
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à  n,  Sotl,  en  effet, 

*^H      ^U       -*'f      ^ai       -*.t      ^«ï 

ramplaeées  respectivement  par 

^«*    jTp,     .*,,    ;ri. 

Nous  pouvons  d'abord  faire  sur  la  première  permutation  une  inver^ 
sion  a:,  et  ^0,  ce  qui  noua  donne 


^ai     ^li 


^H 


et  nous  n'avons  plus  aflaire  ensuite  qu'à  une  subsUtuiîon  rebiive 
à  n  • —  1  lettres. 

Les  subslttuiions  les  plus  simples  sont  celles  qui  remplacent^  dans 
une  permutation,  châc|ue  élément  par  rehii  qui  le  suit,  et  le  dernier 
par  Je  premier î  on  appelle  circulaire  une  telle  substitution.  Toute 
substitution  de  n  éléments  est  circulaire  ou  se  dceompose  en  substi- 
tutions circulaires*  Soient,  en  ellet,  ^,  une  lettre  quelconque,  jTex  celle 
(|ui  la  remplace  lorsqu^on  eirectue  la  substitution;  soit  de  même  œ^  la 
lettre  qui  remplace  3:^\  et  ainsi  de  suite  jusqu^à  la  lettre  x\  qui  sera 
remplacée  par  Xf,  Nous  aurons  ainsi^  dans  la  substitution,  un  pre- 
mier cjcie;  une  lettre  non  rencontrée  douneru  naissance  à  un  autre 
c^cle  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  la  substitution  est  bien  décom- 
posée en  un  certain  nombre  de  cycles  ou  substitutions  circulaires» 

2,  Si  Ton  ed'eclue  sur  les  j;  d'abord  la  substitution  S  et  ensuite  la 
substitution  T,  on  aura  une  substitution  résultante,  qu'on  appelle  le 
produit  des  deux  substitutions  S  et  T;  nous  la  désignerons  par 

TSp 

en  indiquant  par  là  ï\u*ùn  fait  d'abord  la  substitution  S  et  ensuiie 
la  substitution  T  (')* 

Il  ne  faut  pas  confondre  les  deui  substitutions 

TS    et     ST, 


(')  On  faii  souvciTl  l'Iiypotliése  invt'rse;  ritius-inémeft  l'arotts  faite  dans    un   Cti*- 
ilre  prcitédeni,  Nooi  eooa«rf crans  jusqu'à  la  fui  ilu  Votumc  la  canv^niion  fuite  dunà 
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qui  sont|  en  général,  distinctes.  Quand' elles  sont  identiques,  ou  dit 
que  les  substitutions  S  et  T  sont  échangeables^ 

On  appelle  substitution  inverse  d^une  substitution  S  et  l'on  désigne 
par  S"*  la  substitution  représentant  l'opération  inverse  ;  on  a 

SS-»  =  S-»S  =  i. 

Dans  le  cas  où  les  deux  substitutions  S  et  T  sont  échangeables,  on 
a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

TS  =  ST; 
on  en  déduit 

TSS-»=STS-« 
et,  par  suite, 

T  =  STS-«. 

3.  Considérons  maintenant  une  fonction  rationnelle  de  n  variables 
indépendantes 

®(^i»^i7  ...ja*,,). 

Quand  on  effectue  sur 

toutes  les  substitutions  (  i  ),  il  peut  arriver  que  la  fonction  ne  change 
pas.  On  sait  que  la  fonction  (p  est  dite  alors  une  fonction  symétrique 
de  Xi ,  X2*  •'",Xn  et  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  fonc- 
tions symétriques  élémentaires 

D'autre  part,  si  la  fonction  ^  est  arbitraire,  on  obtiendra  N  fonctions 
distinctes,  quand  on  effectuera  toutes  les  permutations  possibles  sur 
les  J7,  c'est-à-dire  les  substitutions  (i). 

Mais  il  peut  y  avoir  des  intermédiaires  entre  les  deux  cas  extrêmes 
dont  nous  venons  de  parler  ;  ainsi  pour  n  =  4  la  fonction 

^  =  a?i  Xj  -h  0:3  Xi, 

ne  prend  que  trois  valeurs  pour  les  vingt-quatre  substitutions 
eflectuées  sur  j;,,  Xj,  x^^  x^.  Ces  trois  valeurs  sont  visiblement  o  lui- 
même  et  les  deux  expressions 
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Considt^rons  donc  rcnsemble  de  toutes  les  substitutions  qui  l^îsflH 
riiienl  invariable  une  certaine  fonction  ©(^i^a^a,  *..**£"«),  et  dési-i 
gnons-les  par  j 

(G)  Si  =  I,        St,         .-.,        Sf^  1 

la  substitution  unité  étant  évidemment  comprise  parmi  elles.  Les 
stibstitutfons  précède  nies  forme  ni  un  groupe,  c'est-à-dire  que 
les  inverses  et  les  produits  de  deux  substitutions  quelconques  de  la 
suite  (G)  appartiennent  eux-mêmes  à  cette  suite.  H  en  résulte  qu'en 
eombinant  d'une  manière  quelconque,  par  multiplication,  les  substi- 
tutions de  (G),  on  aura  toujours  des  substitutions  de  la  même  suite. 
On  appelle  degré  dSin  groupe  (G)  de  substitutions  le  nombre  des 
lettres  ligurant  dans  ces  substitutions.  U ordre  d^un  groupe  est  le 
nombre  r  des  substitutions  de  ce  groupe. 

En  particulier,  à  une  fonction  symétrique  correspond  le  groupe 
général  des  i*  2,,./i  substitutions  relatives  à  n  lettres.  Nous  appel- 
lerons ce  groupe  le  groupe  symétrique, 

i.  Une  fonction  rationnelle  o  nous  a  conduit  à  la  notion  capitale 
dégroupe  de  substùittiofts.  On  peut  inversement  concevoir <î/*riar/ 
la  notion  de  groupe  de  substitutions,  c'est-à-dire  d'un  enseaibie  de 
substitutions  telles  que  leurs  inverses  et  le  produit  d^un  nombre 
quelconque  d^enlre  elles  donnent  une  substitution  de  cet  ensemble. 
On  peut  établir  que,  pour  un  tel  groupe,  il  y  aura  loujours  des 
fonctions  rationnelles  que  laisseront  immr tables  tes  substitutions 
du  groupe,  tandis  que  toute  autre  substitution  modifierait  ces 
fonctions ^  Considérons,  en  eflet,  l'expression 

<p  =  a^H^  «i  a-i  ^-  flt,  j-,  ^ . . .  -^  ^rt x,i, 

les  a  étant  des  constantes  distinctes.  Il  est  clair  que  cette  roncliôn 
a  i.2**./t  valeurs  quand  on  effeclue  sur  les  x  toutes  les  permuta- 
lions  possibles.  Soit  d'autre  part  G  un  groupe  de  substitutions 
d'ordre  r  ;  désignons  par 


Çii     ?îi 


?r 


les  r  valeurs  que  prend  la  fonction  ^  pour  les  substitutions  de   ce 
groupe  {^i  =  ?)î  ^t  formons  le  produit 


^b 
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Cest  une  fonciion  ratioaneUe  de  x,,  x^-,  , .  ..x^t  que  laisseat  inva- 
riable les  substilulions  du  groupe,  puisque  ces  subsliLiilions  permutent 
seulemeiil  les  difrérents  facteurs. 

D'autre  pari,  toute  peninilatlon  S,  quî  ne  fait  pas  partie  du 
groupe  G,  ne  laisse  pas  invariable  la  fonction  4^,  En  effet,  en  effec* 
tuant  sur  ©  une  telle  permutation,  on  obtient  une  expression  <p^ 
différente  de  ©a?  •■•i?o  puisque  les  1.2... n  permutations  donnent 
lies  résultats  distincts.  Si  $  restait  invariable  pour  la  substitution  S, 
f\  ne  pourrait  différer  de  ^2*  *  ^*^  ?r  que  par  un  facteur  constant. 
Mais,  61  Ton  avait 

on   aurait  nécessairement  k  ^  iy  puisque  a^  n^est  pas  nul,   el^  par 
suite,  f\  serait  égal  à  o^,  ce  que  nous  venons  de  dire  être  impossible* 

3-  Supposons  qu^une  fonction  ©  prenne  p  valeurs  quand  on  effec- 
tue sur  les  X  toutes  les  permutations  possibles,  et  soient  <jpi,  Ç;>,  . . ., 
Çp  ces  p  fonctions.  Toute  fonction  symétrique  4*  de  ^i,  Om,...,  Op 
restera  invariable  quand  on  effectuera  sur  les  x  une  permutation 
quelconque,  puisqu'une  telle  permutation  ne  peut  que  changer  l'ordre 
de  ces  fondions, 

Lii  fonciion  4>  s'exprimera  donc  à  Taide  des  fonctions  symétriques 
élémentaires.  Il  en  résulte  que  o^,  Çt,  .*.,  ^^  peuvent  être  regardés 
comme  ies  racines  d'une  équation  de  degré  p,  dont  les  coefficients 
sont  des  /onctions  symétriques  des  variables  ;  nous  désignerons 
cette  équation  par 

F(ç)  =  0. 

6.  Etant  donné  un  groupe  G,  il  existe  une  infinité  de  fonctions 
rationnelles  de  Xi^  x^,  ,,,,  x^,  que  laissent  invariables  les  substitu- 
tions de  ce  groupe.  Nous  allons  démontrer,  relativement  à  ces  fonc^ 
lions,  un  théorème  d'une  grande  importance.  Je  dis  que: 

Deux  /onctions  appartenant  an  même  groupe  s^ expriment 
rat  ion  ne  {le  meut  Vune  par  l'autre. 

Soit  r  Tordre  du  groupe  G,  dont  nous  représentons  les  substitu- 
tions par 


V^) 


Si  =  I,        Si, 


46o  f:uAPiini  3ilvi. 

Soit  d'abord  -^i  une  des  fonctions   correspondant  à  ce  groupe  :  sîl 
^désigne  une   subâtitiitîon  a'uppartenant  pas  à  G,  la  fonction  qj,  se 
cliangera  en  une   îiulre  fonction  ^^  quand  on  clfec tuera  la  substitu- 
tion u^  Toutes  les  substitutions 


(3) 


^Si, 


9'Sr 


transfoniieroïit  «p»  en  f^^  et  ce  seront  les  seules,  car,  si  S'  désigne  une] 
telle  substitution,  hi  âubslitiition 

trauâforineni  f  i  en  elle-même;  on  Aura,  donc 
ce  qui  reviet^t  bien  à 

comme  nous  voulions  le  faire  voir.  Cherchons  le  groupe  appartetii 
à  la  fonction  ^2,  Si  S'  est  une  substilutron  de  ce  groupe^  la  substi 
tution  ff^*  S'^tT  transformera  y,  en  elle-même.  Donc 


d'où  Ton  déduit  que  le  groupe  cherché  est  formé  des  substitutions 


trS/î 


(t  =  i 


.,r). 


On  désigne  ce  groupe  sous  le  nom  de  transformé  du  groupe  G  par 
la  substitution  ^*  Si  tes  substitutions  (2)  et  (3)  ne  donnent  pad  Feu- 
semble  du  groupe  des  permutations  de  fi  lettres,  c^ est-à-dire  si 


il  y  aura  une  substitution  ^  n'appartenant  pas  à  (2)  et  (3).  Cette 
substitution  transforme  o^  en  y,,  et  le  groupe  de  ç^  est  le  transforme 
de  G  par  o^,  de  même  que  le  groupe  de  ^^  était  le  iransfornié  de  G 
par  ïj,  Kn  continuant  ainsi,  on  voit  que,  si  la  fonction  y  prend  p  valeurs 
pour  Tensemble  des  substitutions,  on  partagera  cet  ensemble  en  p 
groupes  de  r  substitutions,  tels  que  (3)^(3),  p  > .  ;  on  a  évidem 
ment 

Cela  posé,  soit  ^1  une  seconde  fonction  correspondant  au  groupe  G 
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et  désignons  par 

les  p  valeurs  de  i  correspondant  respectivement  aux  substllu- 
tioiis  (2),  (3),  ....  Considérons  les  expressions 

""'■•*■ *,.,,„,.»».,., 

Ces  expressions  sont  évidemment  symétriques  en  Xt^  x^i^  . . .,  Xft^ 
puisque  toute  permutation  efTeciuée  sur  les  x  ne  peut  que  changer  ç,- 
en  ojt  «l  ^<  en  t|/A.  Elles  s'exprimeront  donc  k  Taide  des  fonctions 
symétriques  élémentaires  \  posons  donc 

?j      'î'j  +  ft     ^1^.  ..  +  i?»p     4'p^PtT 


IVous  pouvons  tirer  de  ces  équations  du  premier  degré  les  valeurs 
de  '|(,  i^'Xf  *-.»  4'p'  Considérons  en  particulier ^1  ;  son  expression  sera 
symétrique  par  rapport  à  !^2t«**j  7p  ^  ^^»  ^^^  dernières  quantités 
sont  racines  de  T équation 


=  0, 


comme  il  résulte  du  paragrapilie  0.  Cette  équation  a  ses  coefficients 
rationnels  en  ^x  et  symétriques  pur  rapport  aux  x,  11  résulte  immé- 
diatement de  là  que  ^^  s'exprime  ration  ne  Ue  ment  à  l'aide  de  ^x^ 
comme  nous  voulions  Tétatlir.  11  est  bien  entendu  que,  dans  celte 
expression  rationnelle,  ligure nt  comme  coefficients  de  ^^^  des  fonctions 
symétriques  des  x. 

La  démonstration  précédente  permet  d'établir  un  théorème  plus 
général  que  celui  que  nous  venons  d'énoncer.  Les  deux  fonctions  i 
et  «p  n'ont  pas  besoin  d'appartenir  au  même  groupe.  Supposons 
seulement  que  'h  reste  invariable  pour  toutes  les  substitutions  an 
groupe  auquel  appartient  '^.  11  arrivera  alors  que  les  fondions  dési» 


4ea 

gftées  par 


C&àPtTKE  ivi. 


hf    h^     *   -    h 


ne  seronl  pas  loates  distinctes,  car  il  y  aura  d*atitre^  permutations 
que  celles  du  groupe  G  a^altérant  pas  la  foncttau  ^,.  Mais  cela 
importe  peu  pour  la  déinDustratioû,  et  nous  a%oa$  le  tliéarètne 
général  sui%aot,  dd  à  Lagraage  :  i 

Si dea:^: /onctions  rationnelles  de  pimieurs  variableâ  i  ei  s  sont 
telles  que  Vune  *1  reste  invariable  pour  toutes  les  substitutions  du 
groupe  auquel  appartient  ç,  la /onction  i  s^exprime  rtuionnel- 
lement  au  moyen  de  la  seconde  et  des  /onctions  symétriques 
élémentaires. 


7.  Ua  exemple  lotëressant  de  foncUons.  ajaul  plusieurs  valetirs 
pi>ur  Teosemble  des  permutations^  nous  est  fourni  par  les  fonctions 
entières  ajant  deuj^  valeurs.  Soit  une  telle  fonction  f  et  dësigQOiift 
psr 

9t     et     Çs 

ses  deux  valeurs.  Toute  substitution  S  du  groupe  qui  change  ^i  en 
elle-même  changera  aussi  ^^  en  elle-même,  car  au  Hument  S~  *  chan- 
gerait 94  en  ^3«  tandis  que  manifestement  S~*  chancre ,  comme  S,  9^ 
en  elle-même.  Il  j  a  donc  de ux^  genres  de  substitutions^  les  unes 
changeant  ^1  en  Ox  et  $1  en  ^i^  les  autres  eliangeant  Çi  et  ^^  en 
eUes-mémes*  £lnvisag^eons  la  fonction 

ce  sera  une  fonction  ayant  deux  valeurs  é^es  et  de  signes  contraires* 
On  appelle  alternée  une  fonction  jouissant  de  cette  propriété  de 
n'avoir,  pour  lensemble  des  permutations,  que  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Le  carre  d'une  fonction  alternée  est  une 
foncLion  STmé trique. 

Toute  substitution  pou\ant  être  obtenue  en  faisant  une  suceession 
d'inversions  entre  deux  lettres,  il  est  dair  qu'il  v  aura  au  moins  une 
inversion  changent  le  signe  d'une  fonction  alternée  F.  Si  cette  in- 
version est  entre  -r»  et  x^,  la  fonction  F  s'annulera  nécessairement 
pour  x^  =  *rp  et  sera,  par  suite,  divisible  par  jt»  —  jt^.  Ainsi  I-"-  est 
diiistble  par  (Xa  —  xpy  eU  comme  il  est  sjmétrique^  il  sera  divisible 


I 
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par  tous  les  binômes  analogues.  Donc  F  est  divisible  par  la  fonction  u 
formée  de facteurs  linéaires  : 

u  =  (x,  — ar,)(a7,  — a:3)...(ar,  — a-rt), 


{Xn-x  —  Xn). 

On  voit  d'ailleurs,   de  suite,  que  cette  fonction  u  n'a  que  deux 

\aleurs  égales  et  de   signes  contraires.  La  fonction  alternée  F  sera 

divisible  par  une  puissance  m  de  u^  qui  sera  impaire,  car  autrement 

le  quotient 

F 

serait  encore  alterné  et,  par  suite,  divisible  par  u  ;  m  ne  serait  pas 
alors  la  plus  haute  puissance  de  i/,  qui  divise  F.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

F  =  Sm, 
S  étant  symétrique. 

Si  nous  revenons  alors  à  la  fonction  o,  on  peut  écrire 

Pi  et  Pa  étant  symétriques  ;  donc  toute  Jonction  à  deux  valeurs 
est  de  la  forme 

Pl-hP|M. 

Toutes  ces  fonctions  se  ramènent  donc  à  a,  c'est-à-dire  à  la  racine 
carrée  du  discriminant  des  n  lettres  X,,  x^^  ...,  Xn»  Il  est  clair, 
d'ailleurs,  que  la  fonction  u  n'a  que  deux  valeurs,  puisque  toute 
substitution  ne  peut  que  permuter  l'ordre  des  facteurs  linéaires  et 
changer  leurs  signes. 

Le  groupe  de  substitutions  laissant  invariable  la  fonction  u  s'appelle 
le  groupe  alterné.  Soient 

Si  =  I,  Sj,  .  .  .,  Sr 

les  substitutions  de  ce  groupe.  Pour  toutes  ces  substitutions,  la  fonc- 
tion u  prend  une  même  valeur  //,. 

Raisonnons  comme  au  paragraphe  6  :  il  y  a,  dans  le  groupe  général 
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des  1 . 2 . . .  /i  substitutions,  une  substitution  7  qui  n'appartient  pas  au 
groupe  alterné,  sans  quoi  u  serait  symétrique.  Nous  avons  alors  une 
seconde  ligne 

ff,      ffS,,      ...,      ffSr 

de  substitutions  transformant  ^  1  en  une  autre  fonction  1/2  ?  et,  comme 
u  n'a  que  deux  valeurs,  les  ir  substitutions  précédentes  donnent 
toutes  les  substitutions  du  groupe  symétrique.  Donc 

1 .2..  .n 
1 

et,  par  suite,  le  groupe  alterné  est  d^ ordre  *  On  voit  bien 

facilement  qu'il  est  formé  des  substitutions  du  groupe  symétrique 
se  ramenant  à  un  nombre  pair  de  transpositions. 
Un  second  exemple  nous  sera  fourni  par  la  fonction 

déjà  considérée  au  paragraphe  3.  Cette  fonction  a  trois  valeurs;  il 
y  aura  donc  trois  lignes  dans  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe 
symétrique  mis  sous  la  forme 


s., 

s„    . 

.  .,          Sr, 

<s  S,, 

»  s„    . . 

.  . ,     (J  S,., 

o'Si, 

»'S„     ., 

.  . ,     a'  Sr, 

OÙ  les  substitutions  de  la  première  ligne  sont  celles  qui  laissen   in- 
variable la  fonction.  On  aura  donc 

3/-  =  1.2.3.4        o"        /•  =  8. 

Le  groupe  des  S  est  donc  d'ordre  huit, 

II.  —  De  la  réducUbilité  des  fonctions  entières. 

8.  La  notion  de  réductibilité  des  fonctions  entières  joue  un  rôle 
capital  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  devons  nous 
y  arrêter  un  moment. 

Définissons  d'abord  avec  pi^cision,  comme  le  faisait  Kronecker  (*), 


(•)  KnoNECKKR,  Grundzùge  einer  arithm.  Théorie  der  algebraischen  Gr-ôssen 
(  Festschrift  zum  Kummer^s  Jubilœum,  i88a). 


ce  qu'on  doit  enleadre  par  domaine  de  ralionalùé.  Klanl  donnés 
des  parainêires  R,,  R^,  R,,  ,..,  (|iie  Ton  suppose  iDdtHerjtiinés  et 
iadépendatils  les  uns  de^  autres,  nous  appellerons  domaine  de 
iationalilé  V%n^\^mh\e  dt*s  fonriions  rationnelles  de  ces  paramètres, 
le!=i  coefflrimis  figuranl  dans  ces  fonctions  rulîonnelles  étani  des 
nombres  entiers,  I^e  douialne  \e  pins  simple  est  formé  par  les  nombres 
ralionnels  ;   il  ne  eoinprend  aucun  paraint'tre. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  est  de  reconnaître  si  une 
équation  à  coefficients  entiers 

admet  une  racine  commensnrable  ;  c'est  là  une  question  classique 
sur  Irifjuelle  je  n*ai  pas  â  insister  ici.  Prenons  maintenant  une  équa- 
tion 


('iJ 


/(.ir,  n,,  Rj,  H,,  ...t^o, 


dans  laquelle  les  coeflirients  des  puissances  de  jc  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  R  vi  roeffirienls  eux-mêmes  eommensurables,  et 
cherchons  si  cette  équation  en  x  peut  être  vérifiée  par  une  fonction 
appartenant   au   domaine  de  rationalité.   Ecrivons  réqualion  sous  la 

forme 


,)àr" 


,  =  o. 


les  a  étant  des  polynômes  en  R  â  coefficients  entiers.  En  posant 

nous  aurons  une  équation  t.n  y  de  même  fonne,  mais  où  le  premier 
coefficient  sera  l'unité. 

S'il  existe  vinf"  racine  x  rationnelle  par  rapport  aux  H,  Téquation 
en  1'  aura  une  racine  entière,  et  nous  sommes  donc  raniené  a  la 
recherche  d'une  racine  de  Téquation 


ym^lt^i  Rj^  Ha, 


.  îj'«-'H-,..=  o 


qui  soit  une  fonclion  entière  de  R|,  Rj,  .  ♦♦,  formée  avec  des  nombres 
rationnels.  Ou  trouve  immédiatement  une  limite  supérieure  du  degré 
possible  de  r  pai-  rapport  â  chacun  de^  parauiètres  R,,  Rj»,  .,., 
comme  le  montre,  par  exemple,  la  théorie  des  asymptotes.  On  fera 
donc  la  suljstitution  àydans  Inéquation  A\ii\  polynôme  en  Rf^R^,  >  >< 
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d'un  degn*  délenniiié,  les  coefiîcienls  A  de  ce  polynôme  étant  indé- 
terminés. En  égalant  à  zéro  tous  les  termes  du  résulta!  de  la  sub- 
stitution, on  aura  un  certain  nombre  de  relations  algébriques  entre 
les  coefficients  A.  Il  ne  s'agira  plus  que  de  voir  si  Ton  peut  y  satis- 
faire par  des  nombres  commensurables. 

On  aura  d'abord  à  voir  si  les  é(|uations  son!  couq>atibles  algébri- 
queraen!  ;  s'il  en  es!  ainsi,  la  résolution  de  ces  équations  se  ramène, 
par  des  calculs  où  n'entre  aucune  irra!ionalité,  à  la  résolution  d'une 
équation  unique  à  coefficients  rationnels,  et  nous  sommes  ainsi  con- 
duit de  nouveau  au  premier  problème. 

Supposons  enfin  que  nous  voulions  reconnaître  si  l'équation  (2) 
admet  un  diviseur  ra!ionnel  de  degré  /. .  Je  désigne  par 

a^i,      :rj,       .  .  . ,      ^m 

les  m  racines  de  réqua!ion,  et  je  forme  l'expression 

(  3  )  y  —  pxi\  —  Pitt—,.,  —  pk  tk, 

en  désignan!  par/>i,^2,  ...,  pk  les  fonctions  symétriques  élémen- 
taires relatives  à  Xg^^^  j:^,?  •  •  m  -^ar  ^^>"s  représentons  par  ai,  aj,  . . .,  ayt 
k  nombres  distincts  de  la  suite  des /«  premiers  nombres,  et  les  t  sont 
des  paramètres  arbitraires.  En  prenant  pour  les  a  toutes  les  combi- 
naisons possibles  des  m  premiers  nombres  k  à  A,  et  formant  le 
pioduil  des  expressions  (3),  nous  aurons 

^^{y  —  p\U  —  p^Jt—- '  —  pk ti,) ^-  V{y.  ^, ...,  tk,  1^1,  Hî — ), 

et  nous  avons  à  rechercher  si  Téquation 

admet  pour  y  une  racine  rationnelle  en  /  et  H  et  à  coefficients  com- 
mensurables. 

lue  telle  racine,  que  nous  savons  trouver  d'après  ce  qui  précède, 
de\ra  cire  nécessairement  delà  forme 

P\t\^  Piii-^'"-^PkU^ 

et,  si  elle  est  rationnelle,  c'est  que  les  fonctions  symétriques  p  de 
•^'a.î  ^a.î  •  -î  J^^aji  appartiennent  au  domaine  de  rationalité  (R,,  R^,  ..,). 
Urquatioii  est  dite  alors  réductible^  et  nous  pouvons  obtenir  les 
différentes  équations  en  lesquelles  elle  se  décompose. 
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l'Ile  é([iialloii  (jui  n'esl  pas  rédiiclible  clans  un  domaine  donné  de 
rationalité  esl  dite  irréductible  dans  ce  domaine. 

9.  Démonlrons   de   suite    une   proposition    fort    siuiple,    mais  de 

grande  importance,  sur  les  équations  irréductibles.  Je  suppose  cpie, 

dans  un  certain  domaine  de  rationalité,  une  équation  algébrique  ait 

une  racine  comuiune  avec  une  écpiation  irréductible  :  je  vais  montrer 

quV//i'  admettra  toutes  les  racines  de  cette  seconde  équation.  Soit 

donc 

V{x,  H,,  Kj,  ...)  =  o 

la  preiuière  équation,  et  représentons  par 

l'équation  irréductible  cpii  a,  par  lijpotlièse,  une  racine  commune 
avec  V.  \ous  pouvons  former  le  plus  grand  connu  un  diviseur 
6(.r,  R,,  n.j,  ...)  entre  V  et  /;  ses  coefficients  appartiendront  au 
même  domaine  de  rationalité.  Il  faut  nécessairement  que  6  et  /" 
coïncident,  car  autremeniy'ne  serait  j^as  irréductible;  il  est  évident 
alors  que  toutes  les  racines  dey*  appartiennent  à  F. 

10.  Nous  allons  généraliser  le  point  de  vue  auquel  nous  venons 
de  nous  placer  pour  déiinir  l'irréductibilité  d'une  équation,  mais  au- 
paravant établissons  une  proposition  qui  nous  sera  plus  tard  très  utile. 
Etant  donné  un  domaine  de  rationalité,  considérons  une  équation 
de  degré  n 

f{X)  =  o, 

dont   nous  désignerons  les  racines  supposées  inégales  par 

•^i  »    -^ti     •  •  • .     ^/»» 
et  soit 

V  —  '^(xi^Xi, v„) 

une  fonction  rationnelle  telle  que  les  i.'2.../i  valeurs  numériques 
qu'elle  prend,  (juand  on  permute  les  racines  de  toutes  les  manières 
possibles,  soient  toutes  dill'érentes;  nous  allons  démontrer  que  les 
jTj,  Xj,  ,.,,  jc,i  s'expriment   en  fonctions  rationnelles  de  V  (*).  Ce 


(')  Cetl.î  proposilioii  se  trouve  au  coiniiiciicciiicnl  du  Mémoire  célèbre  de  (jalois, 
dont  nous  allons  bicniùt  nous  occuper.  Elle  est  citée  sans  démonstration  par  Abel 
dans  le  Mémoire  posthume  Sur  les  fonctions  elliptiques. 
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thf^orèriie  joiip  itii  graiiïl  rolc  dnns  la  tin'orie  de  Galois,  romme  noii 
le  verrons  hïenliU,  et  iioii<5  all^mi^  rapporlèr  la  démonstration  qu'en 
donne  l'illustre  gi^omètre.  Mais  nous  pouvons  observer  auparavant 
f|ue  le  ih/orèure  est  en  t|ijel(|ue  sorte  évident,  car  V  satisfaite  une 
équation  d'ordre  i ,  2  * . ,  ^*  dont  les  racines  sont  distinctes,  et  à 
rhaqne  valeur  de  V  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  iTi,  jr^.  — , 
a-ft:  puisfiue  pour  deux  permutations  différentes  des  x  on  a  deux 
valeurs  diflVTentes  de  V, 

iNle  nous  contentons  pas  cependant  de  cette  vue  rapide,  et  cher- 
chons comment  on  pourra  trouver  effectivement  les  expressions 
rationnelles  des  racines  en  fonction  de  V.  Désignons  par  V,  la  valeur 
de  V  pour  une  cerLiine  permutation^  soil  .ri,  ^3,  ..♦,a'i,.  Laissonsxi 
fixe  et  permutons  de  toutes  les  manières  possibles  ^r^,  X3,  .,,,  x„; 
nous  aurons  ainsi  les  (Jl  î=  1  .a  . .  .(/* — ^  1)  valeurs  distinctes  de  V 

V 1 1     \  î  I     . , . .     \  |j 

Les  coeÉ'flcients  de  Téq nation  donnant  ces  valeurs  de  V  seront 
symétriques  par  rapport  aux  racines  de  Téquation 

sr  —  ^\ 
et  seront  par  suite  rationnels  en  j,.   Désignons  cette  équation  par 

F  étant  un  poljnome  en  V  et  x^.  11  en  résulte  que  Téquation  en  x 

admet  certainement  x,  pour  racine.   LV^quation  (5)  en  ;r  et  l'équa- 
tion 

ont  donc  une  racine  commune  Xi*  Elles  ne  peuvent  en  avoir  qu^une, 
car^  si  x^  était  racine  de  (5)^  on  aurait 

Or  Téquation 

(6)  F(V,  3rï)=ra 

admet  pour  racines  les  valeurs  de  V  obtenues  en  transposant  x^  el 
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Xj,  dans  les  permutations  qui  correspondaient  aux  racines  de  l'équa- 
tion (4)  ;  celte  dernière  équation  et  l'équation  (6)  n'ont  donc  pas  de 
racines  communes,  puisque  toutes  les  valeurs  de  V  sont  distinctes. 
Ainsi  l'équation  (5)  et  l'équation 

f{x)  =  o 

n'ont  qu'une  racine  commune,  et  nous  aurons  pour  cette  racine 
commune  Xx  une  fonction  rationnelle  de  V|.  On  aura  de  même 
d'autres  fonctions  rationnelles  de  V,  pour  les  autres  racines  Xj, 
Xz'i  -..1  Xnt  et  le  théorème  est  par  suite  démontré,  en  même  temps 
qu'on  a  une  marche  à  suivre  pour  trouver  explicitement  ces  fonctions 
rationnelles. 

Deux  corollaires  du  théorème  précédent  joueront  dans  la  Section 
suivante  un  rôle  capital. 

Soit 

V(V)  =  o 

l'équation  donnant  les  i .  2 . . .  /t  valeurs  de  V.  Nous  venons  de  voir 
que  x^^  X2^  . . .,  x„  sont  fonctions  rationnelles  de  V|.  Comme,  d'autre 
part,  une  autre  quelconque  des  valeurs  de  V  est  rationnelle  en  .ri, 
x-it  "-•>  -^/lî  elle  sera  aussi  rationnelle  en  V|.  Donc,  toutes  les  racines 
de  Inéquation  W  sont  /onctions  rationnelles  de  l^une  quelconque 
d'entre  elles. 

En  second  lieu,   supposons  que  l'équation  W  soit  réductible,  et 
prenons  l'un  de  ses  facteurs  irréductibles 

.>(V)=o 

dont  nous  désignerons  les  racines  par 

V,,     Vî,     ....     Vv. 

Nous   avons   trouvé    plus    haut,    pour   les   racines    de    l'équation 

/(\r)r=o, 

les  K  étant  rationnels.  Il  est  facile  de  voir  qu'elles  pourront  être 
représentées  aussi,  (|uoique  dans  un  ordre  différent,  par 

(;)  Ki(V/,),     H,(V/,K     ...,     K;,(V,,), 

\h    étant   une  quelconque    des    racines    V,,    V^^ Vv.   En   effet. 
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réquation/ admet  par  hypothèse  h)  racine  R,(V,')  :  Téquation 

/[Ri(V,)]-o 

est  donc  satisfaile  pour  \'— -\',  ;  il  s'ensiiil  qu'elle  doit  être  satisfaite 

pour  V.j,  ...,   Vv  (§9).   Les  termes  de    la   suite  (-)    sont  donc   des 

racines  ;  il  reste  à  prouver  qu'ils  sont  distincts.  Kn  eU'el,  si  Ton  avait 

par  exemple 

^i( Va )  —  R; (  V/,  »  =  (»        (h  ^  f ), 
réquation 

R,(V)       K5(V)  =  (. 

étant  vérifiée  pour  V  =:  V/,  serait  vérifiée  pour  \  3=  V,,  ce  qui  n'est 
pas. 

tll.  Indiquons  encore  une  conséquence  de  la  proposition  pré- 
cédente :  Etant  donné  un  nombre  quelconque  fi^ irrationnelles 
algébriques,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en  fonction 
<Vune  même  irrationnelle.  Soient,  par  exemple,  deux  équations 
algébriques  de  degré  |x  et  v 

on  pourra  exprimer  y  et  z  en  fonctions  rationnelles  d'une  même 
racine  d'une  troisième  équation  algébrique  dont  les  coefficients  appar- 
tiennent au  même  domaine  de  rationalité.  En  effet,  les  racines 

y\.  j2,    —  rji;      -i^    -^^    •  ••    -v 

sont  racines  d'une  même  é(|uation  algél>ri(|ue 

et,  comme  rien  ne  supposait  plus  haut  i^uc  f  {x)  était  irréductible, 
nous  pouvons  appliquer  le  théorème  précédent,  et  exprimer  ainsi  les 
y  et  5  en  fonction  rationnelle  d'une  irrationnelle  auxiliaire  V  . 

\1.  Nous  pouvons  maiaUmant  généraliser  le  point  de  vue  auquel  nous 
nous  étions  d'abord  placé  pour  définir  l'irréductibilité  d'une  é(|uation. 
Nous  avons  juscpi'ici  considéré  le  domaine  de  rationalité  (Rf,  H2,  •••)• 
Nous  pouvons  adjoindre  à  ce  domaine  des  fonctions  algébriques  de 
R,,  R..,,  ...,  c'est-à-dire  des  racines  d'équations  algébriques 

'^( //.  1^,,  |{o,    .  .     -  o,        6(r,  Ri,  lu.  . .  .  )  —  (),         
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Cela  posé,  une  équation  en  x 

f{x^  u,v,  . . . ,  R I ,  Kj,  . . .  )  =  o* 

donl  les  coefiiclenls  sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefiicienls 
entiers  de  a,  v,  ...,  R,,  R2,  ...,  sera  réductible,  si  elle  a  une  racine 
commune  avec  une  équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 
D'après  le  paragraphe  précédent,  on  peut  supposer  que  Ton  adjoint 
une  seule  fonction  alg^éhrique.  iNous  aurions  donc  l'équation 

^(«,  R,,  Rs,  .. .)  =  o, 

que  l'on  peut  su[)poser  irréductible  au  sens  des  paragraphes  précé- 
dents, et  l'équation 

f(T,  //,  R,,  R,,  ...)  =  o, 

qui  peut  d'ailleurs  ne  pas  renfermer  //.  Il  sera  facile  de  reconnaîlrc 
si  cette  équation  est  réductible  au  sens  généralisé  que  nous  adop- 
tons maintenant.  En  procédant  comme  au  paragraphe  8,  il  suffit 
de  reconnaître  si  l'équation  admet  une  racine  fonction  rationnelle 
de  //,  Ri,  Ro,  ...  à  coefficients  entiers.  Or,  si  m  est  le  degré  de  cp  par 
rapport  à  «/,  une  telle  racine  sera  de  la  forme 

.r  =  Ao  -4-  Al  M  -t- . . .  -r-  A,„   ,  1/'"-*, 

les  A  étant  des  fonctions  rationnelles  des  R  à  coefficients  commen- 
surables.  En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  /,  nous 
aurons  une  relation  de  la  forme 

•H"'  '^ '  '^nt-x^  Ri,  l^i,  ...)  =  (). 

On  raincnera  tontes  les  puissances  «h»  11  dans  •!»  à  être  au  plus  de 
degré  m  —  i,  en  se  servant  deTécpiation  '^,  et  l'on  devra  alors  avoir 
une  idtîutité,  c(î  (|ui  donnera  ///  (''(|uatioiis  pour  déterminer  les  A. 
On  est  ainsi  ramené  au  problème,  d<''jà  étudié,  de  reconnaître  si  des 
équations  peuxenl  étn^  vé'rifiiMîs  par  des  fonctions  rationnelles,  à  coef- 
ficients entiers,  de  certains  paramètres  qui  y  figurent. 

Comme  excnnpie  d'une  é(|uation  devenue  réductible  par  l'adjonc- 
tion d'une  irrationnelle,  il  suffira  de  prendre  l'équation 

,r* —  xx^ —  3  =  o. 
Elle  est  irréductible  quand  le  domaine  de  rationalité  est  l'ensemble 
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des  nombres  entiers.  Elle  devient  au  conlrain'   ndtielible  r|iiHnd  ou 
adjoint  rirralionnelle  u  définie  par 

puisque  rt'quîilion  peiiï  s'écrire 

d'où  il  résulte  que  jt*  —  a  jt"  —  î  iidiriel  le  l'acteur  .r  —  w. 


ni,  —  Théorème  fonâamental  de  Oaloîa;  groupe  d'une  équatîoa 

algébrique  (  '  k 

13,  Arrivons  maintenant  aux  principes  si  féconds  iutniduits  par 
Galois  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  commencerons 
par  la  notion  fondamentale  du  groupe  d'une  équation  algébriiiue. 
Nous  partons  d'tinc  é«  pi  a  lion  de  degré  n 

dont  les  cocffîrienls  appartiennent  a  un  eerlain  tl  y  mai  ne  île  ratîuna- 
lilé,  et  dont   les   racines  sont  inég^ales.    Soil,    comtiie   plus   haut. 


(')  Leii  Œurrcîr  matliètiiiiljques  d*Ëvari»t«  Galui^  otit  éié  puïiliëcs  duftâ  te  Journat 
de  Maihémaiiques  {x**  sorte,  i,  Xî,  i8^G).  La  lettre  ûcrjtc  k  Auguste  Cbcviilicr  p«ir 
Galoîs,  lu  veille  même  de  sa  mort  {2t%  mai  iHSa),  a  été  aussi  inst^rée  é^fïn  ce  Vtiluatt;, 
Le  numéro  de  septembre  i83.!  At  la  Re^'ae  ettcyciopëdiqae  i!niilictiL  une  Notice 
iiécroJiifique  dut  Évarisie  Galuis^  où  V^\%^  iniuverfi  le^i  rensetgtieriietils  le^  plus  in  té- 
reiîsaDt»  sttr  la  destinée  UM|;ir{ue  di*  vv  ^i-nméire^  d'uu  incuritpuriibte  génie,  mort  ii 

Galois  est  :^urUuit  cuimu  pour  i^es  <*rilùhri!s  travauit  laur  \c^  <^qu;itiiiii^  ïilgébriqueS' 
Il  avûit  fait  en  Analj^se  des  déooiiveiteâ  <iu  riinhii^  iiussi  i^elntiintes,  Cnmaïc  ou  le  voit 
dans  sa  lettre  à  Auj^usle  Clieviilic^r,  il  iivâit  approfondi  iVtudr  de^  inté|;rales  di^  dilTe- 
rentiellei  algébriques,  les  îivari  classûes^  comme  on  l'^i  fiiil  depuis,  en  trois  espèces 
et  avait  trouvé  le  nombre  de  leuiâ  périodcs- 

IjCS  CEuvres  de  Galois  ont  i^lé  réiinpriimîes  par  k>  5oiiis  de  lit  Sotiété  miiLhêma- 
tique  de  KraMce  ((tautbier-Vilian»,  ï%;  )■  t-'»  e\Lr«it  des  priocipiiux  miiiiuscrit»  de 
Galoi$,  remis  par  A.  Cbevalii^r  à  Lion  y  iî  le.  et  rcsttSs  jufiquiei  dsins  les  piipier^  de  Ténii- 
nent  géomètre,  vient  d'être  publié  par  M,  Tanuci'v  (Gauihier-Villafs,  "l>o&).  I*li  lille 
de  Lionvillc,  AI"'  de  BUgiiîiTr!^^  ^i  fuit  don  de  <  es  manu^rrit^  à  la  Bibliothêqne  de 
r  Institut. 

Une  belle  Notiee  i&ur  la  vie  d'Évarn^tr  Galoiîâ  a  été  écrilc  par  M.  Paul  Uupuj  dans 
les  .4 finales  d&  l'École  Normate  (3-  ^érie,  t.  XIII,  1^9^  )j  on  y  veut  que  dans  ^a 
courte  vie  lii  politique  occupe  Galois  au  moins  autant  que  U  science. 
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au  paragraphe  10, 

nue  fonclion  rationnelle  des  racines,  dont  les  i.a.../i  valeurs  sont 
différentes  quand  on  permute  les  racines  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. On  pourra,  par  exemple,  prendre,  comme  l'indique  Galois, 

V  =z  aiXi-r-  a^Xi  -+-. .  .-i-a,tX„, 

les  a  étant  des  grandeurs  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité.  Désignons,  comme  plus  haut  (§  10),  par  i  (V')  un  facteur 
irréductible  de  degré  v  de  l'équation  donnant  les  i .  2 . .  ./i  valeurs  de 
V  et  soient  toujours  V|,  Va,  ...,  Vv  les  racines  de  <j*.  D'après  ce  que 
nous  avons  dit,  les  racines  peuvent  être  représentées  par  l'une  quel- 
conque des  lignes  horizontales  du  Tableau  suivant  : 

Bi(V,),     R,(V,),     ...,     R«(Vi), 
Rj(V,),    R*(V,),     ...,     R«(V,), 


Ri(Vv;,    Rt(Vv.),     ...,    n«(Vv). 


Chacune  de  ces  lignes  représente  une  permutation  des  racines 
x'i,  Xa  ...,  x,i.  J'ajoute  que  toutes  ces  permutations  sont  différentes, 
car,  autrement,  l'expression  ciiXt  -+- a^J^aH-. . .  +ci„Xn  devrait  être 
à  la  fois  égale  à  V^  et  à  Va.  Nous  allons  montrer  qu'd  ces  permuta- 
lions  correspond  un  groupe  de  substitutions,  La  première  ligne  se 
réduit  à 

Désignons  par 

S,  =  i,     Sj,     ...,     Sv 

les  substitutions  correspondant  au  passage  de  la  |)remière  ligne  à  elle- 
même  et  à  chacune  des  suivantes.  Nous  savons  (§  10)  que 

Vx=0,.(V,), 

Ojv  étant  une  fonction  rationnelle  ;  le  remplacement  de  V,  par  Ojv(Vi) 
donne  la  substitution  S^.  La  substitution  S^v  donne  donc  la  permuta- 
tion 

RilfU(V,)],    RîieA(Vo|,    ...,    Rn[e*(V,)]. 

Si  nous  voulons  maintenant  effectuer  sur  cette  permutation  la 
substitution  Sa,  il  faudra  remplacer  V|  parO^  (^i)  î  nous  aurons  donc 
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la  permutation 

(8)  R,[OA-fe/,)],    R,[eA.(Oy,)) R4«A^«/i)^ 

mais  on  voit  immédiatement  que 

0/feA(V,)| 

est  une  racine  de  i  (V),  car  celte  expression  n'est  autre  chose  que 
6a  (Va).  Or.  puisqu\m  a 

6fe,.(V,)|  =  o, 

l'équation 

^[e,.(V)]  =  o 

a  une  racine  commune  avec  A(V)  =  o.  Elle  admet  donc  toutes  les 
racines  de  cette  dernière  équation  et  en  particulier  V^.  La  suite  (8) 
fait  donc  partie  des  substitutions  de  notre  Tableau,  et  celles-ci 
forment  bien  un  groupe  qui  est  évidemment  d'ordre  v.  Galois  appelle 
ce  groupe  le  groupe  de  V équation  pour  le  domaine  considéré  de 
rationalité.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  double  propriété 
caractéristique  de  ce  groupe,  que  nous  désignerons  par  G. 

14.  Le  théorème  fondamental  peut  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par  les  sub- 
stitutions du  groupe  G,  appartient  au  domaine  de  rationalité,  et 
réciproquement  toute  fonction  rationnelle  des  racines  apparte- 
nant au  domaine  de  rationalité  reste  invariable  par  les  substitu- 
tions  du  groupe. 

n  est  essentiel  de  remarquer,  avec  Galois,  qu'on  appelle  \q\  fonction 
invariable  non  seulement  une  fonction  dont  la  forme  algébrique  est 
invariable  par  les  permutations  des  racines  entre  elles,  mais  encore 
toute  fonction  dont  la  valeur  numérique  ne  varie  pas  par  ces  substi- 
tutions, alors  même  que  sa  forme  algébrique  aurait  varié. 

Démontrons  d'abord  la  première  partie  du  théorème.  Toute  fonc- 
tion des  racines  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  =  X(V), 

V  étant  une  racine  de  l'équation  'i^  (\  )  =  o  considérée  au  paragraphe 
précédent,   et,  puisque  cette  fonction  a  la  même  valeur  numérique 
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pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  G,  on  aura 

X(VO=X(Vj)=...:-X(Vv) 

et.  par  suite, 

F  =  ^  [X(  V|  )  -4-  X(  V,;,  -H. .  .-4-  X(  Vv)l: 

F  est  (Jone  une  fonction  symétrique  de  \  ,,  V2,  . . . ,  Vv  ;  elle  apftar- 
tient  donc  au  domaine  de  rationalité  y  comme  les  coefficients  de 
réf/uation  i. 

Passons  à  la  seconde  partie.  Soit  F  une  fonction  rationnelle  des 
racines  dont  la  valeur  numéri(|ue  appartient  au  domaine  de  rationa- 
lité ;  nous  pouvons  écrire 

/(V,)  — 11  =  0, 

en  supposant  que  ce  soit  pour  la  disposition  des  racines  correspon- 
dant à  V  =  V,  que  la  fonction  prenne  la  valeur  0.  Mais,   puisque 

l'équation 

X(V)  — U  =  o 

a  la  racine  commune  V,  avec  l'équation  ij  (V)  =  o,  elle  admet  toutes 
les  racines  de  cette  dernière  é<|uation  qui  est  irréductible,  et  Ton  a, 

par  suite, 

X(V,)  =  X(V5)=...=  X(Vv). 

La  valeur  numérique  de  F  est  donc  imuiriable par  les  substitu- 
tions  do  G. 

I?).  [Jne  remarque  très  importante  est  à  faire,  relativement  au 
i^roii[)e  d'une  équation. 

Nous  avons  d'abord  formé  l'équation 

^\  V  )  -  o 

n'ayant  que  des  racines  simples  cl  donnant  les  1.2...//  valeurs  de  \  , 
et  nous  avons  considéré  ensuite  un  facteur  irréductible  ^(V)  de  cette 
équation.  On  doit  nécessairement  se  demander  quelle  conséquence 
entraînerait  pour  le  groupe  de  l'équation  la  substitution  d'un  facteur 
irréductible  à  un  autre.  Soit 

ir(V)  =  iKV).cp(V)...x(V), 

les  dillcrents  facteurs  i,  '^,  .    •./  étant  supposés  irréductibles  et  le 
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facteur  ^  d^ordre  v  étant  celui  qui  nous  a  conduit  au  groupe  G.  Toutes 
les  racines  de  ^(V)  étant  fonctions  rationnelles  de  l'une  quelconque 
d'entre  elles,  une  racine  de  'f  (V)  est  fonction  rationnelle  d'une 
racine  de  ^  (V)  ;  en  désignant  par  V,  une  racine  de  «i,  nous  avons 
pour  une  des  racines  de  © 

0(V,). 
Or,  en  posant 

v;=0(V,)      (i  =  !,•>.,  ...,v), 

les  V|  désignant  les  diverses  racines  de  ^,  les  quantités  V^  satisfont  à  une 
équation  d'ordre  v,  dont  les  coefficients  appartiendront  au  domaine 
de  rationalité,  et  qui  ayant  une  racine  commune  avec  o,  à  savoir 
6  (Vj),  admettra  toutes  les  racines  de  ce  dernier  polynôme.  Donc  le 
degré  de  op  est  au  plus  égal  à  celui  de  ^  ;  mais  un  raisonnement  tout 
semblable  montre  que  le  degré  de  »]/  est  au  plus  égal  à  celui  de  tp. 
Donc  lous  les  polynômes  'l,  ?p, . . . ,  -y^  sont  de  même  de  gré ,  et  Ton 
passe  de  l'un  à  l'autre  au  moyen  d'une  transformation  rationnelle. 
Nous  avons  vu  que,  si  Ton  substitue  dans  les  expressions 

R,(V),     R,(V),     ...,     R„(V) 

les  différentes  racines  Vj,  V^,  ...,  Vy  de  l'équation  t|^,  on  obtient 
l'ensemble  des  permutations  correspondant  au  groupe  G,  la  première 
permutation  étant  précisément,  si  Ton  veut, 

(S)  ^,=  R,(V,),        ^,=  R2(V,),         ...,        x„=R;,(V,). 

Si  Ton  considère  maintenant  les  racines 

V  ,,      Va,      ....      >  V 

(lu  facteur  »,  la  suite 

où  les  R'  représentent  des  fonctions  rationnelles,  donne  encore  la 
suite  des  racines  de  l'équation /(j;)  :=  o.  Or 

v;=e(V/)      («'  =  1,2,  ....V); 

la  suite  précédente  peut  don(î  s'écrire 

(2:')  H;fe(v,)],    Hi[0(v,)j,    ...,    r;io(V,)|. 

lîn  mettant  dans  la  suite  (ï'),  à  la  place  de  V»,  les  autres  racines 
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V^»,  ...,  Vv,  on  oblicadra  ïf  groLipe  G'  qii'aiiniil  dniHir  le  facteur  y. 
Soit  S  la  âuhâtitutinii  pur  hquelle  on  pas^e  de  (S)  à  |ï');  elle  fera 
pasj^er  :r^  du  rang  A  au  raii^f  /%  el  Ion  aura 

On  eu  coiiLdiit  que  la  in^ine  «îiibsUliiUoii  S  fiiîl  passer  d^une  ligne  de 
G  a  la  lijtïne  de  uiénie  raiij;  dans  G'  :  donc,  si  ^  el  if'  désignent  ces 
deux  subsLilutious  currespuadaiiLe&,  on  aura 

et  le  groupe  G'  esl^  par  eonsrquenU  la  inMisIVirmée  du  groupe  G  par 
ta  substituLiou  S. 

Ainsif  si  W  h  r  facteurs  irréduclihles,  nous  pourrons  former  r 
j;roupes,  qui  seront  les  Irauîsforniés  dp  l'un  d'entre  eux  par  r^i 
sulïStiUUioriîï  convenubles.  En  considéranL  couaiae  équivalents  deuît 
grou]}es  trausfonués  Fun  de  Taulre,  on  peut  dire  qu*à  une  équation 
ne  correspond  qu'un  group*^. 

16.  Le  groupe  d*une  équation  se  réduira,  en  générai,  au  f;roupe 
symétrique,  c'est-à-dire  à  Tensemble  des  substitutions  correspondant 
aux  K2. .  .w  permutations  de  n  lettres.  Ainsi,  considéron.s  Inéquation 
générale  d'ordre  n 

J'entends  par  là  une  rquation  [mur  laquelle  le  domaine  de  rationalité 
soit  défini  par  les  paramètres  (/^,,  .,,,/?„), 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines  ^{^i^  ^2,  --^j  ^n)  restant 
invariable  par  les  suljslitutions  du  groupe  de  cette  équation  doit  pou- 
voir ï^^exprimer  rationnellement  en  fonction  de  jPi,  /?2,  ..,,  p^  et 
Ton  a 

mais  on  peut  considérer  ici  p^^  p^y  .  « .  » />/,  comme  fonctions  de 
iTi ,  Xh^,  - . .  ï  a"/,,  qu'on  prendra  comme  variables  indépendantes,  et 
alors,  le  second  membre  étant  symétrique  en  ^^  x^,  . . . ,  ;i:/i,  il  en  est 
de  inéirie  du  premier. 

17,  Lorsque  le  groupe  G  d'une  équation  n'est  pas  le  groupe  symé- 
trique, cette  équation  est  une  équation  particulière.  Elle  est  caracté- 
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risée  par  ce  faitqu*il  existe  nécessairement  entre  les  racines  au  moins 
une  relation  rationnelle,  cette  relation  n'ayant  pas  lieu  pour  toute 
substitution  faite  sur  ces  racines.  On  a,  en  effet,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, en  désignant  toujours  par'i(\')  le  facteur  irréducllhie  consi- 
déré plus  haut, 

La  fonction  ^(«i  Xi  -\-a2X2  -[-...  -{-cinX,,)^  dont  la  valeur  numé- 
rique est  zéro,  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  (j; 
mais  elle  variera  pour  toute  autre  substitution,  puisqu'à  celle-ci  cor- 
respond une  valeur  de  V,  qui  n'est  pas  racine  de  A  (\  ).  La  relation 
précédente  est  donc  une  relation  rationnelle  entre  les  racines,  et  cette 
relation  cesse  d'être  vérifiée  quand  on  permute  les  x  d'une  manière 
quelconque. 

Inversement,  s'il  existe  une  relation 

<p(ar,,a:î,  ...,  j:«)  =0 

entre  les  racines,  relation  qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  toute  per- 
mutation des  J7,  il  est  aisé  de  voir  que  le  groupe  de  l'équation  ne  sera 
pas  le  groupe  symétrique.  Si  l'on  rem[)lace,  en  effet,  les  x  par  leur 
valeur  en  fonction  de  V,  l'équation  précédente,  en  tenant  compte  de 
l'équation  U^*  (V),  se  réduira  à  une  équation 

•ii  étant  au  |)lus  du  degn* 


et  elle  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car  autrement  la  relation  îp  se 
trouverait  vérifiée  pour  toute  substitution  faite  sur  les  x,  ce  que  nous 
ne  supposons  pas.  La  résolvante  de  Galois 

ir(V)  =  o 

admet  donc  un  facteur  rationnel  de  degré  inférieur  à  1.2...//,  et  le 
groupe  de  l'équation  n'est  pas  le  groupe  svmétrique. 

18.  Terminons  cette  Section  par  quelques  remarques  relatives  aux 
fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  équation.  Soit  une  fonction 
rationnelle  des  racines 

r^{Xx,Xt,  ...,  J^„). 


(S) 
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Supposons  qu'elle  {^arde  la  même  valeur  numérique  quand  on  fait 
>ur  les  X  une  subslllulion 

\    Xi        3-^        ...       X„    / 

ceci  veut  dire  (jue  Ton  aura  l'égalité  numérique 

'fij-,,  j-x,  ...,T„)  =:p(u:3i,  3r,S,  ...,  J?X), 

égalité  qui  ne  subsisterait  pas  nécessairement  si  les  x  étaient  des 
\ariables  indépendantes. 

Mais  cette  définition  n'est  bien  nette  que  si  Ton  parle  d'une  fonc- 
tion '^  parfaitement  déterminée.  On  poiirrait  exprimer,  d'une 
manière  ou  d'une  autre,  |)ar  exemple  au  moven  des  relations  entre  les 
racines  quand  il  en  existe,  la  fonction  '^  (j:-,,  j^^i  •  •  •  ? -2?//)  sous  une 
autre  forme  'i(X|j.rj j^,/),  et  Ton  ii  aurait  pas  nécessaire- 
ment 

On  ne  peut  donc  pas,  d'une  manière  générale,  parler  d'une  fonc- 
tion des  racines  restant  invariable  pour  une  substitution,  à  moins  de 
prendre  la  fonction  sous  une  forme  déterminée.  Cette  restriction, 
(jui  j)ourrait  être  une  source  de  difficultés,  sera  heureusement  inutile 
si  la  substitution  (S)  appartient  au  groupe  de  l'équation.  Si  Ton  a, 
en  cllet, 

Ç(J^,,  Xj,  ...,Xn)--  6(J-,,  J?j,  ...,.r;,)  =  o, 

on  a,  dans  le  premier  membre,  wwe.  fonction  des  racines  dont  la  valeur 
zéro  appartient  au  domaine  et,  |)ar  suite,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental, on  aura  encore 

Si  donc  's3  est  numériquement  invariable  pour  la  substitution  S,  il  en 
sera  de  même  de  'i.  On  pourra  donc  faire  abstraction  des  expres- 
sions multiples  que  peut  recevoir  une  fonction  rationnelle  des 
racines  si  les  substitutions  que  l^on  veut  effectuer  appartiennent 
au  groupe  de  l'équation.  Cette  remarque,  que  Ton  omet  générale- 
ment, sera  d'une  grande  importance  dans  tout  le  développement  de 
la  théorie. 

Voici     maintenant    un    théorème    important    rappelant    celui    de 
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L«igrange  par  la  forme  de  Tënoncé.  Je  considère  une  fonction 

rationnelle  des  racines  gardant  la  même  valeur  numérique  pour  les 
substitutions  d'un  groupe  G'  faisant  partie  du  groupe  G  de  l'ëquation, 
et  pour  celles-là  seulement;  toute  autre  fonction  ¥  numériquement 
invariable  pour  les  substitutions  de  G'  s*exprimera  rationnelle- 
ment à  Vaide  de  la  première. 
Introduisons  toujours  l'équation 

a;(V)  =  o 

et  les  expressions  de  Xx^  x^^  ,..^Xn  à  l'aide  de  V.  Le  groupe  de  sub- 
stitutions  G'  sur  les  X  correspond   à  un  échange   entre'  certaîne> 

racines 

V,,     V„      ...,     \\        («<v) 

de  l'équation  précédente. 

Quant  aux  fonctions/ (oti,  jTs,  . . . ,  j^'w)  et  F  (xi,  x>i,  . . . ,  Xn),  nous 
pouvons  les  mettre  sous  la  forme 

/(V),     F(V). 

Or,  en  désignant  par  a  la  valeur  de  /pour  V|,  V.,,  . . . ,  \\,  l'équa- 
tion 

/(V)  =  « 

est  vérifiée  pour  Vf,  Vo,  . . . ,  V^i,  et  ce  sont  les  seules  racines  qu'elle 
ait  en  commun  avec  l'équation 

Or  l'équation  donnant  les  racines  communes  à  ces  deux  équations 
s'obtient  en  cherchant  un  plus  grand  commun  diviseur,  opération  qui 
n'introduit  aucune  irrationalité.  Par  suite,  Vj,  Vo,  . . . ,  V»  sont 
racines  d'une  équation  de  la  forme 

X(V,/*)  =  o, 
où  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  a.  Or,  on  a  aussi 
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donc  iKuis  pouvons  écrire 

K  =  A  f  Fr V,  )  H-  FC V,  )  -^  . . .+  F(V«)], 

et  par  suite  F,  symétrique  en  V  i,  V2,  . . . ,  Va,  s'exprime  rationnelle- 
ment a  l'aide  de  <7,  c'est-à-dire  de/*:  c'est  ce  que  nous  voulions 
démontrer  (*). 


IV.  —  Groupes  simples  et  groupes  composés;  groupes  transitifs. 

19.  Avant  de  montrer  l'importance  de  la  notion  de  groupe  d'une 
équation  algébrique,  approfondissons  davantage  les  généralités  déjà 
étudiées  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre  sur  les  groupes  de 
substitutions. 

On  dit  qu'un  groupe  (i  relatif  kp  lettres  contient  un  autre  groupe  F 
s'il  renferme  toutes  les  substitutions  de  cet  autre  groupe.  Le  second 
jî;roupe  F  est  appelé  sous- groupe  du  premier. 

Faisons  voir  d'abord  qu'w/i  sous-groupe  d^un  groupe  donné,  a 
pour  ordre  un  diviseur  de  l^ordre  du  groupe. 

Désignons  respectivement  par  m  et  jjl  les  ordres  des  groupes  G  et  F, 
et  soient 

(9)  S,,     S,,     S„     ...,     SjjL        (Si  =  i) 

les  substitutions  de  F  ;  ces  substitutions  appartiennent  à  G  et  l'on  a 
par  hypothèse  m  >  [x.  Il  y  aura  donc  une  substitution  T  de  G,  qui 


(')  Nous  nous  sommes  placé  dans  cette  Section,  comme  d'ailleurs  dans  tout  ce 
Chapitre,  au  point  de  vue  arithmétique,  qui  est  celui  de  Galois.  En  se  plaçant  aa 
point  ;de  vue  de  la  théorie  des  fonctions,  et  prenant  en  particulier  une  équation 
algébrique  en  y, 

/{y,x)  =  0, 

dont  les  coefûcients  sont  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  Xf  on  peut  considérer 
le  groupe  des  substitutions  relatives  aux  permutations  des  racines  quand  x  part  d*un 
point  pour  y  revenir  après  avoir  décrit  un  chemin  quelconque.  On  obtient  alors  des 
iliéorémes  analogues  à  ceux  de  Galois;  on  pourra  consulter  à  ce  sujet  une  Note  de 
M.  Hermite  Sur  les  fondions  aigébriques  {Comptes  rendus,  t.  XXXII,  i85i). 
Dans  son  Traité,  M.  Jordan  appelle  le  groupe  dont  je  viens  de  parler  le  groupe  de 
monodromie, 

P.  -  III.  3i 
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n'appartient  pas  à  la  suite  précédente  ;  les  substitutions 
(lo;  TS,,     TS,,     ...,     TS^ 

appartiendront  donc  à  G  ;  elles  sont  distinctes  et,  de  plus,  aucune 
n'appartient  à  la  suite  (9),  car,  si  Ton  avait 

TS,=  Sa, 
on  en  conclurait 

c'est-à-dire  que  ï  appartiendrait  à  la  suite  (9)  qui,  par  hypothèse, 
forme  un  groupe.  De  là  résulte  que  l'on  a  w  =  2  a  ou  w  >►  2  u.  Dans 
le  second  cas,  il  y  aura  une  substitution  T'  de  G  n'appartenant  pas 
aux  suites  (9)  et  (10),  et  nous  aurons  une  nouvelle  suite 


(II)  T'S„    rs„     ...,    T'S, 


V- 


de  substitutions  de  G  et,  par  suite,  m  sera  égal  ou  supérieur  à  3  pi. 
En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  partager  les  m  substitutions  de  G  en 
un  certain  nombre  n  de  [jl  substitutions  données  par  les  suites  (9), 
(  10),  (11),  ...  ;  nous  avons  donc  bien 


comme  nous  Tavons  énoncé. 

Un  corollaire  immédiat  est  relatif  aux  substitutions  communes  à 
deux  groupes.  Ces  substitutions  forment  évidemment  un  groupe,  et 
l'ordre  de  celui-ci,  d'après  le  théorème  précédent,  est  un  diviseur 
commun  des  ordres  des  groupes  considérés. 


20.  Le  tableau  des  substitutions  de  G,  mis  sous  la  forme 

(S,  =  i), 


Si,             Sj,     ....  S| 

T,S,,        T,Ss T,S, 


T/i-iSi,     Trt-i  Sj,     ....     T„_|Sj 

qui  se  présente  déjà  dans  les  Exercices  d'Analyse  de  Cauchy,  est 
extrêmement  important  dans  la  théorie  des  substitutions. 

Si  une  fonction  de  p  lettres  reste  invariable  pour  les  substitutions 
de  r  et  pour  celles-là  seulement,  cherchons  le  nombre  des  valeurs 
que  prendra  cette  fonction  pour  l'ensemble  des  substitutions  de  G. 
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Soit  donc  la  fonction 

qui  reste  invariable  pour  les  substitutions  S|,  S21  . . . ,  S^^  ;  toules  les 
substitutions 

transformeront  o,  en  la  même  fonction  que  la  substitution  T|,  puisque 
la  première  substitution  à  effectuer  S/  transforme  0|  en  lui-même. 
Appelons  ^2  ce  que  devient  »<  par  la  substitution  T|.  De  même  la 
substitution  T2  iious  donnera  une  fonction  9.i,  ainsi  que  tous  les 
termes  de  la  troisième  ligne.  Nous  obtenons  ainsi  n  fonctions 

correspondant  respectivement  aux  n  lignes  du  Tableau  ci-dessus. 
D^ailleurs,  toutes  ces  fonctions  sont  distinctes.  Supposons,  en  effet, 
que  Ta  et  Tp  donnent  la  même  fonction  et  que  j3  soit  plus  grand  que  a  ; 
la  substitution 

Ti«Tp 

transformerait  ^1  en  lui-même,  et  Ton  aurait  par  suite 

Ti»Tp=S,, 
c'est-à-dire 

Tp-TaSA, 

ce  qui  est  contraire  aux  hypothèses  faites,  car  on  a  appelé  Tp  une 
substitution  de  G,  qui  ne  se  trouvait  pas  dans  les  lignes  précédentes. 

21.  Nous  venons  de  dire   que,  si  Ton  effectue  sur  ©1   toutes  les 

substitutions 

T|S|,    TiSj,     ...,    TjSji, 

on  obtient  la  fonction  ^2*  ^^  ^^t  facile  d'en  déduire  quelles  sont  les 
substitutions  transformant  (p2  en  lui-même.  Si  S  désigne  une  telle 
substitution,  la  substitution 

T7»2Ti 

transformera  9|  en  lui-même  :  on  aura  donc 

et,  par  suite, 

2  =  T,SaT7». 
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Celle  subsliuilion  esl  donc  une  Iransformée  par  T|  d'une  substitu- 
tion de  la  première  ligne.  Nous  avons  déjà  introduit  (§  6)  cette  expres- 
sion de  transformée  d'une  substitution  par  une  autre,  et  défini  ce 
qu'on  entend  par  transformé  d'un  groupe  par  une  substitution.  De 
ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte  que  le  groupe  correspondant  à 
la  fonction 

est  le  groupe  transforme  de  F  par  la  substitution  Tx_i  (on  doit  prendre 
T.=  .). 

â!2.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  ces  sous-groupes 
correspondant  respectivement  aux  diflérenles  fonctions  ©1,^2,... 
auraient  eux-mêmes  un  sous-groupe  commun  ;  soit  H  le  sous-groupe 
formé  par  toutes  les  substitutions  laissant  'fi,'f29  •••?©//  invariables. 
Si  II  désigne  une  substitution  de  H,  et  que  s  représente  une  substitu- 
tion quelconque  de  G,  la  substitution 

transforme  '^a  en  lui-même  quel  que  soit  a.  Car  tout  d'abord  la  sub- 
stitution 5  '  transformera  '^a  en  une  autre  fonction  '^p,  la  substitution 
Il  conserve  '^p,  et  enfin  s  nous  ramène  à  cp^.  H  en  résulte  que  le 
groupe 

(l'A)  S  H  5-', 

transformé  de  H  par  la  substitution  s,  esl  le  groupe  H  lui-même. 
D'une  manière  générale  on  dit  qu'un  groupe  H,  sous-groupe  d'un 
groupe  G,  esl  un  sous-grouf»e  invariant  de  ce  groupe,  quand  la 
transformée  de  H  par  une  substitution  quelconque  de  G  est  identique 
à  H. 

Un  groupe  G  qui  contient  un  sous-groupe  invariant  (non  formé 
de  la  seule  substitution  un)  est  dit  composé;  dans  le  cas  contraire, 
le  groupe  est  dit  simplk. 

23.  Revenons  au  cas  général.  I^a  suite 

?i,     92,     ?/* 

forme  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  une  fonction  j  pour  l'en- 
semble des  substitutions  de  G.  A  chaque  substitution  du  groupe  G 
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correspond  un*-  sulistilulioii  des  lettres  o^  et  rcnî^einble  de  ces  sub- 
sti luttons  des  f  forme  évidemment  un  groupe  g^  Deux  groupes  cor- 
resfHindaïUb  tels  que  G  et  ^ç*  sont,  d'une  manière  générale,  désignés 
par  M.  Camille  Jordan  sous  le  nom  de  groupes  isomorphes  ;  k  chaque 
subsLiltaioii  de  (.1  corres[)ond  uite  seule  suljstilulion  de  ^^  mais  à  une 
substitution  de  g  peuvent  correspondre  plusieurs  substitutions  de  G, 
V  cliaque  ïiubsiîiulion  de  «^  correspond  le  même  nombre  de  substitu- 
tiims  de  G,  n  savoir  le  nombre  de  ces  dernières  substitutions  qui 
correspondent  a  la  substitution  tinifé  des  ç  ;  si,  en  effet,  £  et  ?  sont 
deux  substitutions  de  G  correspondant  à  une  même  substitution  de 
g^  la  substitution 


V'-l  V* 


de  G  correspomlra  :ï  la  sulistitution  unité  des  -f  etronauru  X'^  St  en 
désignant  par  7  une  substitution  de  G  correspondant  à  la  substitution 
unité  des  0. 

Or  le  notnbre  des  substitutions  ^  est  précisément  égal  à  eelui  des 
substitutions  qui  appartiennent  à  tous  les  sons-groupes  correspondaiii 
respectivement  aux  fonctions  'St  ;  nous  venons  de  les  considérer  k  la 
iin  du  paragraphe  précédent^  et  nous  avons  désigné  par  H  h*  groupe 
que  forme  leur  ensemble.  L^ordre  de  H  sera  le  nombre  des  substitu- 
tions de  G  qui  correspondent  à  une  même  substitution  de  g* 

On  peut  désigner  [Kir  le  svmbole 

g;  r 

le  groupe  des  ^  que  nous  venons  de  définir. 

Examinons  le  cas  où  F  est  un  sous-groupe  invariant  de  G;  le  groupe 
H  coïncidera  avec  V.  tin  revenant  au  Tableau 


Si, 
Si.    T, 


!*l. 


on  voit  qu*à  chaque  substitution  des  y  correspondent  dans  G  les  ii 
suf)stituiîons  d'une  même  ligne;  en  effet,  les  deux  substitutions 

donnent  la  même  permutation  des  s,  à  savoir  celle  qui  correspond  à 
la  permutation  T,,  Ia*  groupe  g  des  f  est  d'ordre  n. 


Si  le  g^ruupe  des  ^  iidniel  un  sous-groupe  g\  Fisamorplûsme  fci'a 
correspondre  aux  snlislitulions  de  ce  dernier  tlansG  an  sous-groupe 
G'  formé  seulement  d\me  partie  des  subslitutioiii*  tle  G,  Ce  groupe* 
sera  formé  d'un  certain  nombre  de  lignes  du  Taldeau,  cl  il  eonttendrii 
lii  première  qui  correspond  à  la  substitution  unité. 

On  en  conclut  que  (.V  couticiit  le  groupe  \\  qui  en  est  nu  sous- 
gioupe. 

Une  applicarion  importante  du  rcsulUit  précédent  concerne  le  c^s 
où  le  groupe  V  est  un  sous-groupt-  invariïint  majçimitm  de  G.  JVous 
entendons  par  sous-groupe  invariant  maximum  dUiti  gtc^ripe  G 
un  soiiS'ffioupe  iavatiani  V  ici  qu'il  n'existe  aucun  gioape^  sous- 
groupe  i  ma  riant  de  G^  contenant  V  comme  sous-gronpe.  Dans  ce 
Cîis,  le  groupe  g  des  sj  doit  être  simple,  car  uutremeut  il  e^outieu- 
drait  un  sous-groupe  invariant  g*  auquel  correspondrait  un  souïi- 
groupe  invariant  G',  qui  admettrait  lui-même  le  sons^groupc  F,  et 
celui-ci  ne  serait  pas,  par  suite,  un  sous-gnuîpc  invariaul  maximunu 
La  réciproque  est  (évidente  ;  si  g  est  un  gnttipe  si  m  pie  ^  V  est  an 
so  ns-gro  upe  in  varia  ni  m  awim  uni. 

Si  nous  revenons  au  cas  géiu'ral,  dans  lequel  F  nVst  fias  un  sous- 
groupe  invariant^  on  montrera  de  la  même  manière  que,  si  le  groupe 
H  est  \ni  sous-groupe   invariant  jnaximum,  le  groupe  g  est  sinïple. 

2i*  Après  la  nolitui  de  groupes  simples  et  de  groupes  composés, 
introduisons  encure  \v\\e  autre  notion  jouant  dans  la  ttiéorie  un  rule 
capital*  On  dit  d^un  groupe  qu'il  est  transitif  quand  il  existe  daus 
ce  groupe  au  niotns  une  sulistitutinn  remplaçant  un  clément  quel- 
conque ^Tûi  par  un  autre  «élément  .r^  arbitrairement  rboisi.  Un  groujie 
qui  n'est  pas  transitif  esl  dit  in  transitif. 

Reprenons,  |»ar  exem|de,  la  fonction  déjà  considérée  (§  7) 

U  existe  un  groupe  de  huit  substitutions  la  Irausformant  eu  elle- 
même^  et  parmi  ces  substitutions  on  peut  en  trouver  qui  rcni- 
placeul  x^  ]>ar  taie  i|ueIeonf|uc  des  autres  lettres  jr^.^  ^/g,  ^Tj,  Le 
groupe  correspondant  ù  cette  fonction  est  donc  transitif. 

Prenons  maintenant  la  fonction 

;r|j:t— a:|^4. 


L 
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Painii  les  substitutions  transformant  cette  fonction  en  elle-même, 
il  n'y  en  aura  pas  remplaçant  x^  par  x^  ou  Xi  ;  le  groupe  de  cette 
fonction  est  intransitif  (  *). 


V.  —  Composition  des  groupes;  théorème  de  M.  Jordan. 

25.  La  composition  des  groupes  forme  un  Chapitre  important  de 
la  théorie  des  substitutions.  Soit  un  groupe  composé  G  ;  formons 
une  suite  de  groupes 

G»  Gl,  G,,  ...,  Gy„  I 

dont  chacun  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  du  précédent, 
et  dont  le  dernier  est  formé  par  la  substitution  unité.  Soient 

m,     mt,     Wj,     ...,     nip,     1 
les  ordres  respectifs  de  ces  groupes.  Les  nombres 

//i        //i|  rtif, 

nii  '     nit  • 

sont  des  entiers,  puisque  chaque  groupe  est  un  sous  groupe  du 
précédent.  On  les  appelle  les  /acteurs  de  composition  du  groupe  G- 

Il  peut  arriver  que  les  opérations  précédentes  puissent  se  faire  de 
diderenles  manières.  A  chaque  série  de  groupes  correspondra  alors 
une  suite  de  facteurs  de  composition.  M.  Jordan  a  démontré  (-)  que 
les  /acteurs  de  composition  sont  les  mêmes ^  à  I* ordre  près,  et,  par 
suite,  sont  en  même  nombre. 

Ainsi,  si  Ton  a  les  doux  suites  de  groupes 

G,     Gi,     (ij,     ....     G;,,     1, 
(i,     GJ.  ...     G^',     I, 

(  ')  Outre  la  notion  de  groupe  simple  ou  composé  et  de  groupe  transitif  ou  intran- 
silif,  une  autre  notion  est  encore  d'une  certaine  importance  dans  la  théorie  des 
groupes  :  c'est  celle  de  la  primitivité.  Quoique  nous  n'ayons  pas  à  en  faire  usage  . 
dans  la  suite,  indiquons  cependant  une  définition.  Un  groupe  transitif  est  dit  non 
primitif  lorsque  les  lettres  peuvent  y  être  réparties  en  systèmes  contenant  le  même 
nombre  de  lettres  et  telles  que,  dans  toutes. les  substitutions  du  groupe,  les  lettres 
de  chaque  système  soient  remplacées  par  les  lettres  d'un  même  système.  Les  groupes 
dans  lesquels  les  lettres  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  réparties  en  de  tels  systèmes 
sont  dits  primitifs. 

(  =  )  C.  Jordan,  Traité  des  substitutions,  p.  48- 
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on  aura  p  =/?',  et  les  quotients  des  m  relatifs  au  second  groupe 
seront  les  mêmes,  à  Tordre  près,  que  pour  le  premier. 

26.  Pour  démontrer  cet  important  théorème,  commençons  par  un 
lemme  préliminaire  (*  ).  Soient  G  et  G' deux  groupes  permutables, 
c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

G'GO'  '=  (;, 

en  entendant  par  là  que  la  transformée  du  groupe  G  par  une  substi- 
tution quelconque  de  (j'  redonne  le  groupe  G,  et  inversement.  Dési- 
gnons par  m  et  m^  les  ordres  de  ces  deux  groupes.  Les  substitutions 
communes  à  G  et  G'  forment  un  groupe  F  d'ordre  jjl,  et  Ton  a 

ni  ^=^  n]L^         /n'  —  /l' ji. 

En  employant  les  notations  analogues  à  celles  des  paragraphes  19 
et  20,  nous  pouvons  mettre  les  substitutions  de  G  et  (V  sous  la 
forme  des  deux  Tableaux  : 

Ti  S|,     Ti  Sj,     ...,      1 1  Sji.  Tj  S,,     Tj  Sj T,  Sjx. 

.,     T,  Sji    et     T,  Si,     Ti  Sj,     ...,     T,  Sj^, 


T5S,,     T,S„ 
T/iSi,     T«Sj, 


» /i  Sjji,  I/i'S|.        InS},       ...»        i/i'SjjL, 


iV>us    introduisons    seulement,    pour    la    symétrie,    la    substitution 
T,  =:T,  =  I  ;  on  a  aussi  Si  =  1,  comme  plus  liant. 
Montrons  que  les  substitutions 

TyTpSa 

forment  un  groupe  d^ ordre  contenant  les  deux  groupes  G 

et     G'   comme    sous-groupes     invariants,     et     que     le     groupe 
r(Si,  S.»,  . . .,  Sul)  est  un  sous-groupe  invariant  de  G  et  de  G'. 
Di'niontrons  (Tahonl  la  dernière  partie  de  l'énoncé:  on  a 

TpS.;Sa<  TcjS.)- 1  =  TfiSySaS/ Tjt»  =  TpSa'Tfi' =  Sa-. 

I.a  dernière  de  ces  égalit/'s  provient  de  ce  que  les  deux  groupes  (i  et 


(';  Nous  suivons  la   nit^me  marche  que    M.  i\i:tto  dans  son   Traité  des  substitu- 
tions (  p.  H-  cl  sui\.). 
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Cl'  sont  permutables,  car,  Sa*  appartenant  à  G',  sa  Iransforinée  par 
la  substitution  ïp  de  G  appartient  à  G';  d'autre  part,  cette  trans- 
formée de  Sg  par  Tp,  formée  de  substitutions  de  G,  appartient  à  G  : 
elle  appartient  donc  à  G  et  à  G',  cVst  donc  une  substitution  S^. 
Pour  la  première  partie  du  lemme,  faisons  le  produit  de  deux 
substitutions  de  la  forme  indiquée  ;  en  désignant  par  la  lettre  S 
avec  un  indice  une  substitution  de  G,  on  aura  à  faire  le  produit  des 
deux  substitutions 

ù)  TySy     et     T'y.Iv 

Or,  le  produit  Ty^xTy'Sx'  peut  s'écrire 

si  l'on  observe  que  l'on  a 

l>.Ty  =  Ty.v^- 

comme  conséquence  de  la  relation  TÇ/ '  SxTy  =  ilx' ?  qui  exprime 
(|ue  les  groupes  G  et  G'  sont  permutables.  Or,  d'autre  part, 

TyTv-  T'y- S». 

Nous  avons  donc  le  produit  des  substitutions  (e)  sous  la  forme 
TUSaS>/lv- -Ty-Sx-; 

il  est,  par  suite,  de  même  forme  que  chacune  des  substitutions  (e). 
On  verrait,  par  des  transformations  analogues,  que  l'inverse  d'une 
substitution  de  la  forme  (e)  et  le  quotientde  deux  telles  substitutions 
sont  encore  de  la  même  forme.  Ces  substitutions  forment  donc  un 
groupe;  nous  ra|)pellerons  le  groupe  1. 

Pour  évaluer  Tordre  du  groupe  ainsi  obtenu,  et  montrer  qu'il  est 
égal  an  nombre  des  T'  multiplié  par  le  nombre  des  S,  c'est-à-dire 

n' nik  ou  ,    il    suffil    de    faire    voir   que    toutes    les  substitutions 

TvfpSji  sont  distinctes,  a,  [i,  y  ayant  les  valeurs 

a  =  I,  -2,  . . .,  {ji. 
3  ^  1,2,  ...,/i, 
7  =  1,  7.,  ...,  n'. 
Si  l'on  avait,  en  ellel, 

TVT^S,=  TyTp'Sa', 
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on  en  déduirait 

T!yTiTY=Tp.Sa'Si'Tp'; 

ie  premier  membre  représente  une  substitution  du  groupe  G',  le 
second  une  substitution  du  groupe  G  ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  si 
leur  valeur  commune  représente  une  substitution  de  T,  c'est-à-dire 
une  substitution  S.  On  aurait  donc 

Tf»T;=S2 
ou 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  d'après  la  loi  même  de  formation  des  deux 
Tableaux,  que  si  y  =  v'  et  8^=  i .  On  en  déduit 

et,  par  suite,  ^fi  =  P'^  a  =  a' pour  la  même  raison.  L'ordre  du g^roupe  à 

est  donc 

Le  groupe  A  admet  évidemment  comme  sous-groupes  les  groupes 
G  et  G';  il  faut  faire  voir  (|ue  chacun  d'eux,  G^  par  exemple,  est  un 
sous-f^roupe  invariant.  Soient  S»  une  substitution  quelconque  de  G, 
et  TySp  une  substitution  quelconque  de  A.  La  transformée  de  la  pre- 
inirre  par  la  seconde  est 

Or,  (j  et  G'  étant  permutables,  la  transformée  de  l'j  par  TÇ  donne 
encore  une  substitution  de  G,  et  le  théorème  est  établi. 

27.  Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Jordan.  En  partant  du  groupe  G,  nous  avons,  on  le  suppose,  les 
deux  suites  définies  plus  haut 

'I)  O,     G,,     Gj,      .... 

*'»)  G.     G,,     G',,     ... 

Les  deu\  groupes  G,  et  G',  sont  permutables,  et  nous  allons  leur 
appliquer  le  théorème  que  nous  \cnons  d'établir  pour  les  groupes 
appelés  G  et  G'au  paragraphe  précédent.  Que  «levient  ici  le  groupe  A? 
Il  doit  se  confondre  avec  G.  Tout  d'abord,  en  effet,  A  n'admet  que 
des  substitutions  appartenant  à  G;  c'est  donc  un  sous-groupe  de  G. 


THÉORIK    DES    SUBSTITUTIONS    ET    DES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES.  l\gi 

Knsuite  c'est  un  sous-groupe  invariant,  comme  le  sont  G|  et  G,,  ce 
que  vérifie  un  calcul  tout  analogue  à  ceux  que  nous  avons  faits  plus 
haut.  Si  donc  A  ne  se  confondait  pas  avec  G,  ce  serait  un  sous-groupe 
invariant  de  G  admettant  G|  et  G,  comme  sous-groupes,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  G|  et  G\  sont  des  sous-groupes  maximums, 
il  résulte  de   à  que,  si  Ton  désigne  par 

m,     /«i,     m,,     ..., 

/«,         m\y         //î'j,  ... 

les  ordres  des  groupes  des  deux  suites,  on  aura 

m  =  -y 


y.  désignant  Tordre  du  p-oupe  Y  formé  par  les  substitutions  com- 
munes de  G|  et  de  G^ . 

D'autre  part,  le  groupe  F  d'ordre  a  est  un  sous-groupe  invariant 
de  G,  et  G|,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  précédent;  nous 
allons  montrer  qu'il  est  maximum.  Supposons,  en  eflet,  qu'il  existe 
un  sous-groupe  H  invariant  de  G|  contenant  F. 

Nous  allons  montrer  que  le  groupe  H  est  permutable  à  G',.  Dési- 
gnons respectivement  par  ^,  s'  et  A,  avec  des  indices,  les  substitutions 
de  G4,  de  G,  et  de  H.  On  voit  de  suite,  en  groupant  convenablement 
les  ternies,  que  ht  substitution 

appartient  à  la  fois  à  G|  el  à  G,  el,  par  suite,  à  F.  Soit  S),  cette  sub- 
stitution. On  en  conclut 

5{j/ia5^"*  =  S>./ia=  A;, 

ce  qui  montre  que  H  et  GJ  sont  permutables. 

Appliquant  alors  le  même  théorème  à  ces  deux  groupes,  on  pour- 
rait former  un  groupe  permutable  à  G  et  contenant  G',  comme  sous- 
groupe,  ce  qui  est  impossible,  puisque  G  J  est  maximum.  Le  groupe  H 
n'existe  donc  pas,  et  F  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  G| 

et  g;. 

Considérons  maintenant  une  suite  de  composition  du  groupe  F 

r,    Ti,     ...,     1; 
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les  deux  siiiles 

(Hl  ) 

0, 

G,,    r,    r„    ... 

,    1, 

(W) 

0, 

(u.    r.    r\ 

,    t 

formeront  deux  suites  de  roniposition  du  groupe  G.  Pour  ces  deux 
suites  les  facteurs  de  composition  sont, les  mêmes;  la  chose  est  évi- 
dente à  partir  de  F,  puisque  les  termes  sont  identiques;  et,  pour  les 
deux  premiers  inlervalles,  cela  résulte  de  la  relation  établie  ci>ciessus 

m   __  m\  m    _  '"i  . 

donc  l'ordre  seulement  des  deux  premiers  facteurs  est  interverti. 

Puisque  les  séries  (III)  et  (IV)  ont  les  mêmes  facteurs  de  composi- 
tion, le  théorème  que  nous  avons  en  vue  sera  établi,  si  nous  prouvons 
que  (1)  et  (III),  d'une  part,  (II)  et  (IV),  d'autre  part,  ont  les  mêmes 
facteurs.  Mais,  pour  ces  deux  derniers  couples,  la  démonstration  est 
d'un  degré  moindre  de  difficulté,  car,  tandis  que  les  suites  (I)  et  (II) 
n'avaient  qu'un  groupe  commun  (le  premier),  les  suites  (I)  et  (III)  ont 
deux  groupes  communs  G  et  G|  ;  en  raisonnant  de  la  même  manière 
on  ramènera  la  démonstration  à  celle  du  théorème  pour  le  cas  de 
deux  suites  ayant  les  trois  premiers  groupes  communs,  et  ainsi  de 
suite,  de  proche  en  proche;  ce  qui  établit  le  théorème. 

28.  Dans  un  intéressant  Mémoire  (*),  M.  Holdera  étendu  le  théo^ 
rème  de  M.  Jordan,  en  établissant  que,  non  seulement  les  facteurs 
numériquesdr  composition  forment  une  suite  invariable,  mais  que  les 
groupes  considérés  plus  haut  (§  23),  désignés  par 

G    Gi,     G|  I  Gj,     .... 

et  que  Ton  peut  appeler  les  f^roupes  facteurs  di*  G,  forment  une 
suite  qui  est  seulement  permutée  lorsqu^on  passe  dUine  suite  de 
composition  de  G  à  une  autre.  Nous  renverrons  pour  la  démons- 
tration au  travail  de  M.  Hrdder. 


(')  ().  HrtLDKR,  Zurûckfiihrung  einer  betiebigen  atgebraischen  Gteichung  au/ 
eine  Kette  von  Gteichungen  {Math.  Annaien,  t.  \XXIV,  1889).  Ce  Mémoire  coiilieni 
une  remarquable  el  rigoureuse  exposition  des  principaux  problèmes  concernant  le 
groupe  d'une  équation. 
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29.  Comme  exemple,  considérons  ie  groupe  symétrique  et  cher- 
chons à  le  décomposer  en  formant  la  suite  définie  ci-dessus.  Nous 
ferons  d'abord  une  remarque  générale  sur  la  transformée  d'une  sub- 
stitution par  une  autre  substitution;  soient  S  une  substitution  et 

TST-» 

sa  transformée  par  T.  Montrons  que  ces  deux  substitutions  sont 
composées  d'un  même  nombre  de  cycles  portant  respectivement  sur 
un  même  nombre  de  lettres,  ce  qu'on  exprime  souvent  en  disant 
qu'elles  sont  semblables.  En  effet,  soit 

en  mettant  les  cycles  en  évidence,  et  soit  la  substitution 


_      /      X^X^X^  ...    ^X   ...    J'y      \ 

\   XxXtXi  ...X/^,..  Xn    ; 


En  effectuant  successivement  les  trois  substitutions  T"',  S,  T, 
l'élément  .Ta  est  remplacé  par  X|,  puis  par  x^t  et  enfin  par  xp;  donc 
la  substitution  TST~*  transforme  Xf^  en  xp,  puis  x^  en  a.y,  et  ainsi  de 
suite,  de  telle  sorte  que 

TST-i  =  (a:aa:p:ry...)(arx. ..)...: 

ce  qui  établit  bienTassertion  posée  plus  haut.  Il  en  résulte  immédia- 
lement  que  les  deux  substitutions  S  et  TST~*  peuvent  être  obtenues 
en  faisant  un  [même  nombre  de  transpositions,  puisque  des  substi- 
tutions circulaires  d'un  même  nombre  de  lettres  correspondent  à  un 
même  nombre  de  transpositions. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  montrer  que  le  groupe  alterné  est  un  sous- 
groupe  invariant  du  groupe  symétrique,  car  la  transformée  d'une 
substitution  du  groupe  alterné  par  une  substitution  quelconque 
renferme,  d'après  ce  qui  précède,  un  nombre  pair  de  transpositions 
et  appartient,  par  conséquent,  au  groupe  alterné.  On  remarquera,  en 
outre,  que  le  groupe  alterné  est  un  sous-groupe  invariant  maximum 
du  groupe  symétrique,  puisque  l'ordre  d'un  sous-groupe  du  groupe 
symétrique,  étant  un  diviseur  de   i  .2.../1,  ne  peut  être    supérieur 

,   \. '}.... n 
a  «• 

Nous  allons  maintenant  établir  que,  si  n  est  supérieur  à  quatre,  il 
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n'y  a  pas  d'autre  groupe  invariant  dans  le  groupe  symétrique 
que  le  groupe  alterné.  Nous  emprunterons  la  démonstration  de  ce 
théorème  au  Traité  de  M.  Jordan  (p.  63). 

Soit  r  un  sous-jjroupe  invariant  du  groupe  symétrique.  Supposons 
en  premier  lieu  que,  parmi  les  cycles  d'une  de  ses  substitutions  S,  il 
en  existe  un  contenant  plus  de  deux  lettres;  comme,  par  une  substi- 
tution convenable  du  groupe  symétrique,  cette  substitution  S  se  trans- 
forme en  une  substitution  quelconque  pourvu  que  cette  dernière  ait 
ses  cycles  en  même  nombre  et  avec  le  même  nombre  de  lettres  que 
S,  nous  aurons  certainement  dans  F  les  deux  substitutions 

Si  =  (.-Tot-cp J^v  .  . .  J?S)  (a:'2-Cç  ...)..., 

Sj  =   iX^Tg^Xy  .  .   .    Xl)  {XtX^  ...  ,1 


les  cycles  non  écrits  étant  les  mêmes  dans  les  deux  substitutions.  Pre- 
nant maintenant  la  substitution 

S,»  S,, 

elle  fera  aussi  partie  de  F;  mais  elle  se  réduit  visiblement  au  cycle 
portant  sur  trois  lettres  arbitraires 

(OPtxX^Xli), 

toutes  les  lettres  autres  que^»,  orp,  xi  n'étant  pas  modifiées. 

Supposons  en  second  lieu  que  tous  les  cycles  de  S  contiennent  au 
plus  deux  lettres;  nous  aurons  dans  F  les  deux  substitutions 

'^\  =  (3Pg,X0^){X^Xl)..., 

^t={x^x.){x^xi)..,, 

les  cycles  non  écrits  étant  toujours  les  mêmes,  et,  par  suite,  leur  pro- 
duit S2S|  est  égal  à 

V  ={XaLXi)(^x^x^), 

toutes  les  lettres  autres  que  Xa,  ^fi,  ^p,  x^  n'étant  pas  modifiées. 
Soit  maintenant  /i>4;  le  groupe  F  contiendra  de  même 

S  étant  une  lettre  arbitraire  différente  de  x,  p,Y,  5.  On  a  enfin 

2,1  =^{X^XlXr), 
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et  nous  avons  encore  dans  F  une  substituliou  circulaire  d'ordre  trois 
portant  sur  trois  lettres  arbitraires. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'un  groupe,  contenant  tous  les  cycles  de 
trois  lettres  arbitraires,  se  réduit  au  groupe  symétrique  ou  au  groupe 
alterné.  En  effet,  le  produit  T'  T  des  deux  substitutions 

T  =  (x\XiXi)^ 
T'=  (xixtx^) 
est  égal  au  produit 

{XiX^){x.Xi) 

de  deux  transpositions,  el  inversement  le  produit  de  deux  transposi- 
tions est  égal  à  un  produit  de  substitutions  circulaires  de  trois  lettres. 
Il  en  résulte  que  le  groupe  F  contient  nécessairement  le  groupe 
alterné;  si  donc  il  ne  coïncide  pas  avec  le  groupe  alterné,  il  sera 
nécessairement  le  groupe  symétrique. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  le  groupe  alterné  de  n  élé- 
ments est  simple  (/j>>  4)  et  que,  par  conséquent,  la  suite  de  compo- 
sition du  groupe  symétrique  G  est 

G,    Gi,     I, 

G|  désignant  le  groupe  alterné.  J'indiquerai  de  ce  théorème  la 
démonstration  suivante,  qui  m'a  été  communiquée  par  M.  Simart. 
Supposons  que  le  groupe  alterné  possède  un  sous-groupe  invariant  F. 
On  peut  mettre  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe  symétrique  G 
sous  la  forme 


s„ 

s.,    . 

..,      s„    .. 

..       S,, 

t 

s,. 

TS„     ., 

...     TS^,     .. 

.,     TS^.. 

La  première  ligne  représente  le  groupe  alterné  G|  et  T  désigne 
une  substitution  arbitraire  de  G  n'appartenant  pas  à  G{,  par  exemple 
la  transposition  {x^  x^). 

Soient  S|,  Sa,  ...,  Sj^  l'ensemble  des  substitutions  formant  dans  G| 
le  groupe  invariant  F.  Le  groupe  transformé  de  F  par  T,  soit  H, 
appartient  à  G|  et  est  un  groupe  invariant  de  G|.  En  effet,  en  dési- 
gnant par  S  une  substitution  quelconque  de  G|,  on  remarque  d'abord 
que  ST  =  TS',  puisque  ST  est  une  substitution  de  G  n'appartenant 
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pas  à  G|,  et  Ton  en  déduit 

2:TSpT->2:-»=  (2:T)S3(ST)-i  =  TS'S^r  >t-»=  TSaT->, 

Sx,  S^  désignant  des  substitutions  du  groupe  F. 

Supposons  que  ces  deux  groupes  F  et  F' aient  des  substitutions 
communes  :  elles  forment  un  nouveau  groupe  F"  invariant  de  G|, 
dont  la  transformée  par  T  est  identique  à  F",  car  la  transformée  de  F' 
est  F,  comme  on  le  voit  immédiatement.  On  en  conclut  que  V  est  un 
invariant  du  groupe  symétrique.  Mais  il  résulte  du  théorème  précé- 
dent que,  .pour  n  >  4,  le  groupe  G  symétrique  n'a  pas  d'autre  invariant 
que  le  groupe  alterné  [G|.  Donc  les  groupes  F  et  F'  n'ont,  en  dehors 
de  la  substitution  un,  aucune  substitution  commune.  D'ailleurs,  F  et 
F' sont  deux  groupes  invariants  de  G|,  permutables.  Appliquant  le 
lemme  du  paragraphe  26,  on  pourra  former  avec  ces  deux  groupes  un 
groupe  A  d'ordre  jjl^,  invariant  de  G|,  dont  le  terme  général  sera 


r^r.        ^  /    a     =    I.9..    .    .     U\ 


et  ce  groupe  A  sera  aussi  un  invariant  du  groupe  symétrique  G  :  on  a, 
en  effet, 

Par  suite,  le  groupe  A  doit,  dans  le  cas  général,  coïncider  avec  le 

groupe  alterné  G|,  ce  qui  entraînerait  l'égalité  ^-^    '  ""    >  qui   est 

impossible,  romnie  on  le  voit  facilement  en  s'appuyant  sur  ce  théo- 
rème :  entre  a  et  ia  —  'jl  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier. 

La  proposition  est  donc  établie. 

La  conclusion  précédente  ne  s^applique  pas  à  n  =  /\\\e  groupe 
symétrique  G  contient  alors  d'autres  groupes  invariants  que  le  groupe 
alterné  Gi  ;  il  nous  suffira  d'en  indiquer  un.  Nous  avons  considéré 
(§  7)  le  groupe  F,  d'ordre  huit,  laissant  invariable  la  fonction 

et  ce  groupe  F  nous  a  conduit  aux  trois  fonctions  '^i,  ©a,  ©.,  en  posant 

'f3  =  ^i^St-r-  JTiXi. 


THÉORIE    DES    SUBSTITUTIONS   ET    DES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES.  ^97 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  22),  le  groupe  H,  laissant  inva- 
riables 04,  ©2?  ?3j  sera  un  groupe  invariant  dans  G.  Or,  ce  groupe  H 
contient  d'autres  substitutions  que  la  substitution  un;  ilest  formé  des 
quatre  substitutions 

S,  =  I,         Sî  =  (x,a7j)(^aa-4),         S%—{xxXti){x^x,,),         ^^  =  {Tir^){xtXti), 

qui  laissent  toutes  quatre  invariables  les  fonctions  (p.  Le  groupe  H 
est  aussi  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  alterné  Gi,  et  si,  enfin, 
nous  considérons  le  groupe  H'  formé  par  les  deux  substitutions 

2,  =  i,         S,=  (a7,ar,)(a-,a'4), 

ce  groupe  est  un  sous-groupe  de  H,  et  il  en  est  manifestement  un 
sous-groupe  invariant;  car  la  transformée  de  £3  par  une  substitution 
de  H,  par  exemple  S3,  est  égal  à  S2. 

Il  résulte  de  là  que,  si  nous  considérons  la  suite  des  groupes 

G,    Gi,    H,    H',     I, 

chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et  les 
ordres  de  ces  groupes  sont  respectivement 

24,     12,    4i    2f     f* 

Cette  suite  joue  un  rôle  important  dans  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré,  comme  nous  le  verrons  au  paragraphe  40. 


VI.  —  Réduction  du  groupe  d'une  équation  algébrique. 

30.  Les  propriétés  du  groupe  d'une  équation  sont  extrêmement 
importantes  pour  l'étude  de  cette  équation.  Nous  partons  toujours 
d'un  domame  donné  de  rationalité;  nous  considérons  une  équation 
dont  les  coefficients  appartiennent  à  ce  domaine,  et  nous  commençons 
par  quelques  théorèmes  et  remarques  préliminaires.  Démontrons 
d'abord  que  toute  équation  irréductible  a  son  groupe  transitif  et 
réciproquement. 

Je  suppose,  en  effet,  que  le  groupe  G  de  l'équation 

f(x)  =  o 

de  degré  n  ne  soit  pas  transitif;  il  existera  alors  au  moins  un  groupe 
P.  -  m.  3a 
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de  racines  ^i,  x^y  . . . ,  ^a  en  nombre  inférieur  à  /i,  tel  que  toutes  les 
substitutions  de  G  les  laissent  invariables  ou  les  permutent  entre  elles, 
mais  non  avec  les  autres.  Les  substitutions  de  G  n'allèrent  donc  pas 
les  fonctions  symétriques  de  a;i,...,Xa;  donc  ces  fonctions  sont 
rationnelles  el/(x)  admet  le  diviseur  de  degréa</i 

dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  de  rationalité,  et 
l'équation  est  réductible. 

Réciproquement,  supposons  G  transitif  :  je  dis  que  Téquation  est 
irréductible.  En  effet,  si  elle  ne  Tétait  pas,  nous  aurions  poury(j:) 
un  diviseur  rationnel 

f^(x)  =  (x  —  Xi).,.(x  —  Xa)         (a</i). 

Or  soit  Xa^i  une  racine  <ie/{x)  autre  que  Xi ,  . . . ,  ^a  ;  G  contient  une 
substitution  S  qui  remplace  Xi  par  Xa^t,  Cette  substitution  transfor- 
mera donc  o(x)  en  un  autre  produit  différent  de  celui-là,  puisqu'il 
contient  le  facteur  x  —  Xa+t.  Donnons  à  x  une  valeur  arbitraire  du 
domaine  de  rationalité  :  dans  ces  conditions,  cp(x)  devrait  être  ration- 
nellement exprimable,  mais  cela  sera  impossible  parce  qu'alors  il 
devrait  rester  invariable  par  les  substitutions  de  G,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  puisque,  après  la  substitution  S,  o{x)  se  transforme  en  un  autre 
produit,  et  les  deux  produits  ne  peuvent  être  égaux  pour  toute  valeur 
de  X  du  domaine  de  rationalité,  car  cela  entraînerait  leur  égalité 
manifestement  impossible  pour  toute  valeur  de  x» 

31.  Nous  avons  rencontré  plus  haut  des  équations  irréductibles 
dont  les  racines  sont  fondions  rationnelles  d'une  d'entre  elles.  Con- 
sidérons d'une  manière  générale  une  équation  de  celte  nature  et 
montrons  que  l^ordre  de  son  groupe  esl  égal  à  son  degré. 

Soient,  en  eflet,  Xi  ,jc2î  •  •  •  j  ^/i  les  racines  de  l'équation  irréduc- 
tible 

f{x)  =  o 

el  la  fonction  V  considérée  dans  la  théorie  de  Galois 

V  =  a^Xx-^  a^Xi-h.  ,  .-\-  UnXa. 

Puisque  x^,  . . . ,  Xn  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .Ti,  on  pourra 
exprimer  V  en  fonction  rationnelle  de  x^  ;  soit 

V  =  R(x,). 
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L'ordre  du  groupe  de  réqualion  J  esl  le  degré  de  réquaLion  irré- 
ductible dout  V  est  racine;  il  ne  peut  donc  être  supérieur  à  «,  car 
R{jc,)  ne  peut  nvoir  plus  de  n  valeurs*  Mais,  puisque  ce  groupe  est 
transitif,  il  faut  qu'il  contienne  au  moins  n  substitutions  pourquexi 
puisse  être  remplacé  par  lui-même  et  cliacune  des  autres  lettres 
^Taç  .  »  *  1  ^„*  L'ordre  du  grouite  est  donc  égal  à  /i. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  donc  exacte,  c'est-à-dire  que,  si  le 
groupe  d'une  éq dation  est  tranaitif  et  si  son  ordre  est  égal  à  son 
degré  f  tontes  les  racines  de  r  équation  sont  fonctions  ration  ne  lies 
d' une  quelconque  d'entre  elles*  En  elfet,  d'abord  l'équation  est  irré- 
ductible, puisque  son  groupe  est  transitif.  Ensuile,  considérons  une 
des  racines  X|  et  adjoi^mons-la  au  domaine  primitif  de  rationalité.  Le 
groupe  de  Véquation  se  rédniraj  après  cette  adjonction,  aux  substitu- 
tions biissant  jt,  invariable;  mais,  puiî^que  le  nombre  dessubstitutions 
est  égal  à  /t|  il  n'j  a  d'autre  substitution  que  la  substitution  unité  lais- 
sant ^^i  invariable,  car,  s^ily  en  a%'ait  p,  Tordre  du  groupe  serait  égal 
au  moins  à  on.  Donc  le  groupe  se  réduit  â  la  substitution  unité. 
L'équation  irréductible  <{<  (V)  =  o  de  Galois  est  donc  du  premier  degré 
et,  par  suite,  Téquation  est  résolue.  Donc  x^j  -.-3  J^n  sont  fonctions 
rationnelles  de  j;,. 

Le  cas  où  le  nombre  n  est  premier  est  particulièrement  simple. 
Prenons  une  des  substitutions  du  groupe  qui  ne  soit  pas  la  substitu- 
tion unité;  ses  diverses  puissances  forment  un  sous-groupe  du  groupe 
considéré,  dont  l'ordre  doitétre  un  diviseur  den.  Ce  sous-groupe  est 
par  suite  d^ordre  n\  il  forme  dune  le  groupe  total  qui  est  alors  formé 
des  puissances  rTune  même  substitution.  Celle-ci  doit  se  réduire  à 
une  substitution  circulaire,  car,  si  elle  se  composait  de  plusieurs 
cj'cles,  rensemble  de  ces  puissances  formerait  un  groupe  dont  l'ordre 
serait  le  plus  petit  multiple  commun  des  nombres  de  lettres  des  diiïe- 
rents  cycles  et,  par  stiitc,  n  ne  serait  ]>as  premier.  Il  esl  aisé  de  mon- 
t r e r  que  / ' éq itat io n  p e ni  et re  rés o iti e  par  m dica ax .  Soit,  en  effet, 
aune  racine  /î'='"*^  de  Tunilë;  on  voit  immédiatement  qu'en  adjoi- 
gnant a  au  domaine  de  rationalité  l'expression 


{x^  -^  njrj-H, 


'^fl)" 


est  rationnellement  exprimable j  car  elle  reste  invariable   quand  on 
effectue  sur.Ti,  ^3,  ,..,  :r„  une  permutation  circulaire.  11  en  résulte 


L 


5oo 

que  les  u  en  pressions 


cil  A  PITRE    XYI, 


ar,  ^  «  j^,  H- . . .  H-  at-i  j-„, 


où  l'on  donne  à  ot  les  n  valeurs  racines  de  Téquation  ^r"  =^  t ,  peuvenl , 
s'exprimer  par  des  racines  rt**™"  de  quantités  connues,  et  réquatiau 
est  par  suite  sol  iihic  par  radicaux.  En  dehors  des  racines/*'*""^  de  l'unilé, 
il  suffit  d'introduire  dans  cette  résolution  un  seul  radical;  je  dis,  en 
effet,  que  si  fi  et  a  désignent  deux  racines  /i*^'""  de  Tuntié  distinctes 
de  l'unité,  on  pourra  exprimer 

Vp  ^  J?j  -»-  px,  -h , , .  H-  P"-*  Xa 
rationnellement  au  moyen  de 

On  saitj  en  effet,  que  ^  peut  se  mettre  sous  la  forme  a^,  q  étant  un 
entier  ;  considérons  alors  le  produit 

II  ne  change  p^js  quand  on  fait  la  permuLation  circulaire  (j^,ra,..,,^^^ 
comme  on  le  reconnaît  de  suite.  Ce  produiL  s'exprime  donc  ration- 
nellement et»  par  suite,  V^  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  Va; 
nous   n'avons   donr  qu'un   seul  radical   «**'"*■*    dans   l'expression   des 
racines,  indépendamment  des  racines  n"''''''*  de  l'unité. 

32.  Nous  avons  montré^  au  paragraphe  18.  que  Ton  pouvait  prendre 
une  fonction  rationnelle  des  racines  d'une  équation  sous  une  forme 
ou  sous  uncautre^du  moment  que  les  substitutions  àeflectuer  appar- 
tiennent au  groupe  de  l'équation;  c'est  une  remarque  qui  nous  per-  fl 
met,  sous  la  condition  indiquée,  de  raisonner  sur  les  fondions 
rationnelles  des  racines  comme  si  ces  racines  étaient  des  variables 
indépendantes  ;  soit  une  fonction  rationnelle 

des  racines  de  l'équationy(ia?)  ^  o,  et  supposons  que,  pourTensemble 
des  substitutions  du  groupe  G  de  cette  équation,  la  fonction  ^ 
prenne  p  valeurs  numériques  (^)  distinctes  que   nous   désignerons 

(')  Il  ne  s'iigira  plu5^  par  la  au  île*  que  <ies  valeurs  numériques  des  f(>nciioiis  d^s 
raciiie>ï,  cl,  quand  nou^  piirluroi)*}  d  une  fonction  transformée  en  une  autre  par  une 
iubstituUoOf  il  scrii  toujpur<i  question  de  lii  valeur  numérique  de  la  foncliun. 
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par 

Si  p  est  moindre  que  Tordre  v  du  groupe  G,  il  y  aura  un  certain 
nombre  r  de  substitutions  transformant  Çi  en  lui-même.  En  raisonnant 
alors  comme  nous  Tavons  fait  au  paragraphe  20,  on  mettra  l'ensemble 
des  substitutions  de  G  sous  la  forme 


s„ 

S„     .. 

'  •  » 

Sr, 

T, 

s„ 

T, 

s„    .. 

.,    T, 

s„ 

Tp_ 

1  Si> 

Tp-, 

,s„    .. 

. ,     Tj)_i 

•    •  •  1 

S,. 

Les  substitutions  de  la  première  ligne  forment  un  groupe  qui  trans- 
forme cp,  en  elle-même.  Le  groupe  de  substitutions 

T,SxT7»         (X  =  i,î»,  ...,r) 

transformera  cp2  en  elle-même;  tous  les  raisonnements  sont  les  mêmes 
qu'aux  paragraphes  20,  21,  22,  23,  et  les  mêmes  considérations 
trouvent  leur  place,  quoiqu'il  s'agisse  ici  de  valeurs  numériques 
des  fonctions,  tandis  qu'on  considérait  plus  haut  des  fonctions 
variables  indépendantes. 

Nous  avons  déjà  dit  que  tP|,  ^2y  •••}  ?a  satisfont  à  une  équation 
d'ordre  p  à  coefficients  rationnellement  exprimables.  Cette  équation 
est  irréductible,  car  autrement  on  aurait  un  facteur 

{y  —  ?i  )  {y  —  ?î)-  •  '{y  —  ?k)      (A:  <  p), 

qui  serait  rationnel,  en  prenant  pour  j^  une  quantité  quelconque  du 
domaine  de  rationalité.  Ce  facteur  devrait  rester  invariable  pour 
toute  substitution  du  groupe,  ce  qui  est  impossible  puisque,  par  une 
substitution  du  groupe,  on  peut  changer  9|  par  exemple  en  ça, 
k'  étant  supérieur  à  A\  Nous  désignerons  par 

l'équation  ayant  pour  racines  0|,cp2, . . . ,  cpp.  On  peut  dire  que  son 
degré  est  égal  au  quotient  de  l'ordre  du  groupe  G  par  V ordre  du 
groupe  laissant  ©,  invariable, 

33.  Ces  remarques  faites,  arrivons  au  problème  de  la  réduction 
du  groupe  d'une  équation. 


5o3  ^I^V  ^^^^^^^^^^H 

Quand  on  n  funné  la  tësolvante  de  Galoi:»  ^^^^^^^^H 

elt  pour  un  doaiaine  do  nue  de  rattoualila,  pria  uo  facLeiir  irréduc* 
lible 

ia  série  des  (tpéraiions  ejfecluahlescst  iemun/'p.  Los  opëralions  ne 
]»oiirronL  éire  pou^ïsées  plus  loin  que  si  /'adjonction  de  ceriaines 
grandeurs  non  rationnellement  exprimables  dans  le  domaine  primitif 
rend  réducuble  le  pol^Tiome  *|'(V). 

Supposons  d'abord  que  l'on  afljoigne  une  fonclifïn  ralionnelfe 

défi  raeines.  On  renianjuc  loul  d*4it>ord  que  les  siibslilulions  de  Gj 
n'altérant  pas  la  \aleyi*  numériqut*  de'^^^  fornienl  evideuinienl  un 
groupe  r,  et  Fon  va  montrer  que  i*ndjonction  de  ta  valeur  de  sp, 
rédifira  le  groupe  de  F  è  quai  ion  précédente  àV, 

En  elFcl,  après  ratijonclion  de  'ù^^  le  groupe  de  l'équation  ne  peut 
contenir  que  des  substitutions  du  gnuipe  initial  u'alléranL  pas  *^|  ; 
donc  ce  groupe  ne  peut  être  que  V  ou  un  groupe  contenu  dans  F.  Mais 
il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  subslîtutions  do  F  fen^nt  piu  lie  du 
groupe  chercbÉ';  car  toute  fonction  des  racines  exprimidile  lation- 
uellement  après  Fadjonclion  de  Çt  ^^^^  de  la  forme 

P  étant  rationnelle. 

Elle  restera  donc  invariable  pour  UhiLcïj  les  subsLilutliiU.s  qui 
laissent  9|  invariable,  [nverseuicnt,  louLes  les  fonctions  des  a:  inva- 
riables par  les  substitutions  de  F  s'expriment  rationnellement  à  Faide 
de  îpi,  d'après  le  ib^orètue  de  Engrange  étendu  aux  valeurs  numé- 
riques <  I  18).  Le  ibéorcme  est  donc  tHubli. 

Plus  généi-alement,  si  ron  adjoint  plusieurs  Jonctions  des  ra- 
eines,  le  groupe  de  i'éc/uaiion  sera  réduit  au  groupe  des  sabstdu- 
t  io  n  s  co  n  t  en  u  es  da  ns  G  et  n'altèf  'a  ut  pris  le  s  différen  tes  fo  n  et  ions* 

34.  Supposons  main  tenant  que  Ton  adjoigne  au  domaine  primitif 
de  raiionalitr5  les  racines  de  Féquation  considérée  ci-dessus 


L 
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OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs  des  p  fonctions  ration- 
nelles Çi,  Çu,  . ,  »^  «>p.  Le  groupe  de  Inéquation  se  réduira  au  groupe  des 
Md^sUtiitions  eontenues  dans  G  et  n'altérant  pas  ces  dilTérenles 
[onctions. 

Ceci  posé ,  les  so us-gro  u pes  corresponda  n  tau  x:  d  i  fleren  Les  fonctions  ^, 
considérés  au  paragraphe  32,  peuvent  n^avoir  d *au Ire  su bstiluli on  com- 
mune que  la  substiLutiou  uni  lé.  l.e  groupe  H,  considéré  ^  la  fin  du  para- 
l^iapljc  22  et  qui  représente  le  plus  grand  sous-groupc  laissant  juvii- 
liables  1^1,^3^ .  *  , ,  ©p,  se  réduit  alors  à  la  substitution  unité,  et  par  suite 
Tadj  onction  des  racines  de  Téquation  S  réduit  alors  à  Tu  ni  té  le  groupe 
de  Téqualion,  Celle-ci  se  trouve  par  conscquent  résolue,  et  Ton  est 
assuré  de  pouvoir  exprimer  les  racitiesde  l'équation /(x)  =  o  ration- 
nellenienlau  inojen  des  racines  deFéquation  S*  On  n'aura  d'ailleurs 
aucune  dlfliculté  à  reconnaître  si  Ton  se  trouve  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  car  ou  pourra,  comme  on  sait,  clierclier  d'une  manière 
régulière  le  groupe  de  Téquatiou  en  adjoignant  ^p^,  ^^y*^  ¥pi  et  Ton 
pourra  constater  si  ce  groupe  se  réduit  à  la  substilulion  unité,  c'est-à-dire 
si  la  résolvante  de  Galois  admet  un  facteur  rationnel  en  V  du  premier 
degré.  Le  cas  que  nous  venons  d'étudier  n'amène  en  définitive  aucune 
simplilicaliau  dans  k  résolution  de  réquation;  la  résolution  des 
équations /'(^)  et  S  («s)  sont  alors  deux  problèmes  absolument  iden- 
tiques. On  remarquera  que  ce  cas  se  présentera  toujours  quand  le 
groupe  G  est  simple. 

Il  en  est  tout  autrement  si  le  ^n^oupe  H  ne  se  réduit  pas  à  la  substi- 
tution unité.  Après  Fadjonction  de  ^,,  ç^,  ...,  tpp  le  groupe  de 
l'équation  ne  se  trouve  pas  réduit  à  la  substitution  unité,  puisqu'il  se 
réduit  à  H.  Soient  m  Tordre  de  G  et  m,  Tordre  de  H*  Cherchons 
tordre  du  groupe  de  Téq nation 

S(©)  ^  o. 


On  trouvera  le  groupe  de  S  en  posant 

W  =   «  j  g  î  ^  ttj  0^  -h , 


"P??^ 


tes  n  étant  des  constantes  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité  ;  le  degré  d'un  facteur  irréductible  de  Téquation  donnant  W 
sera  Tordre  du  groupe  de  S.  Mais,  d'autre  part,  W  peut  être  regardé 
couïme  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation /(^)=;  o, 
laquelle  fonction,  non  altérée  par  les  substitutions  de  H,  Test  évidem- 


I 
I 
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ment  par  toute  autre  substiiution  de  G.  Elle  dépend  donc^  d'après 
ie  paragraphe  32,  dVine  équation  dont  le  degré  est  égal  au  rappor. 
des  ordres  de  G  et  de  H,  Nous  pouvons  donc  dire  que  Véf/ualion  $ 

a  un  groupe  d'ordre  • — ;  nous  savons  d'ailleurs  {§  22)  que  H  e^ii  im 

sous-groupe  invar  la  ni  de  G, 

Ainsi,  par  l'adjonction  des  racines  de  Téquation  auxiliaire  S,  doit 

le  groupe  est  d'ordre  —s  nous  abaissons  Tordre  du  groupe  de  l'équi- 

tion  donnée  /  à  /?i,  ;  ie  problème  de  la  résolution  de  Inéquation  f 
est  donc  ramené  à  deux  problèmes  d*an  caractère  plus  simpit,    fl 
puisque  les  ordres  des  grouf^es  des  équalions  qu^on  a  main  te  nu  iU 
à  considérer  sont  moindres  que  m* 

33,  Nous  avons  déjà  considéré,  au  paragraphe  23.  le  groupe  de 
réquation  S;  les  notations  étaient  seulement  uu  peu  dîlTérentes.  Ce 
groupe,  relatif  aux  y,  y  était  désigné  par  la  lettre  g;  nous  avons  vy 
en  particulier  que,  si  H  est  un  sous-groupe  invariant  uiaximum,  le 
groupe  g  est  simple*  Par  suite,  le  groupe  relatif  à  Téquation  S  sera, 
dans  ce  cas,  un  groupe  simple. 

Ceci  nous  suggère  une  marche  à  suivre,  pour  réduire  à  des  pro- 
blèmes plus  si  u»  pi  es  la  question  de  la  résolu  tion  dVne  équation 
y(x)^  o.  Désignons  toujours  par  G  le  groupe  de  celte  équation  pour 
un  domaine  donné  de  rationalité;  nous  avons  dit,  an  paragraphe  pré- 
cédent, que  la  considération  d'une  équation  résolvante  comme  S  ne 
simplifie  rien  quand  G  est  un  groupe  simple,  car  les  résolutions  des 
équationsy*  et  S  constituent  deux  proLlùines  identiques.  Mais  suppo- 
sons que  le  groupe  G  soit  composé,  et  désignons  par  G^  un  sous- 
groupe  invariant  maximum  de  G;  on  peut  former  une  fonction 
rationnelle  a  des  racines  de  /  restant  invariulile  par  les  substitutions 
de  G  et  par  ces  substitutions  seulement.  Cette  fonction  dépendra 

d^une  équation  dont  le  degré  sera  le  quotient  —  ^  en  désignant  par  m 

l'ordre  de  G  et  par  /«(  Tordre  de  G(  ;  sOit 

cette  équation.  Son  ordre  sera  égal  à  son  degré,  d'après  la  règle  du 
paragraphe  précédent,  et  son  groupe  sera  simple.  L'adjonction  des 
racines  de  cette  équation  réduit  a  G|  le  groupe  de  réquation^. 
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Nous  pouvons  continuer  de  la  même  manière  en  partant  de  d ,  si 
ce  groupe  n'est  pas  simple.  Reprenons  donc  la  suite  des  groupes 

G,    Gt,    Gi,     ...,    G;,,     I, 

considérée  au  paragraphe  25,  et  soient 

m,     m,,     m,,     ...,     ntp,     i 

les  ordres  respectifs  de  ces  groupes  ;  nous  sommes  alors  conduit  au 
théorème  suivant  : 

La  résolution  de  V équation  proposée  dépendra  de  la  résolution 
d^ équations  successives 


2„     2„      ...,     S 


/H-l. 


Chacune  de  ces  équations  est  irréductible  dans  le  domaine  pri- 
mitif auquel  on  adjoint  les  racines  des  équations  précédentes  et 
son  groupe  est  simple;  l'ordre  de  ce  groupe  est  égal  à  son  degré, 
et  ces  degrés  sont  respectivement 


m        m\ 


Le  groupe  de   Inéquation  primitive  /,   après  adjonction   des 
racines  des  équations  X,  se  réduit  successivement  à 


Gi,    Gi,     ...,     G 


/»♦ 


On  voit  l'importance  que  prend  alors  le  théorème  de  M.  Jordan, 
démontré  dans  la  Section  V.  Les  degrés  des  équations  que  nous 
venons  de  signaler  sont  indépendants  de  la  façon  dont  on  formera 
la  suite  de  composition.  Le  théorème  de  M.  Hcilder  (§  28)  nous 
montre  de  plus  que  non  seulement  les  ordres  des  groupes  auxiliaires, 
mais  ces  groupes  eux-mêmes,  restent  les  mêmes,  à  l'ordre  près, 

36.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'on  adjoignait  une 
fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation.  Galois  suppose 
d'abord  dans  son  Mémoire  que  l'on  adjoigne  une  racine  r  d'une 
équation  auxiliaire  irréductible  F(r)  =  o.  Il  est  aisé  de  montrer  que 
le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placé  est,  au  fond,  iden- 
tique à  celui  de  Galois. 
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Cherchons  d'abord  la  nature  des  modifications  que  pourra  amener 
l'adjonction  de  /*.  Le  facteur  irréductible  ^(V)  peut  alors  devenir 
réductible;  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  un  facteur 

Il  n'y  a  pas,  dans  cette  réduction,  à  distinguer  une  racine  d'une 
autre  pour  l'équation  donnant  r,  et  l'on  aura  ainsi  dans  ^(V)  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  /?,  si/?  désigne  le  degré  de  l'équation  en  /•. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par  r^,  /•2,  .. .,  r^  les  racines  de 
l'équation  F(r)  =  o,  le  poljnome  ^(V)  sera  divisible  par  chacune 
des  fonctions 

Le  produit  de  ces  fonctions  est  une  fonction  entière  de  V  dont  les 
coefficients  appartiennent  au  domaine  primitif  de  rationalité  ;  dési- 
gnons-le par  n(V).  Les  racines  de  l'équation 

n(V)  =  o 

appartiennent  toutes  à  d»,  et  elles  lui  appartiennent  nécessairement 
avec  le  même  degré  de  multiplicité  puisque  ^(V)  est  irréductible. 
On  aura  donc  nécessairement 

II(V)  =  [.f(V)]^, 

en  supposant,  comme  il  est  évidemment  permis,  que,  dans  '^  et  J^,  le 
premier  coefficient  est  égal  à  l'unité. 

Les  racines  de  Téqualion  ']>  sont  toutes  exprimables  en  fonctions 
rationnelles  d'une  d'entre  elles.  Soient  Va  une  racine  de  l'équation 

X(V,/',)  =  o 

et  6 (Va)  une  seconde  racine  de  la  même  équation,  8  étant  ration- 
nelle. Je  dis  que,  si  Vp  est  une  racine  de 

il  en  sera  de  même  de  0(Vp).  En  eflet,  l'équation 

X[0(V),r,]  =  o 

est  satisfaite  par  la  racine  Va  de  l'équation  'y^(V,r4)  =  o;  elle 
admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière.  Ainsi  donc 

X[0(V),r,], 
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mise  sous  fornie  entière,  est  divisible  par  /[\,  f*i);  la  division  se  fai- 
sant exactemenl,  le  dernier  reste,  qui  est  un  polynôme  en  V  dont  les 
coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  r,.,  sera  mi!  identiquement* 
Ces  coeflicients,  étant  nuls  pour  r,,  devront  s'imnuler  aussi  pour  /% 
et  les  autres  racines  de  F(r)j  qui  est  irréductible;  ce  qui  établit  la 
remarque  énoncée, 

n  en  résulte  que,  si  deu3t  polynômes  de  la  suite  (o-)  ont  uue  racine 
comtiiune,  ils  onl  toutes  leurs  racines  communes;  par  suite»  diaprés 
r  identité 

il  y  atjni  seulement  -  facteurs  distincts  dans  la  suite  (a-).  A  l'adjonc^ 

lion  dt;  chacune  des  racines  de  l'équation  F  correspondra  pour 
Téquation  un  groupe  provenant  dn  facteur  de  la  suite  (cr)  se  rappor- 
tant à  cette  racine.  Le  nombre  de  ces  groupes  ne  sera  pas  égal  û  p, 

niais  seulement  à  ^*  et  leur  ordre  sera   égal  au  quotient  par  -  de 

Tordre  du  groupe  initial,  l^uisque  toutes  les  racines  de  Féquation  '^ 

sont  foïietions  rationnelles  d'une  d'entre  elles,  ces  groiqie.^  sont  manî- 
féistemetit  les  transformés  de  Tun  d'eux  par  une  substitution  ration- 
nelle. Si  le  degré  p  est  un  nombre  premier  et  que  Tordre  du  groupe 
soit  abaissé,  on  remarquera  que  r/  est  nécessairement  égal  à  un;  les 
polynômes  de  la  suite  (t)  seront  alors  distincts,  et  Tordre  du  groupe 
de  Tcqiialion  sera  divisé  par//,  quand  on  adjoint  une  racine. 

Dans  le  cas  où  Ton  adjoindra  toutes  les  racines  de  Téquation  en  r, 
le  groupe  de  Téquation  proposée  se  réduit  aux  substitutions  com- 
munes au\  —  groupes  dont  nous  venons  de  parler. 

Sup[>osons  que  Tadjonction  d'une  racine  r\  d^une  équation  irréduc- 
tible F(r)  =  o  réduise  le  groupe  d^une  équation /(^) -=r  o  de  G  à  G',; 
je  dis  qu'on  peut  opérer  une  réduction  identique  en  se  donnant  la 
valeur  d'une  fonction  rationnelle  convenable  des  racines.  On  peut, 
en  edet,  fonner  une  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la  valeur 
numérique  reste  invariable  pour  les  substitutions  de  G[  et  pour 
celles-là  seulement.  Celte  fonction  rationnelJe  9i(X|,  ^r^,  .,,,  Xft) 
sera  racine  d'une  équation  irréductible  d'un  certain  degré  p,  soit 

qui  aura  pour  racines  f^^  ^^a,  , .  ,  ^  «p.  L'adjonetion  de  la  racine  o,  de 
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l'équation  S  produit  sur  le  groupe  G  le  même  effet  que  celle  de  la 
racine  Ti  ;  elle  ramène  le  groupe  Je  G  à  G'^ . 

On  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  C adjonction  des  diffé- 
rentes rax:ines  de  F(r)  =  o  peut  être  remplacée  par  C adjonction 
des  différentes  racines  de  S(o)  =  o.  Tout  d'abord  ç,,  restant  inva- 
riable parles  substitutions  de  G', ,  s'exprimera  rationnellement  à  l'aide 
de  /'i  ;  écrivons  donc 

<p,  =  e(r,). 

L'équation 

S[e(r)J  =  o, 

admettant  la  racine  /*i ,  admettra  les  racines 

Ti,     Tj,     ...,     rp 

de  l'équation  irréductible  F.  Les  quantités 

e(r,),    e(r,),    ...,    e(r^) 
sont  donc  contenues  dans  la  suite 

Or  l'équation  ayant  pour  racines  '^  =  6(/v)  est  à  coefficients  ration- 
nellement  exprimables  dans  le  domaine  initial  de  rationalité;  dési- 
gnons-la par 

Toutes  ses  racines  appartiennent  à  l'équation  irréductible 

S(f)  =  o. 

Il  faut  donc  qu'elle  les  ait  toutes  et  avec  le  même  degré  de  multipli- 
cité, et,  par  suite, 

P(?)  =  [S(o)]l^. 

Le  nombre  p  sera  donc  un  multiple  de  p  ;  a  des  valeurs  8(ri)  sont 
égales  à  ÇD|,  jjL  autres  à  '^a,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  soit  O(A'a)  =  ©«,  et  désignons  par  G^  et  G»  les  groupes 
auxquels  se  réduit  le  groupe  de  l'équation,  lorsqu'on  adjoint  respec- 
tivement Ta  et  ©a.  Si  G',  désigne,  comme  plus  haut,  le  groupe  corres- 
pondant à  l'adjonction  de  r,,  nous  avons  dit  que  G'^  et  G^  sont  de 
même  ordre.  11  en  est  de  même  de  G^  et  de  G\.  Comme  ©«  est 
rationnellement  exprimable  après  l'adjonction  de  /'a,  le  groupe  G» 
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conùent  toutes  les  suLstilulions  de  G^  et,  par  suite,  ces  groupes  sont 
îdetitiques. 

I^e  théorème  est  donc  démontré.  Le  nombre  ui  est  égal  a  l'entier  q 
rencontré  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe, 

37.  D*après  ce  qui  précède,  Tadjouction  des  racines  de  l'équa- 
tion F(r)^o   ramène  le  ^^roupe  de  Téquation  au  groupe  commun 

aux  groupes 

G'ï,    G',,     ....    Gp, 

qui  correspondent  respectivement  aux  fonctions  ^p^  ?p2,  -  ••,  Çp»  L-e 
degré  p  de  Fcq nation  F,  qui  esl  égal  à  p. a,  esl  un  mulliple  de  p,  et 
les  racines  de  celte  équation  se  [larta^ent  en  p  groupes  de  |j.  racines, 
comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

Arrélons-nous  sur  un  cas  particulier  très  important  pour  la  suite. 
Je  suppose  Téquation  F  teile  qu'une  quelconque  de  ses  racines 
s'exprime  rationnellenient  à  Taide  d*uae  d'entre  elles.  Quand  on 
adjoindra  celte  racine,  il  se  trouvera  alors  qu'on  adjoindra  toutes  les 
autres;  îi  en  résulte  que  les  /j;roupes  G,,  G^,  , ,  ,,  Gl,  correspondant 
à  l 'adjonction  des  diverses  racines,  coïncident.  Le  groupe  G  de 
réquation,  après  adjonction  dès  racines  de  F,  se  trouve  donc  ramené 
au  groupe  G',  ;  le  groupe  G  d^ordre  m  a  donc  été  abaissé  à  un  groupe 

d'ordre  —  *  Il  est  clair  que  G'^  est  un  sous-groupe  invariant  de  G. 

Particularisons  davantage  encore  en  supposant  de  plus  que  p  soit  un 
nombre  premier  et  que  Tordre  du  groupe  soit  abaissé.  Puisque/^^pip, 
il  faudra  nécessairement  que  [a  ^  i  et,  par  suite,  l'ordre  du  groupe 

de  V équation  sera  abaùsé  de  ma—* 


VII.  —  Des  équations  résolubles  algébriquement. 


38.  Les  généralités  qui  précèdent  sur  la  réduction  du  groupe  d^une 
équation  sont,  à  la  forme  près,  entièrement  dues  à  Galois,  en  faisant 
seulement  exception  pour  J 'importante  remarque  qui  découle  des 
théorèmes  de  M,  Jordan  et  de  M*  Hulder*  La  plus  belle  application 
qu^ait  faite  Galois  de  sa  théorie  est  relative  aux  équations  résolubles 
algébriquetnenl.  Onditqu^une  équation  est  résoluble  algébriquement 


5io 
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OU  par  radicaux^  t|uatid  nu  peut  y  satisfaire  en  sylisûtuant  a  ^r  une 
expression  formée  au  moyen  des  éléments  appartenant  au  domaine 
de  ralionalilé  et  des  slg^nes  des  opérations  suivantes  de  l'Algèbre  : 
addition,  sou^^traction,  multiplication,  division,  élévation  à  une 
puissance  entière,  extraction  de  racines  d'indice  entier^  ces  oprra- 
Lions  étant  en  nombre  limité. 

Suivons  toujours  Galois.  Pour  résoudre  une  équation,  il  faut  suc^ 
cessivemcnt  abaisser  son  groupe,  jusqn^'i  le  réduire  à  la  seule  sub- 
stitution unité.  Dans  ie  cas  d'une  équation  résoluble  algébriquemeiil, 
la  réduction  se  fera  par  Tadjonction  successive  des  racines  d'équa- 
tions binômes  que  l'on  peut  supposer  de  de^ré  premier.  Envisageons 
une  telle  équation 

avec  un  certain  domaine  de  rationalité,  et  soit  alors  G  son  groupe. 
Soit/?  le  plus  petit  nombre  premier  tel  que  l'adjonction  des  rarines 

de  Téquation 

rP  —  A 

réduise  le  groupe  de  l'équation;  A  est  supposé  appartenir  au  do- 
maine initial,  auquel  on   a  pu  adjoindre  des  racines  d^équations  de 

la  forme 


I 
I 


r'/i^  Bu 


r'h 


r'h 


B,. 


/^==  B), 


les  q  étant  inférieurs  à  /?,  et  B/  appartenant  au  domaine  initial, 
auquel  on  a  pu  adjoindre  les  racines  des  équations  correspondant  aux 
indices  (,  2,  -  .  -,  /^  i  précédents. 

On  peut,  par  consé(]uent,  supposer  t|ue,  juirnii  les  quantités  pré- 
cédemment adjointes^  se  trouve  une  racine />'*'""  de  Tunlté,  car  cette 
expression  s'obtient  par  des  extractions  de  racines  de  degré  inférieur 
à  />,  et  son  adjonction  n'altérera  pus  le  groupe  de  l'équation  (  *), 
d'après  l'iiypothèse  laite  sur/>. 

L'équation  r^  ^^  A  va  jouer  le  rôle  de  Téquation  F  du  paragraphe 
précédent,  et  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  particulier  où  les 
racines  de  F  s'expriment  ratiounctlement  a  l'aide  de  Tune  déciles. 
Donc  Tadjonclion  des   racines  de  notre  équation  binôme  réduit  le 


(')  Nous  fiutjs  appuyons  ici  sur  celle  piapuîiiLion  de  Gau&s  i  La  rcAoluiian  de 
Inéquation  binôme  ^/' —  i  =  o  {p  premier)  peui  élre  effectuée  à  i'aide  de  radi* 
eaux  dQtii  l* indice  est  un  diviseur  de  p — 1. 
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groupe  G  d'ordre  m  à  un  groupe  G|  d'ordre  —  >  et  ce  groupe  G|  est 

P 

un  sous-groupe  invciriant  de  G. 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  radjonction  des 
racines  d'une  équation  binôme,  on  peut  raisonner  sur  le  nouveau 
groupe  comme  sur  le  précédent;  une  nouvelle  réduction  sera  opérée 
par  l'adjonction  des  racines  d'une  nouvelle  équation  binôme,  et 
finalement  on  aura  une  succession  de  groupes 

G,    Gi,     ...,     1, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  inK>ariant  du  groupe  précé- 
dent, et  Le  quotient  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du  groupe 
suivant  étant  un  nombre  premier. 

Ce  premier  résultat  suffit  déjà  à  nous  faire  voir  que  l'équation 
générale  de  degré  /i(/i>-4)  n'est  pas  résoluble  par  radicaux.  En 
effet,  le  groupe  G  est  ici  le  groupe  symétrique  qui  ne  renferme 
qu'un  seul  sous-groupe  invariant,  le  groupe  alterné  G|  {voir  §  29). 
r.a  suite  précédente  ne  pourra  donc  être  que 

G,    G„     I. 

Or  G  est  d'ordre  i  .2. .  ./i  et  G|  d'ordre     '  ;  le  quotient  des 

ordres  des  deux  premiers  groupes  est  égal  à  deux,  qui  est  bien 
un  nombre  premier,  mais  le  quotient  des  ordres  des  deux  autres 

est  f  qui  n'est  pas  premier.  Nous  en  concluons  que  V équa- 

tion générale  d^ ordre  /i(/i  >  4)  '^^^st  pas  résoluble  algébrique- 
ment; c'est  le  théorème  démontré,  en  1828,  par  Abel,  qui  se 
plaçait,  bien  entendu,  à  un  tout  autre  point  de  vue  que  GaIois(*). 

39.  Nous  avons  vu  que,  si  une  équation  est  résoluble  algébri- 
quement, on  aura  une  succession  de  groupes 

G,    G,,     ...,     G,,     I, 
('ha(|ue   groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et  le 


(  '  )  On  sail  uujoiirdMiui  que  ce  théorème  avait  été  établi,  en  179g,  par  le  géomètre 
italien  Ruffini  (i;65-i8'i3).  Quelques-uns  des  résultats  fondamentaux  sur  la  théorie 
des  suhsiituiions,  attribués  ù  Cauchy  et  à  Galois,  étaient  connus  de  Kuffini,  dont  ou 
va  prochainement  publier  les  Œuvres  en  Italie. 


nr^ 
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c|iiolïeni  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du  groupe  suivant  étant  1 
lui  nombre  premier.  Cette  condition^  nécessaire  pour  /a  r^jo/w-j 
biiîié  aii^ébrique  de  l'équation,  est  nusxi  suj^sanic^  comme  îiousl 
allons  rétablir.  ' 

U  suflira  de  niontrer  qu'on  peut  réduire  le  groupe  de  réquattoti 
de  G  à  G|  par  radjonctioii  des  racines  d^une  équation  résoluble 
par  radicaux.   Soient  m  rordre  du  ^rnipe  G  et  m^   Tordre  de  G  m 

le  quotient  —  t'^tant   un    nombre   premier  //.    En  désignant    par  (s, 

uiif»  fonction  des  racines  correspondant  au  groupe  G^  nous  formons 
Téquation  désignée  par 

flans  un  paragraphe  précédent ^  el   sur  laquelle   nous   nous   sommes 

lonetemps  arrêté.  Celte  équation  est  de  degré  — -   ou  p,    et  l'ordre 

de  son  groupe  sem  (§  34)  égal  aussi  à  /',  puisqu'ici  le  groupe  H 
est  égal  à  G,,  ce  dernier  étant  un  sou*i-|;Toupe  invariant  de  G. 
L'équation  S  est  donc  une  équation  irréductible  de  degré  premier, 
et  Tordre  de  son  groupe  est  égal  à  son  degré;  or  nous  avons  vu, 
a  la  Hndu  paragraphe  3L  qu'une  équation  satisfaisant  à  ces  conditions 
est  résoluble  par  radicaux,  D*aiilFcp(irU  radjoncliondes  racines  de  S 
ramone  le  groupe  de  Téq nation  proposée  de  G  à  G|  ;  par  suite,  cette 
réduclion  peut  se  faire  par  radjonçtion  de  radicaux,  et,  en  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche  ^  on  voit  que  le  groupe  de  Téq  nation  peut 
être  réduit  à  l'unité  et  Téquation^  par  suite,  sera  résolue  en  adjoignant 
successivement  des  radicaux^  ce  qui  démontre  la  proposilioii  énoncée* 

40*  Nous  pouvons  vérifier^  à  l'aide  du  théorème  précède nt»  que 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  sont  résolubles 
par  radicaux.  Pour  le  cas  du  troisième  degré,  la  suite 

G,     G,,     I, 

G  étant  le  groupe  symétrique  et  G^  le  groupe  alterné,  est  telle  que 
chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et.  Tordre 
de  G  étant  six  et  celui  de  G<  trois ^  les  quotients  des  ordres  des 
groupes  sont  des  nombres  premiers. 

Pour  le  quatrième  degré,  prenons  la  suite 

G,    Gi,     H,     H, 


I 
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que   nous  avons   considérée  au  paragraphe   29;  les  ordres   de   ces 
groupes  étant  respectivement 

li,     ïâ,     .j,    a,     I, 

les  quotients  de  chaque  nombre  par  le  suivant  sont  des  nombres 
premiers,  et  l'équation  est  bien  résolue  algébriquement. 

41*  Les  applications  du  théorème  général  relatif  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu^une  équation  soit  résoluble  algébri- 
quement sont  particulièrement  simples  dans  le  cas  où  i^éc/uaiion  est 
de  degré  premier. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  Fétude  de  ce  cas,  qui  a  été 
approfondi  par  Galois,  et  nous  renverrons,  pour  les  équations  de 
degré  composé,  aux  Mémoires  de  M*  Jordan  et  de  Kronecker, 

Commençons  par  un  lemme  préliminaire.  Soit 

une  équation  irréductible  de  degré  premier  fk  Je  suppose  qu'elle 
devienne  réductible  par  Tadj onction  des  racines  d^une  équation  irré- 
ductible de  degré  premier  p 

F(r)  =  o, 

telle  que  ses  racines  s'expriment  rationnellement  à  faide  de  rune 
d'entre  elles.  En  raisonnant  sur  l'équation /(jt),  comme  nous  avons 
raisonné  au  paragraphe  30  sur  l'équation  ']'(V)^  on  montrera  que  les 

/^racines  de  Téquation  Fse  partagent  en  -  groupes  de  q  racines  cor- 
respondant à  une  même  valeur  d'une  certaine  fonction  rationnelle  6(  r) 
des  racines.  Puisque/?  est  premier,  on  devra  avoir  q  ^  i,  et  par  suite, 
en  désignant  par 


o—           r 

X(^,0 

■ 

le  facteur  irréductible 

correspondant  a 

Fadj onction  de  r, 

on  aura 

■ 

x(^. 

n}-A(-^.n)...xO 

v.rf,) 

^/{^y 

■ 

Les 

facteurs 

du    pi 

remier    membre 

sont 

distincts    et 

du    mé 

^^1 

degré. 

Donc,   [] 

luisque 

;  le  degré  n  de  ^ 

f{^) 

est  supposé 

premier, 

'°  ■ 

polynôme  */^{xj 

r)  est 

nécessairement  du  premier  degré,  i 

et  l'on  a 

■ 

p  =  n. 

■ 

P.  -  ni. 

33 
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De  plus,  Véquation  se  irouve  résolue  par  Vadjùnciiùn  des  racines] 
de  F-    Ainsi,  une  équation  irréductible  de  degré  premier  resle  irrë- 
duclible  Uni  que   les  adjonctions  ne  rédutsenL  pas  son    groupe    à 
Tunilé,  Avant  Fadjoncûon  des  racines  de  F,  qui  va  résoudre   Féqua- 
tion,  son  groupe  est  d'un  ordre  v  qu'il  esl  facile  de  trouver.  D'après 

le  paragrapde  37,  cet  le  adjonction  réduit  le  groupe  à  Tordre  -*   et* 

puisque  ce  groupe  est  runité,  on  a 

Nous  pouvons  donc  dire  qu'avant  la  dernière  adjonction,  Tëqua- 
tioii/(^)  a  son  ordre  «^gal  à  son  degré,  et  par  suite,  puisque  n  est 
premier,  son  groupe  est  formé  des  puissances  d'une  subsLÎtution 
circulaire  (§  îil). 

Appliquons  ceci  à  la  réduction  du  groupe  d'une  équation /(j?)^o 
de  degré  premiers,  résoluble  algébriquement.  Après  des  adjonction» 
successives  de  radicaux,  nous  arriverons  à  l'avant^dernier  groupe  Gr 
(§  39),  Il  résulte  du  lemme  précédent  que  Téquation  reste  irréduc- 
tible tant  qu'elle  n'est  pas  résolue,  el  nous  pouvuns  appliquer  la 
conclusion  précédente  r  le  groupe  Gj  est  d*ordre  n  et  est  formé  des 
puissances  d^une  subslilution  circulaire  de  n  lettres.  Or,  le  groupe 
initial  G  contient  évidemment  Gj  comme  sous-groupe*  Le  g  routée 
initial  relatif  aux  n  racines  de  notre  équation  contient  donc  une 
substitution  circulaire  d'ordre  «, 


I 


42.  Nous  allons  rechercher  les  groupes  relatifs  à  n  lettres  (n  étant 
toujours  premier)  jouissant  de  la  propriété  précédente.  Mais  il 
nous  faut  auparavant  dire  un  mot  de  la  représentation  analytique  des 
substitutions. 

Désignons  par 

5Poi     a?i,      ...»     ^n-t 

n  lettres.  Si  Ton  a  un  polynôme  /{^)  à  coefficients  entiers,  et  si 
pour  5  ==  o,  I ,  -  ,  i ,  R  —  I  ce  pol ynome  prend  n  valeurs  non  congrues 
suivant  le  module  /î,  c'est-à-dire  n  valeurs  telles  que  la  dillerence  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soit  pas  multiple  de  n^  on  pourra 
considérer  la  substitution 
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comme  définissant  une  substitution  de  n  lettres,  en  convenant  que 

Xz       (^  =  0,  1,  2,  ...,  n  — i) 
est  remplacé  par 

rindice/(s)  étant  pris  suivant  le  module  n,  c'est-à-dire  étant  rem- 
placé par  le  reste  que  donne  sa  division  par  /i.  Toute  substitution 


(Xa,      Xb,      ...,      Xk      \ 


peut  être  obtenue  de  cette  manière  ;  il  suffît  de  poser 


,«_,,      ^|£^    _____^|."-. 


\z  —  n  -hi 


/*/  -  —       I  Al         I  1%  \         L  I 

'    ^^~  'z       I  I  ^  —  I   I  ""*"""      I  -8  — a     "•••  I 

en  désignant,  d'une  manière  générale,  par 

I  «^ —  z\ 
z  —  a  I 

le  quotient  de  la  division  de  z"  —  z  par  z  —  ol.  On  voit  facilement 

que 

/(a)  ^  h        (iiiod.  n). 

On  a,  en  elTet, 

z"  —  z—  {z  —  l)^{z)-hOL'*—7. 

et,  par  suite, 

z"^ —  z  I 


Soit  p  pt^  a  ;  on  aura 

P 'î  —  P  =  (  p  —  a  )  4;  (  p  ) -4- a  «  —  a . 

Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  a"  —  a  et  p"  —  ^  sont  multiples 
de  n;  donc  ^(,3)  sera  multiple  de  n.  Par  suite,  dans /(s),  tous  les 
termes,  sauf  celui  qui  renferme  z  —  a  en  dénominateur,  seront  mul- 
tiples de  n  pour  3  =  a.  11  reste  à  trouver  la  valeur  de 

I  z  — 
pour  z  =  a.  Or,  on  a 

n«'»-'  —  1  =  f^{z)  -h  {z  —  a)^'{z); 
donc 

4;(a)  =  /ia«-«~  i 

et  la  congruence/(a)  ^  h  (mod.  n)  en  résulte  immédiatement. 


5l6  GBAPITRE   IVI. 

On  doit  à  M.  Hermite  d^importants  théorèmes  sur  la  représentation 
analytique  des  substitutions  {Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  y  t.  LVH,  et  Œuvres,  t.  II,  p.  280).  Nous  y  renverrons  le 
lecteur,  n'ayant  ici  besoin  que  de  la  notion  précédente  pour  trouver, 
avec  Galois,  la  forme  de  la  fonction /(  5)  correspondant  à  une  substi- 
tution appartenant  au  groupe  d'une  équation  résoluble. 

43.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  G^  sont 
les  puissances  d'une  substitution  circulaire  et,  par  conséquent,  de  la 
forme 

soit    donc    2    une    telle    substitution,    ^    étant    un    des    nombres 

I,  2,  ...,  n —  I.    Si  maintenant  T  désigne   l'une  quelconque  des 

substitutions    du    groupe  Gs-\    précédant    immédiatement    G^,    la 

substitution 

T2T-»  =  S' 

appartient  encore  à  G,.  A  la  substitution  T  correspond  une  certaine 
fonction  y  (5),  telle  que  nous  pouvons  écrire 

et  l'on  a  de  même 

Exprimons  que 

T2  =  ST. 

Or 

T2  =  [/(5  +  P),  z]        et         S'T  =  [f{z)  -h  a,  z]. 

On  aura,  par  conséquent,  la  congruence  suivant  le  module  n 

/(z-^?)^/(z)-^a, 

a   ne   dépendant    pas   de   ^  ;    en    changeant    successivement    z    en 

5  +  p,  5  4-2p,  .  ..,  s4->^p,  on  a 

/(5-+-X?)^/(^)-Xa. 

Si  nous  prenons  ^  =  1  et  que  nous  posions  5  =  0,  /(o)  =  6,  on 
aura 

Ainsi  la  fonction  f{z)  est  une  fonction  linéaire  az  -r-  6,  Le  groupe 
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Gx_i  ne  peut  donc  renfermer  que  des  substitutions  de  la  forme 

(az  -H  b,  z), 

el  a  sera  différent  de  l'unité,  si  la  substitution  T  n'appartient  pas 
au  groupe  G,.  Le  groupe  G^^i  contient  des  substitutions  d'ordre  /i, 
à  savoir  les  substitutions  de  G^;  il  est  aisé  de  voir  qu'il  ne  contient 
pas  d'autres  substitutions  d'ordre  n,  ce  qui  revient  à  dire  que  la 
substitution  ci-dessus  est  d'ordre  inférieur  à  n  quand  a  est  différent 
de  un  ou  n'est  pas  congru  à  un  (mod.  n).  En  effet,  la  puissance  h 
de  cette  substitution  est  obtenue  en  remplaçant  z  par 

On  aura  l'ordre  de  la  substitution  en  prenant  le  plus  petit  entier  A, 
tel  que 

a^s  I        (mod.  /i), 

6(a^-»  -h. .  •-»-  I)  =  o        (mad.  n), 

a  étant  différent  de  un;  la  seconde  condition  sera  vérifiée  quand 
la  première  le  sera,  el  ceci  arrivera  pour  h  ^  n  —  i  ou  un  de  ses 
diviseurs. 

Cherchons  maintenant  la  nature  des  substitutions  du  groupe  G/^a. 
Il  est  clair  que  G,  est  un  sous-groupe  de  G,_2  ;  montrons  qu'il  en  est 
un  sous-groupe  invariant.  Si  T'  désigne  une  substitution  de  G,_2, 
et  S  une  substitution  de  G„  et  par  suite  de  G,_ï,  la  transformée  de  S 
par  T'  appartiendra  à  G^.î,  puisque  G,_i  est  invariant  dans  G,_2. 
Mais,  S  étant  d'ordre  n,  sa  transformée  par  T'  est  aussi  d'ordre  n  et 
elle  appartient  par  suite  à  Gj,  ce  qui  montre  bien  que  Gj  est  invariant 
dans  Gx_2.  Par  suite,  les  substitutions  de  G,_2  sont  de  même  forme 
que  celles  de  G,_î,  et  l'on  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  G.  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant,  dû  a  Galois  : 

Quand  une  équation  irréductible  de  degré  premier  est  résoluble 
algébriquement,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe  sont  de  la 

forme 

{az  -H  6,  .5). 

4i.  La  réciproque  du  ihéorèine  précédent  est  exacte,  c'est-à-dire 
que,  si  le  groupe  d^ une  équation  irréductible  de  degré  premier 
ne  renferme,  en  dehors  des  substitutions  du  système  circulaire 
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(Zj  54-1),  que  des  substitutions  de  la  forme 

Inéquation  est  résoluble  algébriquement. 

Remarquons  d'abord  que  toute  substitution  du  groupe  précédent 
sera  le  produit  d'une  puissance  de  la  substitution 

(2)  (-8-+-i,5) 

par  une  puissance  d'une  substitution 

(2')  (rz,z). 

Si  r  est  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  /i,  c'est-à-dire 
si  les  puissances 

sont  congrues  dans  un  ordre  quelconque  à 

I,     2,     ...,     n  —  i, 

le  groupe  formé  à  l'aide  des  substitutions  (S)  et  (S')  combinées  entre 
elles  de  toutes  les  manières  possibles  sera  formé  des  n(n  —  1)  substi- 
tutions 

(az-hb,  5), 

où  l'on  donne  à  a  les  valeurs  1 ,  2,  . . .,  /i  —  i  et  à  6  les  valeurs  o,  i , 
2,  ...,  n  —  i. 

Si  r  n'est  pas  une  racine  primitive  pour  le  nombre  n,  les  puis- 
sances de  /•  écrites  ci-dessus  ne  représenteront  pas  les  n  —  i  pre- 
miers nombres,  mais  seulement  un  nombre  d  de  nombres  congrus 
difl'érents,  suivant  le  module  //,  et  le  groupe  sera  seulement  alors 
d'ordre  nd. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  allons  supposer  que  le  groupe  G  de 
l'équation  soit  le  groupe  d'ordre  n{n — 1),  c'est-à-dire  que  r  est 
racine  primitive;  mais  un  raisonnement  analogue  s'appliquera  aux 
autres  cas.  Désignons  par  a  une  racine  de  l'équation 

=  o, 

X  —  I 

et  formons  les  expressions 

Xi=  (Xq-^  axy  -+-  a^Xt  -i-. . .-+-  a»-^Xn-i)^, 
X,=  (a7o-haar;.-4-a»Xj;.-f-...-ha«-»j'(„-,);.)'», 


X^_i=  (Xo-H  2Xr'*-*-ha^Xir''-'-r-- . .  "h  a""»  a:{„_  i);.»-»)". 
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Les  quantités  X  se  permutent  évidemment  circulairement  quand 
on  fait  la  substitution  S'.  On  peut,  d'autre  part,  les  écrire  sous  une 
autre  forme  ;  prenons  par  exemple  Xpt+i, 

Si  Ton  pose 

hrV-^k    (mod.  n),        o<A:i/i  — i, 

on  aura 

hrV-  3  A:r«->,         d'où         h  s  A:r«->-l*. 

Nous  pourrons  alors  écrire 

Or,  a'"*"*"'*  représente  une  certaine  racine  P  de  l'équation  ^"^  i,  et, 
par  suite,  X(J^.|  a  la  forme 

Après  cette  transformation,  il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  X 
ne  changent  pas  par  la  substitution  !S,  c'est-à-dire  quand  on  fait  sur 
les  X  une  substitution  circulaire 

Ainsi  les  fonctions 

X|,     X,.     X3,     ...,     X„_i 

sont  invariables  par  la  substitution  de  S,  et  elles  sont  déplacées  cir- 
culairement par  la  substitution  Y! , 

Les  fonctions  X  sont  les  n  —  i  valeurs  que  prend  une  fonction 
rationnelle  des  racines  pour  les  substitutions  du  groupe  G;  elles 
satisfont  donc  à  une  équation  d'ordre  n  —  i  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  dan»  le  domaine  primitif.  Les  racines  ri'^^^*  de  l'unité  ne 
figurent  pas  dans  ces  coefficients,  puisque  toute  fonction  symétrique 
des  X  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  i  racines  de 

37'»  —  I 

=  o. 

X  —  I 

Soit  • 

F(X)  =  o 

cette  équation  ;  son  groupe  est  formé  des  n  —  1  puissances  de  la  sub- 
stitution circulaire  effectuée  sur  les  X.  Une  telle  équation  est  réso- 
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lubie  par  radicaux,  car,  si  nous  désignons  par 

Xi,    Xj,     ...,     Xn_i 

les  racines  de  F,  l'expression 

où  X  désigne  une  racine  n  —  i  '^"*  de  l'unité,  restant  invariable  par 
les  substitutions  du  groupe,  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  X 
qu'on  doit  supposer  adjoint.  En  donnant  à  X  ses  n  —  i  valeurs,  on 
aura  donc  les  X  pour  radicaux,  et  enfin 

rFo  H-  aa?!  -f- . . .  -h  a"-*  x„ 

s'exprimera  par  suite  aussi  au  moyen  de  radicaux.  En  donnant  à  a  ses 
n  —  I  valeurs  et  en  prenant  la  somme  des  racines,  on  aura  n  équa- 
tions donnant  Xq,  Xt,  . . .,  x„_^  exprimés  algébriquement  ;  c'est  le 
théorème  que  nous  voulions  établir. 

45.  Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  nous  avons  trouvé  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  irréductible 
de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux,  à  savoir  que  le  groupe 
de  l'équation  ne  doit  contenir  que  des  substitutions  de  la  forme 

{az  -+■  6,  z). 

Galois  a  encore  donné  une  autre  forme  à  cette  condition;  nous 
terminerons  ce  Chapitre  en  montrant  que  /a  conriition  nécessaire 
et  suffisante  est  que  les  racines  soient  toutes  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  deux  quelconques  d^ entre  elles. 

D'abord  la  condition  est  nécessaire,  car,  si  l'équation  est  résoluble 
par  radicaux,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe  sont  de  la  forme 
ci-dessus.  Or  une  telle  substitution,  qui  ne  se  réduit  pas  à  l'unité, 
déplace  les  n  indices  si  a  =  i,  et  elle  déplace  n  —  i  indices  si  a  est 
différent  de  un,  11  résulte  de  là  que,  si  l'on  adjoint  deux  racines  x^ 
et  xp,  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  plus  que  la  substitution 
unité,  car,  x^l  et  x^  devant  rester  invariables  par  les  substitutions  du 
groupe,  celles-ci  ne  peuvent  déplacer  x^  et  x^.  Donc  toutes  les  ra- 
cines sont  fonctions  rationnelles  de  j?»  et  x^. 
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Passons  à  la  réciproque  (*).  Nous  supposons  que  toutes  les  racines 
d'une  équation  irréductible  de  degré  premier  s'expriment  rationnel- 
lement à  l'aide  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ;  il  faut  montrer 
que  l'équation  est  résoluble  par  radicaux.  Soient  G  le  groupe  de  l'équa- 
tion et  [X  son  ordre  ;  quand  on  adjoint  une  racine  Xg^  de  l'équation 

elle-même,  le  groupe  G  se  réduit  à  un  groupe  Fa  dont  l'ordre  est  — 

(§  36).  A  chaque  racine  Xoi  correspond  un  groupe  Fa,  et,  d'après  les 
théorèmes  généraux  étudiés  précédemment,  les  substitutions  du 
groupe  G  se  décomposent  en  un  Tableau  de  n  lignes  dont  la  première 
sera,  si  l'on  veut,  le  groupe  F„,  et  les  autres  lignes  seront  les  produits 
des  substitutions  de  Fq  par  des  substitutions 

Ti,      Tj,       ...,      Tn-f 

Les  groupes  F^  sont  les  transformés  de  Fq  par  les  substitutions 
précédentes  ;  on  doit  remarquer  que  deux  groupes  F  n'ont  d'autre 
substitution  commune  que  la  substitution  unité,  car  autrement  il  y 
aurait  une  substitution  laissant  deux  racines  invariables.  Après  avoir 
adjoint  Xg,  et  réduit  le  groupe  à  F»,  adjoignons  maintenant  :rp,  c'est- 
à-dire  une  racine  de 

f(x) 
=  o 

OU  d'un  diviseur  rationnel  de  ce  quotient,  s'il  n'est  pas  irréductible. 
Le  groupe  Fflt  de  l'équation  deviendra  un  nouveau  groupe  dont  l'ordre 
est  égal  au  quotient  de  Tordre  de  F»  par  un  diviseur  du  degré  de 
l'équation  précédente.  L'ordre  du  groupe  après  l'adjonction  de  J7a  ^^ 
de  J7p  sera  donc 

n.m         ^ 

et,  puisque  l'équation  est  résolue,  on  a 

jjL  =  m.n. 

Évaluons  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les 


(*)  La  démonstration  de  cette  réciproque  est  seulement  indiquée  très  succincte- 
ment dans  le  Mémoire  de  Galois;  nous  suivons  ici  le  commentaire  qu'en  donne 
Serret  dans  son  Algèbre  supérieure.  On  trouvera  aussi  dans  cet  Ouvrage  une 
analyse  de  M.  Ilermite  donnant  une  démonstration  directe  du  même  théorème. 
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indices.  £n  ne  comptant  pas  la  substitution  unité,  les  groupes  F  ren- 
ferment 

(m  —  I  )  /i 

substitutions;  le  nombre  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  fouies 
les  lettres  n  est  donc 

(m  —  i)/n-i. 
Il  y  a  donc  dans  G 

mn  —  (m  —  i)n  —  I         ou        n  —  i 

substitutions  qui  déplacent  tous  les  indices;  nous  allons  voir  aisément 
que  ces  n  —  i  substitutions  sont  circulaires  et  puissances  les  unes  des 
autres.  Soit  T  une  telle  substitution;  décomposons-la  en  cjcies; 
aucun  de  ces  cycles  ne  sera  formé  d'une  seule  lettre,  et  ils  ne  con- 
tiendront pas  tous  le  même  nombre  de  lettres,  puisque  n  est  pre- 
mier. Si  la  substitution  ne  se  composait  pas  d'un  seul  cycle,  il  y 
aurait  un  cycle  d'ordre  minimum  S,  et  la  substitution  T^  laisserait 
8  letti'es  en  place  (S>  i)  sans  se  réduire  à  la  substitution  unité;  or, 
le  groupe  G  de  l'équation  ne  peut  manifestement  contenir  une  telle 
substitution,  puisque  par  l'adjonction  de  8  racines  le  groupe  ne  serait 
pas  réduit  à  l'unité.  Les  n  —  i  substitutions  trouvées  plus  haut  sont 
donc  les  n  —  i  premières  puissances  d'une  substitution  circulaire. 

Cela  étant,  distribuons  les  indices  dans  les  racines  de  manière  que 
les  n  —  I  substitutions  de  G,  qui  déplacent  tous  les  indices,  soient 
les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

et  soit  S  une  substitution  quelconque,  que  nous  représenloii-i  par 

S  =  [/(-«),  ^]. 

La  transformée  de  T  par  S  est  encore  une  substitution  circulaire 
et  déplace,  par  suite,  tous  les  indices;  elle  doit  donc  être  une  puis- 
sance de  T  ; 

T'=(^-+-a,  z). 

En  écrivant  que 

STS-»  =  T'        ou         ST  =  T'S, 

on  aura,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe  i3, 
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a  et  p  étant  des  entiers,  et,  par  suite,  le  groupe  ne  renfermant  que  des 
substitutions  linéaires,  r équation  est  résoluble  par  radicaux. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  questions;  le  lec- 
teur, désireux  d'approfondir  ces  théories,  pourra  consulter  le  Traité 
de  M.  Jordan  et  les  travaux  de  Kronecker.  Une  partie  de  ceux-ci 
sont  très  bien  exposés  dans  le  Livre  de  M.  Vogt  {voir,  en  particulier, 
le  Chapitre  XII).  On  lira  aussi  avec  grand  intérêt,  dans  TOuvrage  de 
MM.  Borel  et  Drach,  le  Chapitre  VI,  sur  les  groupes  résolubles. 
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CHAPITRE  XVIL 

ANALOGIES  ENTRE  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  ET  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.       . 


I.  —  Généralités  sur  les  groupes  continus  (>). 

1.  Bien  que  nous  ne  puissions  faire  ici  une  exposition  complète 
des  résultats  fondamentaux  de  M.  Sophus  Lie  dans  la  théorie  des 
groupes  continus  de  transformation,  il  est  indispensable  cependant 
(jue  nous  fassions  quelques  remarques  générales  sur  cette  notion  de 
groupes  continus,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  la  Science  de  notre 
époque.  Considérons  les  n  équations 

1    ' 

'    yn=/n(.yi^  y*.  -..,   V,„    «,,   aj,   ....  ar)j 

les  /  dépendant  de  /•  paramétres  ai,  «2,  . . .,  ('r'  Ces  n  équations  dé- 
finissent une  Iransformation  entre  les  y  et  les  j>'',  et  l'on  suppose, 
bien  entendu,  que  le  déterminant  fonctionnel  des  y  par  rapport  aux  j' 
n'est  pas  identiquement  nul.  De  plus,  on  suppose  que  les  r  para- 
mètres a  ont  été  réduits  au  moindre  nombre,  c'est-à-dire  qu'il  n'est 
|)as  possible  de  trouver  r'  fonctions 

A,,     As,     ...,     A,.'         (r'<r) 

(')  Pour  ces  généralilés  on  se  reportera  aux  trois  Volumes  de  M.  Sophus  Lie,  Sur 
les  groupes  de  transformations  ;  on  trouvera  aussi  une  exposition  très  condensée  et 
très  nciie  des  lhéj)rùmes  fondanicnlaux  dans  les  Leçons  de  M.  Lie,  rédigées  par 
IVL  Schelfers  (i8()3),  aux  pafjcs  3<)G  et  suivantes.  On  doit  aussi  recommander  les 
leçons  de  M.  Uianchi  sur  la  Théorie  des  f^roupes  continus  finis  de  transformations 
(Piso,  1903  ).  et  les  Leçons  de  M.  Vivanti,  traduites  par  M.  Boulanger  (Gauthier- 
Villars,  1904). 
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de  ai,  «2»  •  •  •)  ^r>  telles  qu'on  ait 
Myx^y^^  '"lyni  «i,  ««, ....  ar)  =  ^i(yuyiy  --^yn,  Ai,  A,, ...  A;.-) 

circonstance  qui  amènerait  la  réduction  du  nombre  des  paramètres. 
Si  cette  circonstance  se  produisait,  on  aurait  évidemment  une  rela- 
tion de  la  forme 

àft  àfi  \ 

Xi(a,,a„  ...,a;.)^-+-Xî(ai,a„  . . .,  ar)  j^ -4-. . .   | 

(a)  {  *  df  \  (*=''^'---»'*^' 

^-Xr(«i,«î '''•^dî^  =  ^      ) 

et  la  réciproque  est  immédiate,  c'est-à-dire  que,  si  les  f  satisfont 
tous  à  une  relation  de  cette  forme,  il  y  aura  au  plus  r  —  i  paramètres 
distincts. 

Ceci  posé,  les  équations  (i)  définissent  un  groupe  de  transfor- 
mations à  r  paramètres  si,  ayant  successivement 

y'i=fiiyuyi^  -"^yn,  «1,^1, ...,«;.)  )       ..  . 

les  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires,  on  a 

y'i  —  fiiyuyty  ...,rn»  ^1>  C,,  ...,  Cr), 

les  c  ne  dépendant  que  des  a  et  des  b.  On  a  donc 

Faisons  de  suite  la  remarque  que  les  c  considérés  comme  fonctions 
des  6,  par  exemple,  seront  des  fonctions  indépendantes.  On  a,  en 
effet, 

My'x^yi^  ...,y«,  bx,  6„  ...,  br)=/i(yuyt^  "*^yn.  ^U  ^t,  ...,  ^r)- 

En  différentiant  par  rapport  aux  b  successivement,  on  voit  qu'on 
aurait,  si  le  déterminant  fonctionnel  des  if  par  rapport  aux  b  était 
nul,  une  relation  de  la  forme 

X,(a,,  ..  .,a;.,  6,,  ...,6r)^-f-...-HXr(ai,  ...,ar,  6,,  ...,  ^r)^  =  o, 

V 
quel  que  soit  t,  et,  en  donnant  aux  a  des  valeurs  fixes  arbitrairement 
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choisies,  on  aurait  une  relation  de  la  forme  (a),  et,  par  suite,  les  pa- 
ramètres ne  seraient  pas  réduits  au  moindre  nombre. 

Nous  n'allons  considérer  que  les  groupes  de  transformations  com- 
prenant la  substitution  identique.  Nous  supposons  donc  que,  pour 
certaines  valeurs  a^,  . . .,  a®  de  ai ,  . . .,  Ori  on  a 

2.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  seul  paramètre,  le  problème  de 
la  recherche  des  groupes  est  extrêmement  simple.  Il  nous  suffira  de 
prendre  deux  variables  ;  la  recherche  serait  la  même  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Considérons  donc  le  groupe  à  un  para- 
mètre a 

D'après  la  notion  même  de  groupe,  nous  aurons 


c  étant  une  fonction  de  a  et  6,  soit 

Des  lettres  a,  6,  c,  deux  sont  indépendantes,  et  la  troisième  est 
fonction  des  deux  premières.  Nous  allons,  pour  un  moment,  regarder 
b  comme  fonction  de  a  et  c.  En  diflférentiant  par  rapport  à  a  les  deux 
membres  des  équations  (a),  on  a 

d^dj^  df  ôy  df  âb 

Ox'  Oa  oy   Ou  db  Oa  "~     ' 

do   dx'  d<p    ôy  â^  db 

ôx'  Oa  oy  du  db  Oa  ~ 

On  tire  de  là,  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  — 

ày     .,  .    ,  ,.db 

Or,  de  l'équation  c  —  •}(«,  b)  on  tire  la  valeur  de  —,  soil yTa,  /,). 
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Nous  avons  donc 

g=«ï>(:r',y,6)x(a,6). 

I^es  équations  étant  écrites  sous  cette  forme,  nous  pouvons  regar- 
der ^  et  6  comme  indépendants,  et  nous  avons  un  système  d'équa- 
tions auxquelles  satisfont  a/  et  y  considérées  comme  fonctions  de  a. 
Donnons  à  b  une  valeur |fixe,  d'ailleurs  arbitrairement  choisie;  les 
deux  équations  pourront  s'écrire 

g=0(a)Ç(.r',/), 

g  =  0(a)r,(y,y). 

Si  Ton  fait  enfin  un  changement  de  paramètre,  en  introduisant  au 
lieu  de  a  un  paramètre  f  lié  à  a  par  la  relation 

0{aYda  =  de, 

nous  aurons  le  système 

àx'       ^  ,    , 

et,  pour  une  certaine  valeur  de  a,  on  a,  par  hypothèse, 

^'  =  ^,     y  =  y- 

On  peut  supposer  que  cela  a  lieu  pour  ^  =  o.  Donc  notre  groupe 
s'obtiendra  en  considérant  le  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires 

et  en  cherchant  la  solution  (x',  y)  se  réduisant  à  {x^  y)  pour  /  =  o. 
Cette  solution  donnera  les  deux  fonctions 

x'=f{xyy.n. 

r'=^{x,y,t), 
qui  correspondront  au  groupe  cherché. 


y 
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La  réciproque  est  exacte,  c'est-à-dîre  que  deux  équations 

prises  arbitrairement,  peuvent  être  regardées  comme  définissant  un 
groupe  à  un  paramètre.  Ceci  résulte  de  ce  que  i  et  t^  ne  dépendent 
que  de  xf  et  y .  Concevons,  en  eflet,  qu'on  ait  trouvé  l'intégrale  de 
ce  système  telle  que  x'=.x^  y'=zy  pour  ^  =  o,  et  soit 

y=<p(ar,7,  t) 

cette  intégrale;  je  dis  que  ces  équations  définissent  un  groupe. 
Ecrivons 

Les  expressions  précédentes  se  réduisent  k  x  et  y  pour  /,  =  o. 
D'autre  part,  les  équations 

définissent  les  intégrales  x!*  et  y"  se  réduisant  à  x',  y  pour  ^  =  /,.  Il 
en  résulte  que  x!'^y  représentent  les  intégrales  se  réduisant  à  (:r,  y) 
pour  /  =  o.  Donc 

ce  qui  revient  à  dire  que,  des  égalités 

y = ?(^,  y.  ti\    y = ?(^',  y,  <«) 

on  déduit 

x''=f(x,y,ti-ht^), 
y=?(x,y,ti-^tt), 

et  l'on  a  donc  bien  un  groupe. 

Pour  un  accroissement  infiniment  petit  3/,  donné  à  ^  à  partir  de 
t  =  o,  x'  et  y  prennent  ,à  partir  de  a:  et  ^  des  accroissements  dont 
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les  parties  principales  3^  et  8^  sont  évidemment 

aussi  appelle-t-on 

5  8/    et    71  Bt 

la  transformation  infinitésimale  du  groupe,  et,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, un  groupe  à  un  paramètre  est  défini  par  une  transformation 
infinitésimale. 

Nous  avons  considéré  le  cas  de  deux  lettres  ;  il  est  clair  qu'un 
groupe  à  un  paramètre  pour  n  lettres  peut  être  défini  par  le  système 

-^    =  ÇlC^lî^î,  . .-,  ^«)i 

^^t       f  /  \ 


'^J  =  ^n{^\,^l^  ...,  ^n), 


OÙ  les  Ç  sont  des  fonctions  de  j?i,  x^^  • . .,  x„^  d'ailleurs  quelconques. 
3.  Considérons  maintenant  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  pa- 
ramètres. En  nous  bornant  d'abord  uniquement,  pour  avoir  des  nota- 
tions plus  simples,  à  deux  variables,  nous  envisageons  le  groupe 

x'=f{x,y,au  ...,«/•)» 
y=^{x,y,  au  .>..ur), 

à  r  paramètres.  Ecrivons,  comme  plus  haut, 

(3)  f(x\  y,  6»,  . . .,  br)  =Ax,  y.  Cl,  .  .  .,  Cr), 

où  l'on  a 

Ck^^k{au  ,..,ar,bx,  .,.,br)        (A- =  i,  2,  . . .,    ) 

avec  l'identité  de  même  forme  pour  <f. 

Nous  considérons  encore  les  c  et  les  a  comme  des  arbitraires,  les 
b  étant  des  fonctions  de  ces  quantités.  En  différentiant  l'identité  (3) 
par  rapport  à  a^,  il  vient 

àf   àx'         df    ùy         df   dbi  àf   dbr 

dx   dan       ày   da^       dbx  àa^  àbr  àa^  ^  '    '        *     ^' 

P.  ~  III.  34 
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et  pareillement 

do    dx'        09    ày'         d(f    dbx  d^    dbr  __  /a—  \ 

On  lire  de  ces  deux  équations,  en  calculant  les  dérivées  partielles 
des  b  par  rapport  aux  a,  au  moyen  des  relations  c*=  ^a, 


âx' 


*  =  r 


5~  =^y<kh(aiy  ..^,ar,bi,  ...,br)Vk{x',y,bxy  ....  br). 


dan 


(A  =  i,*2,  ...,r). 


Le  déterminant  formé  par  les  \kh  n'est  pas  identiquement  nul,  car 
autrement  on  aurait  une  relation  de  la  forme 

et  la  même  relation  pour  y  ;  par  suite,  les  paramètres  ne  seraient 
pas  réduits  au  moindre  nombre.  Comme  les  c  ne  figurent  pas  dans 
les  identités  (4),  celles-ci  sont  vérifiées  quels  que  soient  a  et  b.  Don- 
nons aux  b  des  valeurs  arbitraires  mais  fixes;  les  rquations  précé- 
dentes deviendront 

k-r 

dan 


I  I 

k  =  r  ! 


Nous  avons  là  un  système  de  'j.r  relations  auxquelles  satisfont  xf 
et  y  considrrés  comme  fonctions  de  fl'i,  . . .,  Ur- 

Nous  avons  drjà  dit  que  le  déterminant  \^hh\  n'était  pas  identique- 
ment nul;  il  en  résulte  qu'on  pourra  écrire 

h-r 

h  =  l 
h=r 


•rïk(^\  r')  =  ^  «AaC^i,  .  .  . ,  «/•)  ^y 


h  =  i 
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et  le  déterminant  |  a^A  |  ne  sera  pas  identiquement  nul.  Nous  pouvons 
conclure  de  là  que  les  deux  relations 

k=zr  k  =  r 


*=1 


où  les  e  seraient  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ne 
peuvent  avoir  lieu  simultanément.  Elles  entraîneraient,  en  effet,  les 
relations 


k=r   h=r 


dx' 


X?    v'  ox 

*^l    A  =  l 

et  la  relation  analogue  en  remplaçant  x^  par  ^f.  Mais,  les  paramètres 
étant  réduits  au  moindre  nombre,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

k-r 

2^*"*'*  =  ^        (/i  =  1,2,  ...,  r), 

d'où  Ton  conclut  que  le  déterminant  |  a^A  |  devrait  être  nul. 

4.  Les  équations  (5)  jouent,  dans  la  théorie  des  groupes,  un  rÔle 
extrêmement  important.  M.  Lie  démontre  à'ieur  sujet  un  théorème 
réciproque,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer. 

Supposons  qu'on  ait  un  ensemble  de  transformations  à  r  para- 
mètres (je  ne  dis  pas  un  groupe) 

tel  que,  pour  certaines  valeurs  des  paramètres,  on  ait  x'  =.x^  y  =zy^ 
et  que  les  x'  et  y  considérés  comme  fonctions  des  a  satisfassent  à 
un  système  de  la  forme  (5),  avec  les  conditions  indiquées  plus  haut 
relatives  à  certains  déterminants  différents  de  zéro.  Dans  ces  condi- 
tions, on  peut  affirmer  que  l'ensemble  des  transformations  précé- 
dentes formera  un  groupe  :  c'est  la  réciproque  du  théorème  du 
paragraphe  précédent. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  démonstration  de  cette  réciproque, 
et  nous  allons  montrer  immédiatement  ce  qu'on  entend  par  trans- 
formations infinitésimales  d'un  groupe. 
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Nous  avons  dit  que,  pour  certaines  valeurs  des  r/,  soit 


on  a  x=x^  yz=:y.  Donnons  aux  a  des  accroissements  infiniment 
petits  ùa  à  partir  de  a®,  lies  parties  principales  oj?'  et  Sy'  des  accrois- 
sements de  x'  el  y  seront 


■=(ë;).»---(ê).'- 


et,  par  suite,  en  désignant  par  s,,  e^.  .. .,  e^  des  quantités  infiniment 
petites  qui  sont  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  à  coeffi- 
cients constants  de  SûTi,  5^2?  •••>  8<7r,  on  aura 


Sa?'  =  e,  Ç,  (x,  ^)  -^ . . . -f-  £;.  $r (.r,  y), 
Sy  =  e,  71,  {x,  ^)  4-. . .  -H  erTir(a7,  ^), 

en  calculant,  à  Faide  des  équations  (5),   les   valeurs   des   dérivées 

\5âJ/o        \àai/o 

On  dit  alors  que  le  groupe  admet  r  transformations  infinitési- 
maies,  dont  Tensemble  représente  la  partie  principale  de  l'accroisse- 
ment des  x'  et  y'  à  partir  de  x  et  v,  pour  des  accroissements  arbi- 
traires des  a  à  partir  des  a^ ,  Ces  /•  transformations  infinitésimales 
sont 

^ir,i{x,y)  ) 

Elles  sont  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  que,  pour  des 
valeurs  convenables  des  constantes  e,  on  ne  peut  avoir 

k-r 

^^ekikioo,  y)  =  o, 

A=l 
k  =  r 

^eky\k{oc,y)=^o, 

comme  nous  Tavons  vu  plus  haut. 

o.  Les   équations  (5)    vont  nous   nermeltre   d'obtenir   les   sous- 
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groupes  à  un  paramètre  contenus  dans  le  groupe  donné.  Cherchons 
à  cet  eflFet  comment  nous  devons  déterminer  «i,  ...,  ar  en  fonction 
d'un  paramètre  /,  pour  que  l'ensemble  des  transformations  corres- 
pondantes forme  un  groupe  à  un  paramètre.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  paragraphe  2,  le  paramètre  t  peut  être  choisi  de  telle 
manière  que  le  groupe  soit  défmi  par  des  équations  de  la  forme 

D'autre  part,  les  équations  (5)  nous  donnent 


s  ='i' ê  ^  ='i'  !•"'• -)W''.y)^« 


Il  résulte  de  là  que  le  second  membre  ne  dépendra  pas  de  /.  Les 
coefficients  de  lk(^\  y')  sont  donc  des  constantes,  et  l'on  aura,  par 
suite, 

h  =  r 

les  X  étant  des  constantes.  D'ailleurs,  bien  évidemment,  en  prenant 
pour  les  X  des  constantes  quelconques,  et  en  prenant  pour  les  a  des 
fonctions  satisfaisant  au  système  précédent  d'équations  différentielles, 
on  obtiendra  un  groupe  à  un  paramètre  contenu  dans  le  groupe 
donné,  et  défini  par  les  équations 


Pour  trouver  ce  groupe,  on  doit  intégrer  ces  équations  en  prenant 
les  conditions  initiales 

j:'  =  a7,        y  =  y        (pour/  =  o). 

On  voit  que  ces  intégrales  se  présenteront  sous  la  forme 
(  x'=F(T,y,  X,/,  X,/,  ...,  X,/), 

^  i  y=*(^,r,  ^1^  ^î^  •••»  >^rO, 


53^  cnipiTiE  xTii. 

comme  le  montre  le  développement  de  x\  y  suivant  les  puissances 
de  /. 

Kn  même  temps  que  la  réciproque  admise  au  paragraphe  précé- 
dent (5),  M.  Lie  démontre  que,  du  groupe  à  un  paramètre  que  nous 
venons  d'obtenir,  on  peut  déduire  le  groupe  général,  défini  par  les 
équations  ('5),.  en  remplaçant  À| '^  \^f.  ....  \rt  par  r  arbitraires 
«1,  «2,  ...,arT  q"i  ne  représenteront  pas  en  général  les  mêmes 
quantités  que  les  a  primitifs. 

l^e  groupe  donné  pourra  donc  s'écrire 

y'  =  ^{x,y,ay,  ..,,ar), 

la  substitution  identique  correspondant  k  ai=  ...=:ûrr=o,  et  Ton 
aura  le  développement 


(a) 

y  =  r  -^  «1  ^ii  ^>r,  j')  -+-... -f-  a,.r[r{x,  r)  -^• 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier  par  rap- 
port aux  a. 

6.  11  est  important  de  remarquer  que  les  ;  et  les  r,  ne  peuvent  être 
pris  arbitrairement,  c'est-à-dire  q^ue,  si  Ton  prend  dans  le  système  (6) 
les  5  et  les  Tj  arbitrairement,  les  équations  (-)  qu^on  en  déduit  ne 
définiront  pas  un  j^ronpe  aux  /•  paramètres  A|  ^7  ^^2^?  •••?  V^«  Ln 
point  capital  de  cette  théorie  consiste  donc  à  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suflisanlcs  qui  doivent  exister  entre  les  5  et  r^,  pour 
(|u'on  soit  conduit  à  un  *;r()upe  de  transformations  en  opérant  comme 
ci-dessus. 

Il  est  aisé  de  trouver  des  conditions  nécessaires;  cVsl  ce  que  aou^ 
uionlrerons  de  la  inanirre  suivante  : 

Prenons  le  j^ronpc  à  un  paramètre  défini  par  les  équations 

dx'       >       ,      ,  dy'  ,      , 

obtenues  en  faisant,  dans  les  équations  ((>),  a,  :=  i ,  Ao=  . . .  =:  A,  ==  o. 
Il  [lourra  cire  représente  par  le  dé\eloppeincnl 
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en  posant 

et  en  regardant  A|  (/)  comme  un  symbole  d'opération  à  effectuer 
sur  une  fonction/.  De  même  un  second  groupe  à  un  paramètre  cor- 
respondant aux  équations 

sera  représenté  par  le  développement 


X 


"'=^-J-^' ?i(^,r)  ^7-rA,(Ç,) -+-..., 


y  =  j^ -f. /' Tfj,  (a:,  ^) -h  —  A,(7),) -H . . . , 
en  posant 

Désignons  par  S'  la  première  substitution  et  par  S''  la  seconde, 
et  faisons  successivement  sur  (^x^y)  les  substitutions 

Un  calcul  un  peu  long,  mais  très  simple,  nous  donne  le  résultat 
suivant  : 


I  ^-h«'[A,(7;,)  -  A,(7i,)] 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  second  en  /  et  /'. 
Cette  substitution  doit  être  comprise  dans  le  groupe  (t)  du  para- 
graphe précédent,  en  prenant  pour  les  a  des  séries  entières  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  t  et  t\  Ces  séries  devront  nécessairement 
commencer  par  des  termes  du  second  degré  en  t  et  ^',  car,  s'il  y  avait 
des  termes  du  premier  degré,  leur  ensemble  devrait  être  identique- 
ment nul  et  les  r  transformations  infinitésimales  ne  seraient  pas 
linéairement  indépendantes  (§4).  En  identifiant  (<t)  et  (or'),  on  voit 
donc  que  les  développements  de  «i,  .  .  . ,  a^  doivent  commencer  par 
des  termes  du  second  degré  et  sont  nécessairement  de  la  forme 

ai  =  ci//'4-..., 
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les  c  étant  des  constantes,  et  l^on  a,  par  suite, 

A,  (  Ç,  )  —  A ,  (  Ç,  )  =  Cl  Si  -H  C,  Ç,  -4- •  .  .  -4-  Cr  îr, 
Aj  (irii  )  —  A,  (ïi, )  =  Cl  r^l  -4-  C, îj,  -4- . . .  -4-  C,.lîr- 

On  peut  écrire  ces  deux  identités  sous  une  forme  plus  condensée. 
On  a,  quelle  que  soit  la  fonction/, 

A,[A,(/)]-A,[A,(/)]  =  |A,(Ç,)-A,(Ç,)]g 

-+-fA,(îîi)~A,(ii,)]^- 

On  aura  donc,  quelle  que  soit  la  fonction/,  la  relation 

Aî[A,(/)]-A,[A,(/)]  =  c,A,(/)-Hc,A,(/)-H...-hC;.A^(/), 

qui  revient  aux  deux  égalités  ci-dessus.  La  combinaison  qui  figure 
dans  le  premier  membre  se  présente  dans  de  nombreuses  questions 
d'Analyse,  notamment  dans  la  théorie  des  équations  linéaires  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles.  On  l'appelle  le  crochet  de  A,  el  Aa,  et 
on  la  désigne  souvent  par  la  parenthèse  (A2A,);  c'est  un  symbole 
d'opération  à  effectuer  sur  une  fonction/ 

Nous  avons  raisonné  sur  A|  (/)  et  K^if)]  en  considérant  d'une 
manière  générale 


les  crochets 


A.(/)=Ç.g-^..|^, 

(A/A;l.) 


devront  être  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  à  coefficients 
constants  des  r  expressions 

A,(/),     Aî(/),     ...,     A,(/). 

Nous  trouvons  donc  ainsi  un  ensemble  de  conditions  nécessaires 
pour  que  les  r  couples  de  fonctions  (5,7;)  correspondent  à  un  groupe 
de  transformations. 

7.  Ces  conditions  nécessaires  sont  en  même  temps  suffisantes. 
La  démonstration  de  ce  théorème  fondamental  de  M.  Lie  nous  entraî- 
nerait trop  loin,  et  nous  nous  contenterons  de  cette  affirmation.  Aussi 
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liien,  il  suffira  souvent  de  savoir  l'énoncé  de  ce  théorème  pour  pou- 
voir faire  des  applications  de  la  théorie. 

Nous  avons  supposé  qu'il  n'y  avait  que  deux  variables.  Dans  le  cas 
de  n  variables  x,  1^  .  .  . ,  5  et  d'un  groupe  à  r  paramètres,  ce  groupe 
sera  défini  par  /•  transformations  infinitésimales  qui  correspondent 
au\  r  expressions 

•••• • • 7 

les  i,  y,,   . .  . ,  T  étant  des  fonctions  de  J7,  /,  . . . ,  5. 

Ces  r  transformations  infinitésimales  définiront  un  groupe  si  ^r-^ 

tous  les  crochets 

{Ai  A  a) 

sont  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de  \i^  . . .,  \r« 

Pour  obtenir  ce  groupe,  on  considérera  les  équations  diflérenlielles 
ordinaires 


€lz 
dt 


-J2  =  ^1*1  H-^j'î-H.  •  .-H  A;.T/., 


où  les  \  sont  des  constantes  arbitraires.  On  intégrera  ce  système  en 
prenant  comme  conditions  initiales 

x  =  x^,      y=yQ^       ...,       s  =  5o         (|)Our/  =  o). 
L'intégrale  générale  sera  de  la  forme 

y=A{^o,yo,  ...,5o, /,/, À,/ — ,XrO, 


^  — Jni^Oi  ^'ui  •  •  -,  '-o,  A|  /,  Ajj/.  .  .  .  ,  A,.t), 

En    mettant    à    la    place   die   X, /,).;,/,   ...,Xr^    des    constantes 
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ai,  ^2 tZr,    nous    aurons  un   groupe    à    r    paramètres    entre 

(^Oï^Oî  .  .  •  ?  ^o)  et  (ar,  y^  . .  .,  5).  Rappelons  que  les  A(y)  ont  été 
supposés  linéairement  indépendants,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  entre 
eux  de  relation  de  la  forme 

e,  A,  (/)-«-... -h  erAr(/)  =0, 
les  e  étant  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

8.  Faisons  encore  une  remarque  applicable  à  tous  les  groupes  de 
transformations  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramètres  arbitraires. 
Soit  le  groupe  G  à  /*  paramètres 

Yi=//(^i,7î,  '',yn,cLx,  a,,  ...,ar)        («  =  1,2,  ...,  n). 

Considérons  une  fonction  F(^i,^i,  ..o^'//);  il  arrivera,  en 
g(''néral,  si  l'on  forme  l'expression 

F(Yt,  Y, Y„), 

qu'elle  dépendra  réellement  de  r  paramètres,  c'est-à-dire  ne  pourra 
pas  être  considérée  comme  une  fonction  dépendant  d'un  nombre 
moindre  de  paramètres.  Nous  voulons  examiner  le  cas  où  il  en  serait 
autrement,  c'est-à-dire  où  Ton  aurait 

F(Yi,  Y,,  ...,  Y;j  =  ^i^yuyt,  . ..,//!»  ^i,  A,,  ,. .,  Ap), 

les  A  dépendant  des  a  et  p  étant  moindre  que  r.  Désignons  par 
A'*.  .  .  . ,  Ap  les  valeurs  des  A  pour  aj,  rt",  , .  .,  fl^f^  (valeurs  de  para- 
mètres correspondant  à  la  substitution  identique);  si  l'on  pose 

\._\0  A^  —    AO  A—    A5 

.^-I  —   /\  I  ,  Ai  —  Aj,  .  .  .  ,  i\p —   Ap, 

on  établira  entre  les  a  des  relations  qui  en  laisseront  au  moins  /•  —  z 
arbitraires.  Pour  ces  relations  entre  les  a,  on  aura,  d'après  l'identité 
ci-dessus, 

F(Y,,Y„  ...,  Vn)  =  F(rnJ5.•.•.7«)• 
ll  existera  donc  un  sous-groupe  du  groupe  donné,  dépendant  d'aw 
moins  r  —  p  paramètres,  qui  laissera  invariable  la  fonction  F. 

Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et  supposons  qu'il  y  ait 
dans  le  groupe  G  un  sous-groupe  F  à  /•  —  p  paramètres,  qui  laisse 
invariable  la  fonction  F;  je  dis  que  la  fonction 

F(Y„Y,,  ...,Y„), 
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OÙ  les  Y  correspondent  à  la  substitution  générale  du  groupe  G, 
dépend  awplus  de  p  paramètres. 

Le  sous-groupe  F  correspondra  à  des  valeurs  »!,  a^,  . . .,  a^  des 
paramètres  <z,  liées  par  p  relations  convenables,  de  telle  sorte  qu'il  y 
ait  seulement  parmi  les  a  un  nombre  d'arbitraires  égal  à  r  —  p.  En 
effectuant  successivement  sur  les  y  une  substitution  du  groupe  G  et 
une  substitution  du  groupe  F,  on  obtiendra  des  expressions 

^'i=Myuyt.  ...,rn>B,,B„...,B;.), 

où  les  B  dépendent  des  a  et  des  a.  Pour  des  valeurs  fixes,  d'ailleurs 
arbitraires,  données  aux  a,  on  pourra  choisir  les  ^a  de  telle  sorte 
qu'au  moins  r  —  p  des  B  puissent  prendre  des  valeurs  arbitrairement 
données,  car,  dans  le  cas  contraire,  le  groupe  F  nç  serait  pas  à  r  —  p 
paramètres.  Ceci  posé,  dans 

F(Y„Y„...,Y„), 
effectuons  sur  les  Y  une  substitution  du  groupe  F,  en  posant 

y;  =//(  Y,,  Y„  . . . ,  Y„,  a„  a„  . . . ,  a^)  =  My^yi.  '--.yn,  B„  B„  . . .,  B^)  ; 
on  aura 

F(Y„y,,...,y„)  =  F(Y;,y;,....y;), 

d'après  la  propriété  du  sous-groupe  F.  Mais,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  on  peut,  pour  des  valeurs  arbitraires  des  a, 
donner  dans  les  Y'  à  r  —  p  des  B  au  moins  telles  valeurs  fixes  qu'on 
voudra.  Il  en  résulte  que  la  fonction  F(Y,,  Ya,  . . .,  Y„)  dépend  au 
plus  de  p  paramètres. 

En  rapprochant  les  deux  remarques  que  nous  venons  de  faire,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  (  *  )  : 

Étant  donné  le  groupe  G  à  /•  paramètres,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  fonction 

F(Y,,Y„...,Y„) 

dépende  seulement  de  p  paramètres  (p>  r)  est  que  la  fonction 
F(^i*  y2i  . .  o  yn)  reste  ins^ariable  pour  les  substitutions  d\in 
sous -groupe  F  de  G^  à  r  —  p  paramètres, 

(•)  On  trouvera  dans  la  Thèse  de  M.  Vcssiol  {Annales  de  l'École  Normale,  1891) 
une  autre  démonstration  de  ce  théorème. 


Ce  théorème  peut  tHre  regardé  comme 
avons  établi  au  paragraphe  âO^du  Chapitre  précédeiiL  Nous  avions  là 
une  fonction  prenani  n  valeurâ  pour  les  substitutions  d'un  groupe  G 

d*ordre  m  ;  i[  y  avait  alors  un  groupe  F,  sous-groupe  de  G  el  d'ordre  — t 

laissant  Ja  fonction  invariable.  Dans  la  question  actuelle,  c^esi  in  </<jH 

férence  r  —  p  qui  remplace  le  quolient —  ;  c'est   ce   qui    arrivera 

généralement  par  la  suite,  où  nous  trouverons  des  ^/^e/r/iCë^  au  lieu 
de  quotients  dans  des  énoncés  par  ailleurs  de  même  forme. 


n.  —  Das  groupes  de  transformations  homogènes  et  Iméaires, 
€t  des  fonctions  symétriques  dans  la  théorie  des  équations 
linéaires. 


I 


9,  Une  classe  très  spéciale  de  groupes  de  Irausforniations  srm  po 
nous  particulièrement  intéressante:  ce  sont  les  groupes  de  trunsfor- 
mations  linéaires  et  homogènes  el,  de  plus,  renfermant  algébriquement 
les  paramètres.  Considérons  donc  la  substitution  linéaire 

^i  ^  <in  yi^  ^\t Xt-^ ^  ^  '^  f^\H Th^ 


Yjï  =  «ffll  ^1  -i-  «yit^f  H-  - 


Onfi^H' 


Si  tous  les  a  sont  arbitraires^,  ces  équations  définiront  évidcrninent 
un  groupe  continu  de  transformations  à  n^  paramètres,  ^Ê 

En  considérant  les  y  comme  des  fonctions  arbitraires  d'un™ 
variable  x^  nous  allons  étudier  d'abord  les  fonctions  rationnrlles  desr 
et  de  leurs  dérivées,  (jui  restent  invariables  quand  on  effectue  sur 
les  y  et  en  même  temps  sur  leurs  dérivées  des  dilTérents  ordres  la 
transformation  du  groupe  précédent.  Nous  les  appellerons  par  uDa- 
logie  fonctions  symétriques  des  y  et  de  leurs  dérivées. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  former  des  fonctions  de  cette  natur 
Etant  données  n  fonctions  arbitraires 

^iT  yu     -.  y  a 

de  x,  on  peut  former  l'équation  linéaire  d'ordre  n  dont  ces  fonctic 


L 
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seraient  un  système  fondamental.  Soit 

cette  équation.  Les  p  sont  des  fonctions  rationnelles  deyi,^2,  .  . ., 
y„  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  Tordre  /i,  et  il  est  évident  qu'elles 
restent  invariables  quand  on  effectue  sur  les  ^1,^2»  •••?  yn  une 
substitution  linéaire  quelconque.  Ces  fonctions  jouent  le  même  rôle 
que  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  algébrique  ; 
nous  allons  en  effet  établir  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées,  invariable 
par  les  substitutions  du  groupe  linéaire  général^  s* exprime  ration- 
nellement à  Caide  des  fonctions  p  et  de  leurs  dérivées. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  la  fonction  considérée,  on  peut 
toujours  ramener  l'ordre  de  dérivation  des  y  à  ne  pas  dépasser  n  —  i . 
Il  suffit  pour  cela  de  se  servir  de  l'équation  différentielle  linéaire 
écrite  ci-dessus.  Après  cette  réduction,  nous  avons  donc  une  fonction 
rationnelle 

dont  les  coefficients  sont  eux-mêmes  fonctions  rationnelles  des  p  et 
de  leurs  dérivées.  Nous  allons  montrer  que,  sous  cette  forme ^  R  ne 
peut  dépendre  des  y.  On  a,  en  effet, 

=  R(Y„  . . . ,  Y«,  Y',,  . . . ,  Y;„  . . .,  Yf«-i\  . . .,  Y','»-»), 

les  p  et  leurs  dérivées,  dans  les  coefficients  de  R,  n'ayant  pas  changé. 
Or,  pour  une  valeur  donnée  d'ailleurs  arbitraire  de  x,  nous  pouvons 
choisir  les  constantes  a  de  manière  que 

Y.  Y  Y'  Y'  \Kn-\)  Y««-i) 

prennent  telles  valeurs  que  l'on  voudra.  Si  donc  R  dépend  d'une 
des  lettres  précédentes,  l'égalité  ci-dessus  est  impossible,  puisque  le 
premier  membre*  est  indépendant  des  a,  tandis  que  le  second  a  une 
valeur  variable  avec  ces  paramètres. 

Il  résulte  delà  que  R  ne  dépend  pas  de^,,  .  .  •^yni  y\t  •  •  -î^JT^'S 
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et  la  fonction  se  réduit,  par  suite,  à  une  fonction  rationnelle  des  p 
et  de  leurs  dérivées  (*).  C'est  le  théorème  que  nous  voulions  établir. 


10.  Parmi  les  fonctions  symétriques  élémentaires,  que  nous  avons 
désignées  par/?,  il  en  est  une  qui  est  particulièrement  intéressante: 
c'est  la  première,  /?i .  En  posant 


0  = 


on  a 


yt 

yt 

yn 

Xi 
dx 

dx 

d''-\Yt 

y  a 

dyn 
"        dx 

d'^-yrn 

,   D,= 

dy, 
dx 

dn-^yx 
dx^-^ 

dy, 
dx       • 

d^-\rf 

dx'^-^ 

dyn 

"         dx 

dn    \y, 

dxn-^ 

rfa?'*-» 

dx'^-^ 

dx^-^ 

d-y, 
dx»^ 

d^yt 
dx'^ 

d^yn 
dx'* 

or  D|  est  précisément  la  dérivée  de  D  par  rapport  à  2:.  Admettons, 
en  effet,  que  ce  fait  soit  exact  pour  n  —  i  fonctions;  on  va  voir  immé- 
diatement qu'il  est  encore  exact  quand  on  passe  de  n  —  1  a  /?. 
Concevons  D  développé  suivant  les  termes  de  la  dei^nièré  ligne,  et 
écrivons 


D  =  A 


d^ 
'  dx'^-^ 


y\ 


d>^- 


*  dx'^- 


Wi 


d''-\Yn 


les  A  étant  des  déterminants  analogues  à  D,  mais  relatifs  seulement 
à  /i  =  I  fonctions;  on  aura  alors 


d{y       ,    rf"v, 

=  Al  — -, 

dx  dx" 


dx'' 


d'^yii 

'  dx'' 


les  autres  termes  disparaissant,  car,  d'après  ce  qui  a  été  supposé  au 
sujet  des  déterminants  d'ordre  n  —  i ,  ces  termes  forment  le  détermi- 
nant D,  où  l'avant-dernière  ligne  aurait  été  remplacée  par  la  dernière, 
de  telle  sorte  que  les  deux  dernières  lignes  s'y  trouvent  identiques. 


(')  Les  roiiclir)ns  de  celle  nature  ont  été  éludiccs  ptirliculièrement  par  M.  Appell 
dans  son  iVlêmoire  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  {Annales  de  VÉcole 
Aormale,  2*  ^érie,  t.  IX). 
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On  a  donc  bien 

comme  nous  l'avons  énoncé.  On  conclut  de  là 

D  =  e  ^ 
La  valeur  du  déterminant 

^      I    dx^'       dx^      '"      dx^    |v=M „_>_i.„-x+i « 

est  maintenant  facile  à  calculer  en  fonction  des/?.  La  résolution  des 
n  équations  du  premier  degré  en/?,,  />2,  ...,/?/<  donne 


—  Çpx{x\Hx 


et  Ton  aura  par  suite 

Dx=(— i)^/>(3:)e" 

D'une  manière  plus  générale,  considérons  le  déterminant 
d*y\     dyy^  dyyn  I 

les  a  étant  n  entiers  distincts  quelconques;  il  résulte  immédiatement 
de  ce  qui  précède  que  ce  déterminant  est  égal  à  une  fonction  entière 

des/>  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  e  V*  "*. 

On  trouvera  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Appell  des  applications 
intéressantes  de  cette  théorie  des  fonctions  symétriques  des  intégrales 
d'une  équation  linéaire,  particulièrement  à  la  transformation  d'une 
telle  équation. 

Soit 

une  fonction  rationnelle  entière  z  des  intégrales  ^i,  j^oi  •  •  -j  y/»  for- 
mant un  sj'stème  fondamental,  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
d'ailleurs  quelconque.  Le  problème  général  de  la  transformation 
est  de  former  Téquation  difFérentieile  linéaire  qui  admet  pour  inté- 
grale la  fonction  z.  Tout  d'abord,  pour  voir  quel  est  Tordre  de 
l'équation  différentielle  en  z,  on  remplacera  j^,,  j'a?  ...,^/<par  les 
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éléments  d'un  autre  système  fondamental,  c'est-à-dire   en    rempla- 
çant j^i  par 

anyi-h  aityt-h. .  .-h  ainyn        (t  =  i,^,  ....  ai). 

L'ordre  de  l'équation  différentielle  en  z  est  égal  au  nombre  des 
termes  linéairement  indépendants  qui  entrent  dans  l'expression  de  z 
ainsi  transformée.  Le  développement  de  /  donne  un  certain  nombre 
de  termes  monômes  de  la  forme 


^'■•^■iW- 


Soit,  après  la  réduction  à  l'ordre  n  —  i,  au  plus,  de  l'ordre  mati- 
mum  de  dérivation  des  y,  q  le  nombre  des  termes  algébriquement 
indépendants.  On  pourra  former  l'équation  différentielle  d'ordre  q 
admettant  ces  q  solutions;  les  coefficients  de  cette  équation  se  pré- 
senteront manifestement  sous  la  forme  de  fonctions  symétriques 
d^  y\^  y^>  •••?  yn'*  Dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra  arriver 
cependant  que  les  termes  algébriquement  distincts  ne  soient  pas 
linéairement  indépendants;  on  s'en  apercevra  à  ce  que  tous  les  coef- 
ficients de  l'équation  formée  sont  identiquement  nuls,  et  l'on  cher- 
chera alors  à  former  une  équation  d'ordre  q  —  i  :  on  arrivera  ainsi 
forcément  à  l'équation  cherchée  au  bout  d'un  certain  nombre  de 
tentatives. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

hy. 


dx^  " 

dx 

Posons 

z 

=JKÎ; 

l'expression 

générale 

de 

z  sera 

(«1^1 

[-+-«2^1)' 

Nous  avons  ici  les  trois  termes 

yx'i  y^y^i  yxi 

et  l'équation  donnant  z  sera  en  général  du  troisième  ordre. 

H  .   Après  avoir  considéré  les  fonctions  rationnelles  de  n  fonctions 
arbitraires  de  x  et  de  leurs  dérivées,  que  nous  avons  appelées  fonc- 
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tions  symétriques,  il  esL  naturel  de  considérer  des  fonctions  ration- 
nelles quelconques.  Prenons  donc  une  fonction  rationnelle  de  ^i, 
y^t  •  •  «î  J^/i  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  d'ailleurs  quelconque, 
en  désignant  toujours  par  ^i,  ^2»  -  -  "^  yn  des  fonctions  arbitraires 
de  J7,  et  désignons-la  pour  abréger  par 

sans  marquer  explicitement  les  dérivées  qui  peuvent  figurer  dans  R. 
Reprenons  la  substitution  linéaire  générale 

!Yi  =  a,,  ^1  -+-  a,,^,  -+- . . .  H-  ai„ >^„, 
Yj  =  au^i  ■+■  «îj^î  -+-•  •  •-+-  «ii»r«» 
7 

et  écrivons  la  relation 

(9)  R(  Yi,  Y„  ...,¥„)  =  R(r„>'„  . .  .,rn). 

On  peut  chercher  à  déterminer  les  constantes  a,  de  manière  que 
cette  relation  soit  identiquement  vérifiée,  quelles  que  soient  les  fonc- 
tions ytj  y^j  •  •  -î  J'ii  de  x.  En  général,  il  n'y  aura  pas  d'autres  solu- 
tions que 

aik=o      (»VA:),  a//=i; 

mais,  pour  certaines  fonctions  R,  il  y  aura  d'autres  déterminations 
possibles  des  a.  Supposons  que  l'identité  précédente  entraîne  seu- 
lement 

n* —  p 

relations  entre  les  ût,  qui  seront  d'ailleurs  évidemment  algébriques  ; 
on  pourra  exprimer  n^ —  p  desaen  fonction  des  p  restants.  Dans  ces 
conditions,  les  équations  (8)  définissent  un  ensemble  de  transforma- 
tions dépendant  de  p  paramètres  arbitraires.  Cet  ensemble  de  trans- 
formations forme  un  groupe  linéaire,  homogène  et  algébrique  de 
transformations  ;  il  est  clair,  en  efl'et,  que  le  produit  de  deux  substi- 
tutions de  l'ensemble  appartient  encore  au  même  ensemble,  puisque 
pour  ces  deux  substitutions  la  fonction  R  reste  invariable,  d'après 
l'identité  (9). 

Prenons,  comme  exemple,  l'expression 


p.  -  m.  35 
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En  écrivaat  l'ideutité  {9),  00  trouve 

On  a  ainsi  un  groupe  de  transformations  à  deux  paramètres  a  et  6. 

Il  pourra  arriver  que  Tidentité  (y)  ne  délinisse  pas  un  seul  groupe, 
mais  plusieurs*  Les  n^ — p  relations  entre  les  a,  dont  nous  uvon^ 
parlé  plus  haut,  peuvent  ne  pas  former  un  système  irréductible  et  se 
partager  alors  en  plusieurs  systèmes  irréductibles  de  n^ —  p  relations. 
Le  groupe  dérivé  de  la  fonction  U  e*il  dît,  dans  ce  cas,  un  groupe 
complexe.  Prenons,  par  exemple,  pour  R,  la  fonction 


.>^î 


y\ 


-xh 


Le  groupe  linéaire,  laissant  invariable  retle  expression,  correspond 
à  l'ensemble  des  transforuiations  de  coordonnées  rectangulaires.  Cet 
ensemble  se  partage  en  deux  groupes  distincts;  pour  Tun  d'eux,  le 
déterminaol  des  coefficients  de  la  substitution  est  égal  a  +  t  el  pour 
l'autre  à  —  1. 

Une  question  inverse  se  pose  maintenant  :  étant  donné  un  groupe 
linéaire  homogène  el  algébrique,  exisle-t-il  ton  joirrs  une  ou  plusieurs 
fonctions  rationnelles  ries  f  considérés  comme  fonctions  arbitraires 
d'une  variable  x  et  de  leurs  dérivées,  que  laissent  invariables  les  sub- 
stitulions  du  groupe.  On  répondra  immédiatement  à  cette  question 
en  se  reportant  à  un  théorème  général  de  M.  Lie,  que  je  ne  fais 
qu'énoncer  (').  Reprenons  un  groupe  quelconque 

En  regardant  les^'^  comme  fonctions  arbitraires  de  *zr,  difTérention^ 
ces  équations  un  nombre  suffisant  de  fois  pour  qu*elles  soient  en 
nombre  supérieur  à  f\ 

En  éliminant  alors  les  a  entre  les  équations  ainsi  obtenues,  nous 
obtenons  des  relations  que  M.  Lie  démontre  être  nécessairement  de 
la  forme 

^(^ ^"'S'->"(^ --è'-)- 
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En  particulier,  si  nous  avons  un  groupe  linéaire  homogène  et  algé- 
brique, les  relations  précédentes  seront  nécessairement  algébriques, 
et,  en  prenant  des  combinaisons  symétriques  de  ces  relations,  on 
obtiendra  une  ou  plusieurs  fonctions  rationnelles  des  y  et  de  leurs 
dérivées  que  laisseront  invariables  les  substitutions  du  groupe. 
Parmi  ces  fonctions  rationnelles,  on  pourra  en  trouver  qui  ne  restent 
pas  invariables  pour  les  substitutions  d'un  autre  groupe  à  un  plus 
grand  nombre  de  paramètres. 

12.  Les  théorèmes  établis  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre 
nous  permettent  de  faire  quelques  remarques  générales  sur  les 
groupes  linéaires,  homogènes  et  algébriques. 

Commençons  par  un  groupe  à  un  paramètre.  On  obtiendra  un  tel 
groupe  en  prenant  un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients 
constants 

-^  =  aii.ri -T-. .  .-4-aina:;,, 


dt 


=;  a„ia?i  -4-.  .  .-+-  ann^^ 


On  calculera  l'intégrale  générale,  et  il  suffira  de  choisir  les  n  con- 
stantes arbitraires  de  manière  que,  pour  /  =  o,  on  ait 


On  aura  ainsi  un  groupe  de  transformations  avec  le  paramètre  /, 
entre  les  x  et  les  x©.  Si  nous  voulons  que  ce  groupe  soit  algébrique, 
il  faudra  que  dans  les  expressions  linéaires  des  x  en  fonction  des  x^ 
deux  coefficients  quelconques  des  x©  soient  liés  par  une  relation  algé- 
brique. Si  nous  désignons  par  /•,,  /'o,  . . .,  />  les  racines  différentes  de 
zéro  et  distinctes  de  l'équation  caractéristique 


ail  — r        au         ...         ai„ 


=  o, 


a„i  a^t         .  .  .     afin  — 

chaque  coefficient  sera  de  la  forme 

les  P  étant  rationnels. 
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Nous  avons  vu,  en  étiidiaDt  les  équations  à  coefficïenls  constants, 
que,  si  les  jx  représentent  des  nombres  distincts  et  différents  de  Eéro, 
une  identité  de  la  forme 


(^) 


B(l)4'SA,(0^î**'  =  o, 


où  B  et  les  A  sont  rationnelsi  entraîne  nécessairement  B  =^  o^  A(=  o. 
Ceci  posé,  une  relation  algébrique  entre  deux  coefOcients  entraînera 
une  relation  algébrique  (E)  entre 


(f 


^     e'-'', 


ef-ki. 


Il  pourrait  arriver  que  cette  relation  filt  vérifiée  quels  que  soient 
r,  e'"!*,  .<.,  €''à'  considérés  comme  étant  Xr -h  i  grandeurs  indépen- 
dantes;  alors  les  deux  coefficients  pourraient  être  regardés  comme 
fonctions  rationnelles  d^une  de  ces  lettres,  les  autres  prenant  telles 
valeurs  numériques  qu'on  voudra,  et,  si  cette  circonstance  se  pré- 
sentait pour  tout  groupe  de  deux  coefficients,  ions  ces  coefficients 
seraient  fondions  rationnelies  d^tine  arbitraire.  Dans  le  cas  con- 
traire, (E)  donnerait  réellement  une  relation  entre  les  quantités  (p); 
mais,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des  identités  de  la  forme  (at),  il 
faudrait  qu'il  y  eii  tau  moins  deux  termes  avec  la  même  exponentielle, 
pour  quHls  puissent  se  détruire.  On  aurait  donc  nécessairement  au 
moins  une  relation 

les  fi  étant  des  entiers  positifs  ou  néfj;atîfs  qui  ne  sont  pas  tous  nuls. 
Soit  n/f  différent   de  zcrOj   nous   remplacerons   t  par   fi^Ô;    nous 
pouvons  alors  considérer  les  coefficients  comme  des  fonctions  en- 
tières de 


(t) 


&,     c^.*, 


en-s^. 


et  nous  pouvons  raisonner  comme  précédemment,  La  relation  alg^ë- 
brique  entre  deux  coefficients  entraîne  une  relation  (E')  entre  les 
termes  de  la  suite  (y);  il  pourrait  arriier  que  (F)  fiU  vérifiée,  quels 

que  soient  9,  e'"-^,  -  » .,  e''*-^^  considérés  comme  étant  k  grandeurs  indé* 
pendantes,  et,  dans  le  cas  où  il  en  serait  ainsi  pour  tout  groupe  de 
deux  coefficients,  il  est  clair  que  Ions  ces  coej^cients  seraient  fonc- 
tions ralioanei/es  d'une  arbitraire.  Dans  le  cas  contraire,   nous 
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serons  conduit  à  une  relation 
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les  ^^  étant  des  entiers  qui  ne  sont  pas  tous  nuls. 

On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  et  Ton  arrivera  à  la  con- 
clusion suivante  ;  ou  bien  les  coefficients  peuvent  s'eiprimer  ralion- 
nellement  à  Taide  d'une  arbitraire,  ou  bien  les  r  sont  commensu- 
rables  entre  eux.  Bans  ce  dernier  cas,  on  pourra  alors  exprimer  tous 
les  eoeflicients  en  fonctions  entières  de 

e    et    tf**       (tt  ^  q). 

Une  relation  algébrique  entre  deux  coefficients  amènera  une  rela- 
tion algébrique  entre  6  et  e^^y  qui  ne  peut  être  qu*une  identité,  et, 
par  suiie,  tous  les  coefficients  sont  encore  fonctions  rationnelles  d'une 
iirbitraire.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Dans  un  groupe  linéaire ^  homogène  et  algébrique  à  un  para- 
mètre, on  peut  choisir  le  paramètre  de  telle  manière  que  tous  les 
coefficients  de  la  transformation  soient  des  fonctions  rationnelles 
de  ce  paramètre  ~ 

Un  théorème  analogue  s'étend  aux  groupes  à  un  nombre  quel- 
conque r  de  paramètres.  Pour  définir  un  tel  groupe,  il  faut  se  donner 
r  transformations  infinitésimales  satisfaisant  aux  conditious  relatives 
au  crochet.  Il  sera  suffisant  de  prendre  /  :=:  2.  Nous  aurons  alors  les 
équations 


^  =  ^ÊiH-ï^Ei,       ^  =  Xti,-hfiii„ 


!es  S,  71^  ...,  T  étant  des  fonctions  données  linéaires  et  homogènes 
des  x^  satisfaisant  aux  conditions  relatives  au  crojDhet  {voir  §  7); 
\  et  [A  sont  des  constantes  arbitraires. 

Puisque  ce  groupe  peut  s'obtenir  en  combinant  les  substitutions 
du  groupe  à  un  para niè Ire  correspondant  à  [J^  =  o^  et  celles  d'un 
second  groupe  à  un  paramètre  correspondant  à  X  =  o,  tous  les 
coefficients  de  la  transformation  seront  des  fonctions  rationnelles 
de 
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/-(j  r^i  *  ■  *ï  t,i  étant  les  racines  de  IV<]uatioQ  caraclérisUfjue  corres- 
pondant aux  n  foncUons  lineâireB 

racines  dîstincles  et  dUlérentes  de  zéro;  paretlleiaenl /^ ,  /\,  ....  r'j^ 
sont  les  racines,  distinctes  et  différentes  de  zéro,  de  Téquaiion  carac- 
téristique correspondanL  aux  /i  fonctions  linéaires 

Tous  les  coefficients  sont  ainsi  des  fonctions  de  Xt  et  de  (aI,  et  Ton 
peut  regarder  les  coefficients  comme  fondions  rationnelles  de 

6»     0',     efi^,     _.,     en^,     e^'^\     .    .,     e*'k'^\ 

En  raisonnant  absolument  comme  plus  haut,  si  ce  n^est  que  la  re^ 
lation  algébrique  est  entre  trois  coeflicients  au  lieu  de  dcux^  on  éta- 
blit que  :  ou  bien  les  coefficienls  s'exprimcnl  ralionnellement  à  Taide 
de  deux  arbitraires,  ou  bien 

sont  entre  eux  dans  des  rapports  corn  me  nsu  râbles,  ainsi  qtie 

r\,     Tj ,     . . . t     ' Vi 

et  Ton  retombe  alors  encore  sur  la  même  possibilité  dVxprimer  les 
coefRcienls  d'une  manière  rationnelle  a  Faide  de  deux  arbitraires, 
Noiis  avons  donc  le  théorème  général  suivant  : 

Dans  un  groupe  linéaire  homogène  et  algéi>rique  à  tin  nomhre 
quelconque  de  para  met  res,  on  peut  choisir  ceux-ci  de  manière 
que  les  Côe/Jicienis  de  la  transforma  lion  soient  fondions  ration- 
n e lies  de  ces  para  me t  res , 

Î3.  Terminons  ces  généralités  par  un  théorème  qui  est  1  analogue 
du  théorème  de  Lagrange  en  Algèbre  (Chapitre  précédent,  §6).  Soit 
une  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu^à  tin  ordre 
d^ailleurs  quelconque,  que  nous  représentons,  pour  abréger,  par 

et  considérons  le  groupe   linéaire  et  homogène  général  à  /i-  para- 
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mètres 

Y„  =  «/Il  J'i  -h  «/lî  J'j  -+-  .  .  .  -h  ann^tt- 

Ou  suppose  qu'à  la  fonction  R  corresponde  un  groupe  linéaire  et 
homogène  G  à  p  paramètres.  Dans  ces  conditions,  je  prends  pour  les 
y  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  x^  et  j'envisage  l'expres- 
sion 

«=R(Y„Y„...,Y„). 

C'est  une  fonction  de  x^  dépendant,  d'après  le  théorème  du  para- 
graphe 8,  de  n^  —  p  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'on  a 

R(Y„Y„  ....Y«)=4>(j^„>'„  ..,.yn\  B,,  . . .,  B«._p\ 

les  B  dépendant  des  a.  Elle  satisfera  donc  à  une  équation  difTéren- 
tielle  d'ordre  n^ — p,  qu'on  pourra  obtenir  par  des  calculs  algé- 
briques d'élimination.  Les  coefficients  de  celte  équation  diflTérentiellc 
seront  visiblement  des  fonctions  rationnelles  de^i,  j^2>  •  •  •>  >'/!  et  de 
leurs  dérivées.  L'un  de  ces  coefficients  peut  être  rendu  égal  à  l'unité 
et  les  autres  sont  alors  des  fonctions  des  y  et  de  leurs  dérivées,  qui 
rentrent  dans  la  catégorie  des  fonctions  que  nous  avons  appelées  sy- 
métriques, et  ils  s'exprimeront  par  suite  rationnellement  à  l'aide  des 
fonctions  élémentaires  désignées  par  p  (§  9).  En  efiet,  si  dans  l'expres- 
sion de  0  on  efiectue  les  substitutions  du  groupe  linéaire  général,  on 
obtient  la  même  fonction  0,  les  coefficients  B  ayant  seulement 
d'autres  valeurs. 

L'équation  différentielle  d'ordre  n^ — p,  à  laquelle  satisfait  u,  est 
Tanalogue  de  l'équation  algébrique  à  laquelle  satisfaisait  une  fonction 
non  symétrique  de  plusieurs  lettres  (Chap.  XVI,  §  o). 

Ceci  posé,  désignons  par  y^,  j^J, j'",  n  fonctions  arbitraire- 
ment choisies  de  x,  et  soient /«, ^21 J^/d  "  fonctions  linéaires  et 

homogènes  quelconques  de  ^",  j^J, y^^.   Nous  considérons  une 

autre  fonction  rationnelle 

^(yu yty ..., j^/i) 

des  fonctions  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque, 
admettant  le  groupe  G,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  quand  on  ef- 
fectue sur  les  y  les  substitutions  de  ce  groupe.  Cherchons   s'il  est 
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possible  d'exprimer  S  à  Taide  de  la  fonction  u.  La  fonction  S  satisfera 
à  une  équation  différentielle  dont  Tordre  sera  au  plus  égal  à  /i' —  p, 
et  que  nous  pouvons  obtenir  en  procédant  comme  nous  l'avons  fait 

pour  R;  soit 

?(S)  =  o 

cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  des^<* 
et  de  leurs  dérivées.  Posons 

a  étant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x^  et  y\^  y\^  . . . ,  y^^ 
désignant  les  fonctions  particulières  de  x  arbitrairement  choisies  plus 
haut.  On  aura 

(«)  ?[v-«R(^î,r? rS)J  =  o. 

Posons,  d'autre  part, 

la  fonction  W  satisfait  à  une  équation  différentielle  d'ordre  n^  —  p 
que  nous  pouvons  former  et  dont  les  coefficients  sont  fonctions  ra- 
tionnelles des  /?•  et  de  leurs  dérivées,  ainsi  que  de  a  et  de  ses  déri- 
vées ;  désignons-la  par 

(P)  ^^(\V)  =  o. 

Les  deux  équations  difl'érentielles  (a)  et  ([3)  en  V  et  W  ont  une 
solution  commune  immédiate  qui  est 

Nous  allons  voir  que  celte  solution  commune  est  unique;  en  effet, 
pour  que  V  =  W,  il  faut 

les  Y  étant  nécessairement  comme  les  y  des  combinaisons  linéaires  à 
coefficients  constants  des  j^o-  Puisque  ceux-ci  représentent  des  fonc- 
tions arbitraires  de  x^  et  que  a  est  une  fonction  rationnelle  arbitraire 
de  x^  l'identité  précédente  entraîne 

S(Yn   Ys,  ...,  Y„)=  ^{yuXi^    ''.yn)\ 
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la  première  égalité  montre  que  /i,  y^^  *  ■  -  >  ^/i  se  déduisem  de  ^J, 
y\y  *  '  '  î  J^Ji  ^^  moyen  des  Iratisformations  du  groupe  G  ;  on  aura  donc 

aussi 

ë\^  par  suite,  il  n'y  a  pas  d'auire  solution  commune  aux  équalions  (a) 

et  (p)  que 

^Uy\^rh^-^.yl)^^iArr\ y%)^ 

Des  calcula  algébriques  d'élimination  feront  connaître  la  solution 
commune  au}t  équations  (a)  et  (p),  en  opérant  comme  nous  le  ver- 
rons dans  la  Section  suivante  (§  15),  On  trouve  ainsi  une  relation  al- 
gébrique 

'{^••''••T& />t.ë.-)-«. 

et  Tan  eiprime  par  suite  Vo,  c'est-à-dire 

a?.iy\,yl,....yl)^B{y\,y%.....y%), 

algtU>riquement  à  Taide  de  la  fonction  Rq  et  de  ses  dénvéesj  des  p^ 
et  de  leurs  dérivées.  Cette  fonction  algébrique  doit  d'ailleurs  être  ra- 
tionnelle, car,  si^p  jkJi  **i  ^S  sont  uniformes,  il  en  sera  de  même 
de  Vt,.  La  conclusion  est  que 

S* exprime  rationnellement  à  t'ait/e  de  B.(j^(,  j^i,  , , .  ^  yn)  et  de  ses 
flérii'éesy  et  des  p  et  de  leurs  dèrii^ées^  Ce  théorème  est  bien  Taiia- 
lugue  du  théorème  de  Lagrange  (  '  )* 


III,  —  Intégrales  communes  â  plusieurB  équations  et  réductibiiité 
des  équations  Linéaires, 

1  i.  Nous  avons,  dans  la  Section  précédente,  étudié  les  fonctions 
rationnelles  de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  et  de  leurs  dé- 
rivées, et  les  groupes  de  transformations  linéaires  qui  s'y  rapportent: 
celte  étude  était  l'analogue  de  Pétude  purement  algébrique  faite  au 

(')  Cette  ex^tensioti  du  ttidorétiie  de  Lagrange  a  été  dunnée  par  M.  Vessïot  dans 
Sun  intéressante  Thèse  (déjà  cUée  p.  5^9)  Sur  Iéx  équaiiont  différtntUitet  liniairei  ; 
nous  aurons  à  revenir  sur  ce  travail  danit  la  dernière  Section  de  ce  Chapitre^ 


L 


554  CHAPITRK   XVIl. 

début  du  Chapitre  précédent.  Revenons  maintenant  aux  équations 
diflTérentielIes  linéaires  et  traitons  tout  d'abord  de  quelques  pro- 
blèmes qui  se  présentent  d'eux-mêmes  quand  on  cherche  à  comparer 
la  théorie  des  équations  difTérentielles  linéaires  avec  celle  des  équa- 
tions algébriques. 

Une  première  question  très  élémentaire  est  la  recherche  des  inté- 
grales communes  à  deux  équations  linéaires.  Soient 


rf'*  Y  d'*-^  y 


d^-'P'-d^P^-^'"'^^'''^^''^ 


deux  équations  linéaires  dont,  pour  abréger,  nous  désignerons  les 
premiers  nombres  par  P  et  Q. 

La  méthode  suivante,  donnée  autrefois  par  M.  Brassinne,  conduit 
de  la  manière  la  plus  élégante  à  la  formation  de  l'équation  diflTéren- 
tielle  linéaire  dont  les  intégrales  sont  les  intégrales  communes  aux 
équations  précédentes.  Soit  m^n  et  posons  m  —  /i  =  u.  On  peut 
déterminer  des  fonctions  ri,  r>2,  ...,  r^  de  x,  telles  que  la  diffé- 
rence 

l>_(Q({l)^_,.,Q(^A-I)^-..._^.,«J^Q), 

où  Q^H-^  désigne  la  dérivée  d'ordre  [jl  de  Q,  et  où  y  est  pour  le  mo- 
ment une  fonction  arbitraire  de  j\  ne  contienne  plus  de  dérivées  de  y 
d'ordre  égal  ou  supérieur  à  n.  Ces  coefficients  /•  s'obtiennent  mani- 
festement de  proche  en  proche. 

Nous  pouvons  donc  écrire  l'identité 

R  désignant  une  expression  différentielle  analogue  à  P  et  à  Q,  où 
le  premier  coefficient  est  l'unité,  mais  renfermant  au  plus  la  déri\ée 
d'ordre  n  —  i. 

Les  solutions  communes  à 

P=o,        Q  =  o 

sont  communes  à 

Q  =  o,         R  =  o, 

et  inversement.  On  continuera  ainsi,  de  proche  en  proche,  par  ce 
même  procédé  qui  rappelle  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
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viseur,  et,  quand  le  reste  sera  nul,  la  dernière  expression  employée 
sera  l'équation  différentielle  donnant  les  solutions  communes  aux 
deux  équations  proposées. 

On  pourrait  encore  suivre  une  méthode  qui  rappelle  la  méthode 
suivie  en  Algèbre  et  basée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 
Soit 

yu     yi,       "",     Xnt 

un  système  d'intégrales  fondamentales  de  l'équation  P.  On  devra 
avoir,  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  G, 

Q(Ci>'i-i-C,^j-H...-f-C«,7„i)  =  o, 
c'est-à-dire 


C,Q(r,) 

-f-C,Q(>',)-f-. 

.-4- 

c„ 

Q(^«)  =  o, 

et,  par  suite,  on  aura 

1      Q(ri) 

^{yt) 

Q(r.n) 

rfQ(.r.) 

dQ(rt) 

dQ(y,.,) 

dx 

dx 

dx 

fim-\  Q(ri) 

^"*-»Q(r») 

d' 

"-'Q(r».) 

dx"'-^ 

dx»'-^ 

dx'"  -' 

Or,  cette  expression  est  une  somme  de  déterminants  de  la  forme 
de  ceux  que  nous  avons  considérés  au  paragraphe  2.  L'expression  pré- 
cédente est  donc  égale  à  une  fonction  entière  des/?,  des  q  et  de  leurs 

dérivées,  multipliée    par   eJ'''  ■^,    et   nous    obtenons  donc  ainsi   la 
condition  cherchée. 

lo.  Arrivons  maintenant  à  la  notion  importante  de  la  réductibilité 
d'une  équation  différentielle  linéaire.  M.  Frobenius  a,  le  premier, 
appelé  l'attention  sur  cette  notion  (*);  considérant  une  équation  dif- 
férentielle linéaire  à  coefficients  uniformes,  l'éminent  géomètre  défi- 
nit son  irréductibilité  en  disant  qu'elle  n'a  de  solution  commune  avec 
aucune  équation  linéaire  de  même  nature,  mais  d'ordre  moindre,  en 
faisant  abstraction  de  la  solution^  =  o,  et  il  donne  à  ce  sujet  divers 
théorèmes  d'un  grand  intérêt. 


(  •  )  Frobknius,  Ueber  den  Begriff  der  frreductibilitàt  in  der  Théorie  der  linearen 
DifferenUalgleichungen  {Journal  de  C relie,  t.  76). 
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Cette  notion  d'irréductibilité  nVst  pas  bornée,  d'ailieurSj  à  une 
équation    linéaire.    Envisageons   une    équation    diH'érentieUe    alg« 
brique 


une 


où/  est  un  poljnome  par  rapport  ky  et  ses  dérivées,  les  coefficients 
étant  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  tout  le  plan,  L^équation  pr 
cédente  sera  dite  irtéductibie,  si  elle  est  algébriquement  irréductiblel 

par  rapport  a  ^-^^  c*est-à-dire  si  /  ii*a  pas  de  diviseurs  de  moiodr 
degré  en  ^-^  avec  des  coefficients  rationnels  par  rapport  à 

y^  ^  '  ^  >  ^«1- 1 

et  uniformes  en  Xy  et  si,  de  plus,  elle  n^a  aucune  intégrale  commune' 
avec  une  équation  difTérentlelle  de  même  forme  et  d'ordre  moindre. 

Quelques  remarques   générales   se  déduisent  immédiatement  defl 
celle  définition.  Je  suppose  qu'une  équation  ne  soit  pas  irréiluctîble: 
r équation  a  alors  par  définition  au  moins  une  intégrale  commune 
avec  une  équation 

qu'on   peut    supposer    algébriquement    irréductible    par  rapport 

Des   équations  /  et   ^^   on   peut   tirer  une  nouvelle  équation  ^ 
d'ordre  h  ^  i  au  plus,  à  laquelle  satisferont  les  solutions  communes 
à/  et  ^;  il  suffit  de  se  servir  de  l'équation  ©  pour  faire  disparaître 
dans  /  toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  /i  —  t.  Si  Téquation  i|i| 
n^est  pas  une  identité  quel  que  soit  y,  on  raisonnera  sur  ^  et  ^  J 
comme  on  a  raisonné  sur/et  o,  et  finalement  on  arrivera  à  une  équa-i 
tion  difierentielle  y    telle  que  toutes  les  solutions  de  ^  appartien-j 
dront  kf\  il  peut  arriver  d'ailleurs  que  Téqualion  différentielle  X^^^ 
soit  d'ordre  zéro^  c'est-à-dire  se  réduise  à  une  équation  algébrique* 
en  y.  Nous  vojons  donc  que,  quand  une  équation  n*est  pas  irré- 
ductible, il  existe  toujours  une  équation  différentielle   d^ ordre 
moindre  dont  elle  admet  toutes  les  intégrales^ 
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Le  même  mode  de  raisonnement  permet  d^élabllr  de  suite  une  pro- 
position analogue  â  un  tbéorcme  de  la  théorie  des  équations  :  Si 
une  équation  différentielle  a  une  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  irréductible,  elle  admettra  toutes  les  in- 
tégrales de  cette  dernière, 

16.  Nous  renverrons,  pour  le  développement  des  considérations 
précédentes,  au  Mémoire  cité  de  M.  Frobenius;  on  peut  se  placer 
à  un  point  de  vue  plus  restreint,  mais  qui  se  rapproche  davantage 
du  point  de  vue  algébrique*  Prenons  d'abord,  avec  Kœuig|Sberger  (*), 
une  équation  différentielle  algébrique 


OÙ  /  est  un  polynôme  en  x,  ^,  -^^  -  *  ^  ,  7~^"    ^^^  ^^^^^  équation 

sera  dite  irréductible  si  elle  est  algébriquement  irréductible  quand 

on  regarde  ^-^  comme  fonction  des  autres  lettres  qui  figurent  dans 

rëquation,  et  si  celle-ci  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  de  même  forme  et  d^ordre  moindre- 

Si  Téquation  f^  o  est  linéaire  et  homogène  à  coefficients  algé- 
briques de  x^  on  peut  prendre  la  définition  que  nous  venons  d'indi- 
quer,  et  cette  manière  d envisager  la  réductibilité  des  équations 
linéaires  est  importante  dans  plusieurs  questions.  On  peut  aussi,  se 
plaçant  à  un  point  de  vue  plus  resti'eint,  exiger  que  la  seconde  équa- 
tion différentielle  soit  également  linéaire  et  houiogène.  Ainsi,  nous 
restreignant  d'abord  aux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels, 
nous  dirons  qu'une  telle  équation  est  réductible  quand  elle  a  une  in- 
tégrale commune,  en  dehors  de  y  ^o^  avec  une  équation  linéaire 
d'ordre  moindre  et  à  coefficients  rationnels;  nous  savons  que  dans 
ce  cas  elle  possédera  toutes  les  intégrales  d'une  équation  d'ordre 
moindre  et  de  même  forme,  comme  il  résulte  des  remarques  géné- 
rales du  paragraphe  précédent. 

En  se  bornant  aux  équations  que  nous  venons  de  considérer  en 
dernier  lieu,  il  est  possible  de  reconnaître  si  une  équation  linéaire 


(*)  K<BNiQHBfrnoEH,  Lehrtuch  der  Théorie  dcr  DifferentiatgUichtmge/i  mii  einer 
unhaèhëngigen  Variateln^  p.  i55. 
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à  coefficieïils  rationnels  est  réduedble  ;  c*est    ce   que    nous    ailoE 
montrer  (^  )• 

Nous  ferons  voir  d'abord  que  tout  revient  à  reconnaître  si  une 
équation  linéaire  à  coefficrenls  rationnels  admet  une  imégrale  dont 
la  dérivée  logarithmique  soit  rationnelle.  Supposons,  en  effets  que 
l'équatioa  soit  d'ordre  fi,  et  que  ^  de  ses  intégrales  linéai renient  il 
dépendantes  {q  <i  n)  satisfassent  à  une  équation  linéaire  d'ordre  q 
coefficients  rationnels*  On  considère  le  déterminant 


à(,= 


et  les  déterminants  en  nombre  q 


i).= 


rfjv         dx^ 


dx"*  jv  =  Opi 


,  ff  -A-J,(y-À-I-J,. 


correspondant  à  X  =  i ,  a,  . . . ,  ^,  Si  j\,  ^^,   ■  -  -  *  JV  satisfont  à  une  ! 
équation  d'ordre  q  à  coefficients  rationnels,  les  rapports  -^  seront  ra* 

tionttels  (g  10  de  ce  Chapitre),  et  \^  est  de  la  forme  eJ^^^^*^"^^  la  fonc- 
tion r{x)  étant  rationnelle;  il  s'ensuit  que  les  L\  seront  de  même 
forme.  Or  nous  pouvons  former  une  équation  linéaire  Ex  à  laquelle 
satisfait 

il 

en   regardant  ce   déterminant   comme  une   fonction   des   intégniles^ 
de  Féquation  initiale  d'ordre  /*  ;   l'équation  Ex  devra  admettre  une 
intégrale  dont  la  dérivée  logarithmique  sera  rationnelle*  Aînst,   les 
q-\^  1  équations^  faciles  à  former, 

admettront  chacune  une  intégrale  à  dérivée  logarithmique  rationnelle. 
Quand  on  aura  vérifié  ce  point,  on  aura,  avec  les  intégrales  trou- 
vées des  équations  Eq  el  Ex,  la  ou  les  valeurs  possibles  de  A^  et  de  A> 
et  par  suite  de  leurs  quotients.   On  devra  pouvoir  les  associer  di« 


(^)  Outre  le  Mémgire  de  M.  Krobenius,  j«  citerai  encore,  relativement  â  cetic 
question  de  lit  réductibtlitédcf  éqyattons  Jioé^Lres,  un  Mémoire  de  M.  Ivar  Bendiisoiif 
(i«iii  le»  Comptes  rendus  de  VAtadémU  du  Sciences  de  Stockholm  (février  1891) 
et  un  article  de  M.  E.  Beke  {Math.  Annalm,  t*  XLV). 
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manière  que  les  quotients 

Ao 

soient  rationnels;  pour  chacune  des  équations  linéaires  d^ordre  q  que 
Ton  aura  ainsi  formée,  il  restera  à  reconnaître  si  son  intégrale  géné- 
rale satisfait  à  réqualion  donnée,  opération  que  nous  savons  effectuer. 
On  voit  donc  que  nous  sommes  ramené  à  reconnaître  si  une  équa- 
tion linéaire  donnée,  à  coefficients  rationnels,  admet  une  intégrale 
dont  la  dérivée  logarithmique  est  rationnelle  :  c'est  le  problème  que 
nous  allons  traiter. 

17.    Il  suffira  de  prendre  l'équation  du  troisième  ordre 

les  P  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  peut  d'abord  s'arran- 
ger, par  un  changement  linéaire  de  variables,  de  façon  que  le  point  à 
l'infini  soit  un  point  ordinaire  pour  les  intégrales.  En  posant  ensuite 

y 

on  a  pour  u  l'équation  du  second  ordre 

u  pourra  avoir  comme  pôles  les  points  singuliers  de  l'équation  difle- 
rentielle  et  aussi  d'autres  points  du  plan.  L'ordre  de  multiplicité  A:  de 
tout  pôle  de  //  est  limité,  car  il  faut  que  Tordre  de  multiplicité  3  k 
d'un  pôle  de  w'  ne  dépasse  pas  l'ordre  de  multiplicité  d'au  moins  un 
des  autres  termes  ;  ce  qui  donne  pour  k  une  limite  supérieure.  Décom- 
posons u  en  fractions  simples.  Les  pôles  autres  que  les  points 
singuliers  de  l'équation  difTérentielle  sont  nécessairement  des  pôles 
simples,  leur  résidu  étant  égal  à  un  ou  deux,  suivant  qu'ils  corres- 
pondent à  une  racine  simple  ou  double  àe  y^  une  racine  triple  n'étant 
pas  possible  en  un  point  non  singulier.  Désignons  par  K  {^x)  la  partie 
de  la  fraction  rationnelle  relative  aux  points  singuliers  de  l'équation; 
nous  aurons 

u  =  R(x)-+-^^^^         (m  =  1,2), 
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les  a  n'étant  pas  des  points  singuliers  de  Téquation  diflTéreniielle.  On 
a  pour  R(x) 

1  n'j  a  pas  dans  u  de  partie  entière,  d'après  l'hypothèse  faite  sur 
le  point  à  l'infini.  Les  degrés  k  de  multiplicité  sont  limités  et  les  B 
peuvent  donc  être  calculés  de  proche  en  proche  par  substitution  dans 
l'équation  donnant  u.  On  peut  poser 

/R(.r)<fx 
^ Vf 

V  désignant  un  polynôme.  En  faisant  cette  substitution  dans  l'équa- 
tion linéaire,  on  aura  à  reconnaître  si  l'équation  linéaire  en  t^  ainsi 
obtenue  admet  un  polynôme  pour  intégrale,  ce  qui  ne  présente 
aucune  difficulté. 

18.  Prenons,  comme  exemple  particulier,  l'équation  différentielle 
hypergéométrique,  et  cherchons  dans  quel  cas  elle  est  réductible. 
Soit  donc  l'équation 

Si  elle  est  réductible,  il  y  aura  une  intégrale  y  telle  que  le  quo- 
tient —  sera  rationnel.  Pour  simplifier  les  calculs  ultérieurs,  dési- 
gnons par  w,  non   pas  ~>  mais  Texpression 


u  = 


y  ix{^  I  —  x) 

On  forme  immédiatement  IVqualion  de  Riccali,  donnant  u^ 

du         -      A|       ht  kx  A-, 

dx  X        X*        i—  X       (I  —  x)^         ' 

où  l'on  a  posé 


,,=-C-'-f-<y- 


2 
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Si  la  fonction  rationnelle  a  a  un  pôle  distinct  de  zéro  et  un,  ce 
pôle  sera  nécessairement  du  premier  ordre.  Il  en  est  ainsi  de  même 
des  pôles  o  et  i,  et  Ton  a  nécessairement 

ff{x)  étant  un  polj'nome;  il  n'y  a  pas  dans  u  de  partie  entière,  car// 
doit  s'annuler  pour  j?  =  oo  d'après  la  forme  de  Téquation.  La  substi- 
tution donne 


-  > 

7. 


.i^^-(T-;P-')Vt--P-. 

Nous  obtenons  donc  pour  a,  deux  systèmes  de  valeurs,  et  aussi 
pour  0L2 

^/  T  -,» t       "^ 

En  substituant  dans  l'équation  hypergéométrique,  nous  avons,  pour 
déterminer  le  polynôme  g{jc),  Téqualion 

x{i  -  x)g^-h  2[a,(i— a7>-+-a,x]^'-+-(2a,a,-f-  ht)  g  =0. 

Si  n  désigne  le  degré  de  g{x)^  on  aura 

—  n{n  —  I)  -h  2n(aj—  ai)  -H  2a|aj —  a^ —  sï(ï  —  * —  p  —  i)  =  o. 

Nous  pouvons  adopter  pour  a»  et  aa  quatre  combinaisons;  ce  qui 
nous  conduit  pour  n  aux  kuit  valeurs 

—  a,     —a -4-1,     *  — Y,      a— Y"^»' 

Donc,  /a  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  U  équation 
différentielle  hypergéométrique  soit  réductible  est  qu^une  des 
quatre  grandeurs 

soit  un  entier  néî^atif, 

P.  —  III.  36 
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19.  Nous  nous  sommes  borné  jusqu'ici  aux  équations  à  coefiicients 
rationnels.  On  peut  définir,  d'une  manière  plus  générale,  un  domaine 
de  rationalité.  Dans  la  première  édition  de  cel  Ouvrage,  comme 
dans  mes  travaux  sur  ce  sujet,  je  m'étais  placé  au  point  de  vue 
suivant. 

Soit  un  certain  nomi)re  de  fonctions 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ration- 
nelle de  r,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées;  nous  considérons, 
comme  faisant  partie  d'un   domaine  de  rationalité,   l'ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  x,  des  a  (x)  et  de  leurs  dérivées.  Dans  ces 
conditions,  la  définition  de  la  réduclibililé  se  posera  comme  [>lus  haut 
et,  ici  encore.  Ton  pourra  se  placer  à  deux  points  de  vue,  sui\ant  que 
l'on  demandera  ou  non  que  l'écjuation  ait  une  intégrale  commune  avec 
une  équation  d'ordre  moindre,  /inéairr  ou  non  linéaire,   les  coeffi- 
cients des  dérivées  étiuil  d'ailleurs  dans  les  deux  cas,  pour  les  équa- 
tions différentielles  considérées,  des  fonctions  de  x  appartenant  au 
domaine  de  rationalité.  Il  est  clair  «pie  nous  ne  pouvons  songer,  sans 
particulariser  les  fcmclions  ^1  (j™),  à  résoudre  le  problème  traité  dans 
les  paragraphes  précédents  pour  le  cas  où  le  domaine  de  rationalité 
se  réduisait  aux  fonctions  rationnelles  de  x.  Une  étude  spéciale  sera 
à  faire  dans  chaque  cas. 

M.  Lcruy  et  M.  Landau  ont  *;én<  ralisé  le  point  de  vue  un  peu 
étroit  auquel  nous  venons  de  nous  phicer.  Pour  eux,  le  champ  de 
rationalité  ï  (  Rationaliliilsbereich)  comprend  toutes  les  constante> 
réelles  ou  imaginaires  (ce  (pii  était  sous-(M)len(lu  ci-dessus);  il  est 
ensuite  formé  de  fondions  analvtitpies  dans  un  certain  domaine  du 
plan  de  la  variable  ./•;  de  plus,  si  /*el  g  apparliennenl  à  S,  il  en  est  de 
même  de 

/-A^     /-A-,     ./AS      4'     /'     et     A"'» 

en  désignant  par /' la  (iéri\<'e  dey*.  Cctlenouvelle  dr'finilion  n'amènera 
aucun(.'  modilicalion  dans  la  Hiéorie  qui  va  élrc  développée. 


( 
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IV.  —  Groupe  de  transformations  d'une  équation  différentielle 

linéaire. 


20.  Nous  allons  voir  maintenant  commenl  on  peut  étendre  aux 
équations  difrérenlielles  linéaires  le  théorème  fondamental  deGalois, 
relatif  aux  équations  algéhricjues,  que  nous  avons  exposé  dans  la 
Section  m  du  Chapitre  précédent  (  '  ). 

Prenons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  d'une  équation 
linéaire  à  coefficients  rationnels 

et  désignons  par  v, ,  Va,  . .  ••>  ym  u"  sj^stème  fondamental  d'intégrales. 
Soit  l'expression 

où  les  1/ sont  des  fonctions  rationnelles  arbitrairement  choisies  de  x. 
Cette  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire  d'ordre  m-  à  coeffi- 
cients rationnels,  équation  qui  se  forme  immédiatement  en  expri- 
mant 

»  1      ~: —  ' 


</x  dx'"^ 


(')  J'ai  montré  pour  la  première  fois  commeiiL  on  pouvait  étendre  aux  équations 
différentiel  les  linéaires  la  théorie  de  Galois  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  {Sur 
les  groupes  de  transformations  des  équations  linéaires;  avril  i883  ).  Voir  aussi  un 
Mémoire  plus  développé  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1887); 
je  suis  revenu  sur  cette  ({uestion  dans  les  Comptes  rendus  du  8  octobre  189'!  et  du 
1  décembre  1895.  Je  ne  change  rien  ici  au  texte  publié  dans  la  première  édition  de 
cet  Ouvrage,  et  qui  reproduisait  mes  Leçons  de  1895,  celles-ci  n'ayant  pas  été  publiées 
ailleurs  et  donnant  le  développement  des  Notes  indiquées  ci-dessus,  où  je  m'efforçai? 
de  faire  la  transposition  à  ce  nouveau  domaine  des  idées  de  Galois. 

Depuis  cette  époque,  ces  extensions  devenues  classiques  ont  été  présentées  de  bien 
des  manières.  Je  signalerai  particulièrement  le  Mémoire  récent  de  M.  A.  Lœwy,  Die 
rationalitàts  Grappe  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  {Math. 
Annalen,  Bd.  LW,  1908).  Dans  un  ordre  d'idées  beaucoup  plus  étendu,  l'extension 
des  idées  de  Galois  à  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  a  fait  l'objet 
d'un  très  important  Mémoire  de  M.  Drach  {Annales  de  T École  \ormale,  1898).  Le 
théorème  fondamental  de  M.  Drach  a  été  précisé  et  complété  par  M.  Vessiot  dans  des 
travaux  définitifs  sur  ce  sujet  {Annales  de  l'École  \or  maie,  igoS  et  igo'i,  et  Acta 
mathematica,  1904). 
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à  Taide  des  dérivées  des  y  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  Entre  les  m*  -h  i 
équations  ainsi  obtenues,  il  suffira  d'éliminer  les  y  et  leurs  dérivées 
pour  avoir  l'équation  cherchée,  que  nous  désignerons  par  (E)  : 


(E) 


rfm'V 


P|^?^+...+  Pm-V  =  0. 


Cette  équation  a  pour  intégrales  les  fonctions 

"/r*        (h  ^'  =  1,^1  ...1  /w). 

Si  les  II  sont  pris  arbitrairement,  ces  m'^  dernières  fonctions  sont  bien 
linéairement  indépendantes  (*);  il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  prendre 
un  cas  particulier.  Supposons  que  j:  =  o  ne  soit  pas  un  point  singu- 
lier de  l'équation  différentielle;  nous  prendrons 

les  a  étant  des  constantes  arbitrairement  choisies.  S'il  y  avait  une 
relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  entre  les  Uiyk* 
nous  aurions 

I  =  m 


les  m'^  constantes  A  n'étant  pas  toutes  nulles.  Or,  en  égalant  à  zéro 
dans  ce  développement  les  coefficients  de 

j"»,     X,     x^,      ...,     .r'"   ', 
nous  obtenons  m  équations  homogènes  entre 

Xll>       'Mt,        ....       A|,„. 

Leur  déterminant  est  la  valeur  fUi  déterminant 


ri 

dx 


dyt 
dx 


d"^-\yi     d"^-\rt 


ym 
dy,n 

dx 
dx"'-^ 


(>)  J'avais  regardé  ce  point  comme  évident;  la  démonsiration  si  simple  du  texte  a 
été  donnée  par  M.  Beke  dans  une  Note  des  Math,  Annalen  (i.  XLVI). 
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pour  j7  =  o;  or  celte  valeur  est  différente  de  zéro,  puisque  le  système 
des  y  est  un  système  fondamental  et  que  l'origine  n'est  pas  un  point 
singulier  de  l'équation  différentielle.  On  en  conclut  que 

En  passant  ensuite  aux  puissances  x'^^  . . .,  j?'-"""*,  on  démontrera 
que 

^îl  =  ^«  = . . .  =  Xj,„  =  o 

et,  d'une  manière  générale,  l'on  arrive  à  la  conclusion  que  tous  les  X 
sont  nuls,  ce  qui  est  absurde. 

De  ce  que  les  uiyn  sont  linéairement  indépendants,  on  conclut 
qu'au  moyen  des  expressions  de 

en  fonction  linéaire  des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i, 
on  peut  tirer,  par  la  résolution  d'équations  du  premier  degré,  les 
valeurs  des  y  et  de  leurs  dérivées  en  fonction  de  V  et  de  ses  dérivées 
ci-dessus  ;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  former  pour  V  une 
équation  linéaire  d'ordre  ni^ —  i  au  plus,  et  entre  les  m^  quantités 

Uiyk 

existerait  donc  une  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, contrairement  à  ce  que  nous  avons  établi. 

Nous  aurons  donc  en  particulier,  pourri,  y.^»  •  •  •>  ym^  des  expres- 
sions 

d\  d"»*-^  V 


d\  d'"*—^  V 

OÙ  les  a,  fi,  . . .,  /  sont  rationnels  en  x. 

A  toute  intégrale  de  l'équation  (E)  correspond  un  système  d'inté- 
grales^4,  )'2,  •  • .?  J^w  ^^  l'équation  proposée  (lo);  ce  système  pourra 
n'être  pas  fondamental.  Cela  arrivera  si  le  déterminant  des  y  et  de 
leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i    est  nul;  en  écrivant  ceci,  on 
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obtiendra  une  certaine  équation  en  V 

/•  étant  au  plus  égal  à  m-  —  i .  On  aiira  donc  un  système  fondamental 

yu   r»»    •••»  ym^ 

si  Ton  prend  pour  V  une  intégrale  deTéquation  (E)  ne  satisfaisant 
pas  à  l'équation  ('^). 

Ceci  posé,  il  arrivera,  en  général,  c'est-à-dire  si  Féquation  (lo)  est 
prise  arbitrairement,  que  l'équation  (E)  n'aura  aucune  solution  com- 
mune avec  une  équation  difl'érentielle  (linéaire  ou  non  linéaire)  a 
coefficients  rationnels,  d'ordre  inférieur  à  //i-,  si  Von  fait  abstrac- 
tion des  solutions  qui  satisfont  à  r équation  tp. 

Mais  il  pourra,  dans  certains  cas,  en  être  autrement;  supposons 
donc  que  l'équation  différentielle  d'ordre  p 

/./      t'    àM  dP\\ 

remplisse  celle  condition, /étant  un  polynôme.  Parmi  toutes  ces  équa- 
tions, considérons  celles  qui  sont  (F ordre  moindre,  et  prenons  l'une 
d'elles  que  nous  conlinuerons  à  désigner  parla  lettre/.  Nous  pouvons 

supposer  l'équation  /algébriquement  irréductible  par  rapport  à -r — ; 

il  est  clair  alors  que  toute  solution  de/qui  n'appartient  pas  à  ©satis- 
fait à  E,  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  déduire  (par  un  pro- 
cédi'  dont  nous  avons  bien  des  fois  fait  usage),  des  équations  (E) 
el(/),  une  é(|ualion  (rf>rdre  moindre,  qui  ne  serait  pas  certainement 
une  identité,  et  à  hupielle  satisferait  la  solution  commune  à  (E)  et 

Soient;}', ,  r^.  .  •  •.  y  m  le  sysIruKî  fondamental  correspondant  à  une 
certaine  solution  de  Téqualion/  (^solution  n'appartenant  pas  à  '^),  et 
^  ,,  Yj,  . . .,  \  „t  le  système  correspondant  à  la  solution  générale  de  la 
même  équation;  on  aura 

.  Y,  =  ^/n  ^ri^«i2  yi-^--  '.-^  <f\m  y»,, 


'/«=  <sr//iiJi-+-«///s>^î- 
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Les  coeffirienls  a  dépeadeni  seulemeiii  de  p  paramètres  arbitraires, 
et  nous  allons  voir  raciiement  qu'on  peut  les  considérer  comme  des 
fonctions  algébriques  de  p  paramètres  arbitraires.  En  effet,  consi- 
dérons l'intégrale  générale  de  réqualion 


cette  intégraile  générale  sera  nécessairement  de  la  forme 

V  —  aj  V|  H-  lî^î-K.  .  .H-  a«i*fm"* 

les  *■  étant /w*  solutions  liiiéaireiuent  indépendantes  de  Téquation  E» 
En  écrivant  que  cette  expression  de  V  satisfait  à  l'équation  /,  nous 
obtiendrons  des  relations  nécessaireuienl  algébriques  entre  les 
constantes  a,  et,  comme  il  doit  rester  p  arbitraires,  les  %  seront  des 
fonctions  algébriques  de/?  constantes  arbitraires.  Donc  dans 

Vt,     Vf,     .  . .,     "im 

figureront  aigébricfuemetit p  constantes,  et,  par  suite,  si/,,j^j,  ,  . ,, 
ï-ffl  forment  un  système  fonda rïien lai  correspondant  a  une  solution 
partietilière  de/^  les  eoefticientâ  de  la  substitution,  désignés  plus  haut 
par  a  y  dépendront  d^nne  manière  atgébrtqtie  de  p  paramètres 
arbitraires  que  nous  uppellenuiii  les  paramètres  X,  Les  relations 
algébriques  iunsi  oblenues  entre  les  ^i  expriment  que,  si  les^  corres- 
pondent à  une  solution  arbitraire  de  /",  les  Y  déduits  de  (S)  corres- 
pondront aussi  à  une  solution  de/*  Dansées  conditions,  il  est  évident 
que  si  Ton  «tonsidere  deux  substilulion^,  tcHes  que  (S)^  correspon- 
dant à  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  des  paramètres  X,  le  produit 
de  ces  deux  substitutionii  sera  une  substitution  de  même  forme,  les 
paramètres  A  étant  représentés  par  un  troisième  système  de  valeurs. 
Les  sabsti£titwns  CSj/orntrnt  donc  un  groupe  continu  de  trans- 
formations; nous  désignerons  par  G  ce  groupe  continu  et  algébrique 
de  transformations  linéaires,  et  nous  rappellerons  le  groupe  de  trans- 
formatiotis  (*)  relatifs  Péquation  linéaire.  Dans  les  deux  paragraphes 


(')  Comme  cas  très  particuliei*,  U  p(*ut  arriver  i|tie  réquation  /  âolt  d'ordre  £éro, 
C*cst-à-djrc  ipic  V  ^'lit  une  fnnctjoii  at^L%ri«|ue  de  J^-,  L'irité^raJc  i^én^ralc  «le  rùqua- 
tion  linéaire  seni  «ligébrjquf,  et  te  |^r<»u|)e  de  irirnsform^Uatis  est  u\otB  un  groupe 
tini  qui  ne  dépend  d'iiiicun  «irbi traire^ 
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,ym  un  système  roada- 


suivanls  nous  représenterons  par^i,^»,  . 
mental  correspondanl  à  une  soLtiUoii  dt /, 

Faisons  encore  la  remarque  très  importante,  dont  la  démonstration 
est  immédiate,  que  l'intégrale  générala  de  réf/aalton  {/)  peut 
s' exprimer  linéairement  en  /onclion  ffune  intégrale  particulière 
et  de  ses  dérivées,  les  coefficients  de  cette  expression  linéaire  étant 
de&  fonctions  rationnelles  de  x  dépeadant  die.  p  constante!*  arbitraires. 


21*  On  peut  établir,  à  Tégard  de  ce  groupe^  la  proposition  sui- 
vante, qui  rappelle  le  théorème  fonda raenlal  deGalois  dans  la  théorie 
des  équations  algébriques  : 

Toute  fonction  raiionnelle  de  a.\  de  y^^y^^  .  .  < , /w  ^f  de  leurs 
dérivées,  s^ exprimant  rationnellement  en  fonction  de  jt^  reste 
invariable  quand  on  effectue  sur  yt^  y^,  . .  -^ym  l^s  substitations 
du  groupe  G. 

Ea  parlant  d'une  fonction  des  >^  restant  invariable,  nous  entendons 
que  cette  fonction  reste  la  même  fonction  de  la  variable  x.  Cette 
invariabilité  est  donc  Tanalogue  de  Tin  variabilité  nitmérit/ue  de  ta 
théorie  des  équations* 

Considérons  une  fonction  desy  et  de  leurs  dérivées  jouissant  de 
la  propriété  indiquée  dans  Ténoneé  :  en  y  remplaç-ant  jk*,  J'at  ---t 
ym  par  leurs  valeurs  en  fonction  d'une  intégrale  V  def  qui  n'appar- 
tienne pas  à  ç,  et  désignant  par  R(^)  la  fraction  rationnelle  de  x  à 
laquelle  est  égale,  par  hypothèse,  notre  fonction,  on  aura  l'équation 


(H) 


■('•' 


df*  V  \ 


Fêtant  rationnelle.  Celle  équaLion  se  trouvera  donc  vérifiée  pour 
une  certaine  i^olution  V  de  ^  n'appartenant  pas  h  'f.  Elle  le  sera  par 
suite  pour  toutes  les  solutions  de  /  qui  n*afvparliennent  pas  à  (p;  en 
elFet,  dans  le  cas  contraire  on  pourrait,  de  Téquaiioii  ^ii)  et  de 
Téquation 

./      ,,  rfV  dey\ 

que  nous  supposons  de  degré  a  par  rapport  à  ^—  et  algébriquement 
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irrëduclible  par  rapport  à  cette  dérivée,  tirer  une  seconde  équaLion 


de  degré  ji  au  plus,  par  rapport  à  -r-^  -  La  fonction  V  «;aliâl'aU  à  ces 

deux  équations  ;  si  Téquatioa  y  n'est  pas  une  conséquence  de  Téqua- 
tiony,  on  pourra  obtenir  une  équation  diflérentielle  algébrique  d*ordre 
moindre  que/3  y  laquelle  satisfera  V'^,  ce  qui  est  contre  nos  bvpothèses 
sur  /,  11  faut  donc  que  y  soit  une  conséquence  de/,  c'est-à-dire  que 
toute  solution  de/,  ne  satisfaisant  pas  à©,  vérifie  la  relation  (1  i).  Du 
moment,  d^atlleurs,  que  la  solution  généiale  de  /  vérifie  (1  1),  il  en 
seracertaineineut  ains^i  pour  toute  solution  particulière,  et  notamment 
pour  ceJles  qui  salisfonl  n  ^,  s'il  en  enîsie.  La  restriction  ne  se  tiN>uve 
donc  utile  que  pour  le  raisonnement. 

Dire  que  la  fonction  F  garde  la  mêtne  valeur  R(^)  pour  toute 
solution  de  y' revient  à  énoncer  que  la  fonction  rationnelle  considérée 
de  X,  desj'  et  de  leurs  dérivées  ne  cliange  pas  quand  on  eirectue 
surj'i^j^ij  , .  -,  j  n,  les  substitutions  du  groupe  G,  et  le  théorème  est 
alors  démontré. 


22.  A  ce  théorème  on  doit  joindre  une  réciproque  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  œ  et  d'ttn  système  fondamental 
JKo  ysi  —  •  î  y  m.  ^l  ^<?  ieurs  dérwées,  qui  reste  invariable  par  (es 
substitutions  du  f^roupe  G,  est  une  fonction  ration  ne  Ue  de  jr. 

Soit  4>  /  J7j  y\j  Vti  —  ■  î  ytn,  -7-^»  '  '  '  )  wnc  fonction  satisfaisant  aux 

conditions  de  Ténoncé  ;  il  faut  muntrer  que,  si  Ton  mat  à  la  [ilace 
de^i,  jj^a,  ,  . , ,  y„,  un  certain  système  fondamental,  la  fonction  4*  sera 
une  fonction  rationnelle  de  x.  Or,  remplac;ons  les  r  et  leurs  dérivées 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V  ;  nous  aurons 


V    '      '  d^  d3rP  I 


■le  dis  que,  si  Ton  prend  pour  \  une  intégrale  de:?  /  n'appartenant 
pas  à  y,  cette  expression  sera  une  fonction  rationnelle  de  x.  Remar- 
quons d^abord  que,  d'après  rhvpothèse  faite  sur  (&,  la  fonction 
F(:r,  V,  ..,)  représentera  la  même  fonction  de  j:,  quelle  que  soit  la 
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solution  V  (le  ré(|uation/  n'appartenant  pas  à  ^,  et,  par  suite,  pour 
rinléjj^rale  générale  V  de  /.  Or,  soit  encore  a  le  degré  de  f  par  rapport 

à  -1 — ;;  pour  des  valeurs  arbitraires  données  à 


'      dx  dxi'-^ 

dp\' 
Téquation  /=o   a  ;jl  racines  distinctes  en  -j—z'  En  se  servant  de 

dfV 
Téquation  /,  on  peut  supposer  que  dans  V  la  dérivée  ^—  ne  figure 

qu'au  degré  |ji —  i  au  plus.  Celte  substitution  faite,  F  devient  une 
fonction 

".('■v m- 

rationnelle  par  rapport  aux   lettres  dont  elle  dépend  et  contenant 

dp\ 

-,  —  à  la  puissance  jjl —  i  au  plus  dans  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur. Comme,  pour  une  valeur  donnée  d'ailleurs  quelconque  de  jt, 
la  fonction  F,  prend  la  même  valeur  pour  toutes  les  valeurs  des  con- 
stantes arbitraires  figurant  dans  Tinlégrale  générale  de  l'équation/,  il 
s'ensuit  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  fonction  F,  prend  la  même 

I  11  1     \r  d\  dpy      .•  r  •        .1 

valeur  pour  toutes  les   valeurs  de   \\ -r- -, —  satisfaisant    a    la 

*  d.r  drP 

relation 

./     ..  d\  dp\  . 

^  ^  dx  dxl'  1 

de  degré  a  et  algéhriciueiueiil  irréductible  par  rapport  à  -T—r\  il  faut 

donc  que  F|  ne  dépende  que  de  x.  La  fonction  <1>  est  donc  une 
fonction  rationnelle  de  .r,  coinuu;  nous  voulions  IVlablir. 

%\.  Les  deux  ihéoivmes  précédents  sonleiilirreinenl  analogues  aux 
tbéorèiues  fondaïueiitaux  de  (ialois  étudiés  dans  la  Section  III  du 
Chapitre  précédent.  On  voir  ([ue  les  groupes  de  substitutions  linéaires 
et  algébriques  reni/tlacent  dans  cette  théorie  les  groupes  de  substi- 
tutions entre  n  lettres. 

F^our  une  é(|uation  liiKNiire  arbilniireiuent  tiomn'e,  l'équation  K 
correspondante  n'aura  aucune  solution  (*oiniuunc  avec  une  écpiation 
algébrique  iTordre  inférieur  à  m-,  cell<*  solution  n'appartenant  pas 
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à  Téquation  o.  L'équation  désignée  par /se  réduit  alors  à  l'équation  E 
elle-même;  le  groupe  de  transformations  de  l'équation  différentielle 
est  alors  l'ensemble  des  substitutions  linéaires  effectuées  sur  ^i, 
^2î  •  •  •  7  .>'/M7  c'est  un  groupe  à  m'^  paramètres. 

Quand  le  groupe  G  est  un  groupe  à  moins  de  w*  paramètres, 
l'équation  est  une  équation  particulière  :  elle  est  caractérisée  par 
ce  fait  qiCil  existe  au  moins  une  fonction  rationnelle  de  jf,  de 
yi,  Ta, y,n  et  de  leurs  dérivées  y  é<j[ale  à  une  fonction  ration- 
nelle de  .r,  celte  relation  n'ajant  pas  lieu  quel  que  soit  le  système 
fondamental  1  ,,y:,,  ...,yn»^ 

Substituons^  en  effet,  dans 

,  d\  dp\' 


dxn  ) 

à  la  place  (le  V,  Texpression  //,}',  -|-  u^y^  -f-  . . .  -f-  u,ny„,;  nous  obtien- 
drons une  fonction  rationnelle  des  j  el  de  leurs  dérivées  qui  ne  sera 
pas  identiquement  nulle,  (|uels  que  soient  les  éléments  du  système 
fondamental  j',,  y.2.  . . . ,  ^/w,  et  qui,  pour  certains  systèmes  fonda- 
mentaux, se  réduira  à  zéro  et  pourra  donc  être  regardée  comme  une 
fonction  rationnelle  de  x. 

Inversement,  supposons  qu'entre  les  éléments  d'un  certain  système 
fondamental  j'i,  y.*',  . . . ,  y  m  on  ait  la  relation 


/  dVi  \ 


qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  un  système  fondamental  quelconque. 

En  n^nplaçanl  les  y  par  leurs  valeurs  en  V,  V^  étant  une  intégrale 
de  E  ne  satisfaisant  pas  à  ©,  on  aura 

'^(/•'^'TT^ d^)  =  ''^ 

A'  étant  au  phis  égal  à  ni-  —  i.  GrAio  relation  ne  se  réduira  pas  à  une 
identilé,  car  alors  la  relation  y  serait  vérifiée  quand  on  fait  sur 
les  y  une  substitution  quelconque.  On  a  donc  une  équation  d'ordre 
moindre  (|ue  ///-  à  laquelle  satisfait  une  solution  V  de  E,  n'apparte- 
nant pas  à  C5,  et,  par  suite.  If  groupe  de  Véquation  n^est  pas  le 
groupe  général  à  m-  para  mètres.  Ces  remarques  sont  entièrement 
analogues  à  <M*lles  (|ue  nous  avons  faites  pour  les  équations  algé- 
briques (Chapitre  précédent,  §  17). 
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24,  Nous  avoDs  donne  au  (groupe  que  nous  venuns  de  trouver  le 
nom  de  groupe  de  transformations,  pour  le  distinguer  du  groupe 
(|ue  Ton  désigne  sous  le  nom  de  groupe  de  Véquaiion  linéaire 
(page  3o^)  el  qui  est  relatif  aux  substi  tu  lions  qui  correspondent  aui 
différenls  chemins  suivis  par  la  variable.  Ce  dernier  groupe  n'est  pas 
un  groupe  continu^  je  veux  dire  qu'il  ne  dépend  pas  de  paramètres 
arbitraires.  Faisons  la  remarque  tri-s  situpic,  luais  qui  nVst  pas  sans 
inlërêL,  que  le  groupe  de  Véquaiion  est  contenu  parmi  ies  substi- 
fulions  du  groupe  de  transformations.  Ceci  résulte  immédiatement 
de  ce  que  ce  dernier  f^roupe  correspond  a  la  substitution  d'une  inté- 
grale quelconque  de  Téquation  f  a  une  autre  égalenienl  quelconque. 
Si,  en  particulier^  ces  deux  intégrales  sont  deux  délerininations  dif- 
férentes d^jne  même  intégrale  rorrespondîint  à  des  chemins  difTërents,  ■ 
on  aura  une  substitution  du  groupe  de  J'çquatiou,  et  elle  sera  bien 
conteiiue  dans  le  groupe  de  transformations. 


I 


1 


25,  Nous  avons  dit  que,  parmi  les  équations /d'ordre  moindre/?, 
on  prendrait  l'une  d'elles  ;  mais  on  doit  nécessairement  se  demander 
quelle  conséquence  entraînerait,  pour  ie  groupe  de  transformations 
de  Téquatioti  diirérentielle^  la  substitution  d^une  équation  f  à  une  ■ 
autre  équation,  que  nous  désignerons  pary*).  Cherchons  les  relations 
qui    peuvent  exister  entre    les   intégrales  de    ces   deux    équations 

d'ordre  p 

/(V)  =  ô,       /,(V0-o. 


d 


Puisque  V,  e^t  une  fonction  linéaire  des  j',  et  que  cellesH 
s'expriment  aussi  linéairement  à  Taide  des  V  et  de  leurs  dérivées^ 
nous  aurons  pour  V,  une  expression  linéaire  par  rapporta  V  et  ses 
dérivées.  Si  donc  nous  considérons  deux  intégrales  déterminées  v 
el  Vi  de  ces  équations,  n'appartenant  pas  à  y,  on  aura 

SX 


a  et  p  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Or,  considérons  d'autre 

part  l'expression 

dV 


iT) 


W  =  aV-t-fi 


d^ 


V    étant   rintégrale   générale   de  /■    elle  sati^^fera   à    une   équation 


d'ordre /> 
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[je§  deux  équations /i  el/.j  ont  une  intégrale  ronimune,  u'apparle- 
ntiil  pas  à  3,  à  savoir  i',.  Il  faudra  donr  r^ue  Téquation/^  (W)  coïn- 
cide aveeréqualion/i  (V,  )  ^  u^  puisque  autrement  ï  »  satiarerait  à  une 
équation  difl'érentielle  algébrique  d'ordre  moindre  que  /?. 

On  voit  donc  la  dépendance  qui  fixiste  entre  les  deux  équations 
y"et  /,  ;  Tune  est  simplement  la  transformée  de  l'autre*  D'autre  part, 
transformer  réqualiun/au  ïuoven  de  la  substitution  (T)  considérée 
ci-dessus,  c'est  suhsliluer  seulement  un  système  fondamental  d'inté- 
grales à  un  autre,  et,  par  suite,  le  g^roupe  de  transformations  que  nous 
aurait  donné  l'équation  y,  est  ie  transformé  de  celai  que  nous  a 
donné  Véffuation  f  au  moyen  d'une  subsliluiion  iinéaire  conve- 
nable ejfecluée  sur  tes y\  Les  deux  groupes  doivent  être  regardés 
comme  identiques. 

S6.  Nousavuns  examiné  uniquement  Jusqu'ici  le  cas  d'une  équation 
à  coefficients  ratiruineb.  Nous  pouvons  supposer  que  les  coejpcienis 
de  l'équation  dijférentielie  appartirnneni  à  un  domaine  de  ratio- 
nalité plus  étendu^  On  peut  supposer,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l'étude  de  la  réductibilité  (Section  III),  que  l'on  a  un  certain  nombre 
de  fonctions 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ration- 
nelle de  T,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées  jusqu^â  un  ordre 
quelconque.  On  considère,  comme  faisant  partie  du  domaine  de 
rationalité,  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  x,  des  a{:r)  et  de 
leurs  dérivées.  Les  diverses  équations  diiïérenti elles  que  l'on  aura 
alors  à  considérer  devront  être  des  équations  difTérentielles  algébriques 
dont  les  coeftîcients  seront  fonctioîïs  rationnelles  de  x^  des  a(a:) 
et  de  leurs  dérivées.  Telle  sera  en  particulier,  quand  elle  existera, 
l'équaiiony*(  V)  ^^o,  qui  joue  dans  la  théorie  précédente  le  rôle  essen- 
tiel ;  au  do  m  a  in  e  do  n  n  é  de  ra  tio  n  a  lité  co  rt  *esp  omira  un  gf  o  upe 
de  transformations  pour  r équation  linéaire. 


27.   Nous  devons  immédiatement  faire  une  remarque  qui  accuse^ 
malgré  bien  des  analogies,  une  dilTérence  importante  au  point  de  vue 


y 
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<les  applications  enlre  la  théorie  que  nous  venons  de  développer  et  la 
théorie  de  Galois  sur  les  équations  algéhriques.  Dans  cette  dernière, 
la  résolvante  irréductihle  pouvait  élre  trouvée  par  des  calculs  toujours 
effectuables,  une  fois  donné  le  domaine  de  rationalité.  Il  en  est  tout 
autrement  dans  la  théorie  actuelle  :  nous  concevons  seulement  l'exis- 
tence de  cette  équation  dillérentielle /,  de  telle  sorte  que  le  groupe 
de  transformations,  pour  une  équation  donnée,  nepeutpas  être  obtenu 
par  des  opérations  susceptibles  d'être  régulièrement  elFectuées.  11  en 
résulte  qu'en  général  on  devra,  au  point  de  vue  pratique,  commencer 
par  chercher  tous  les  Ivpes  dégroupes  algébriques  de  transformations 
linéaires  et  homogènes  pour  un  nombre  de  variables  égal  à  l'ordre  de 
l'équation  dinerentiellc  ;  d'après  re  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur 
les  groupes  en  général,  on  se  rend  compte  cjuel'on  possède  des  prin- 
cipes silrs  pour  eflectuor  celte  recherche,  si  pénibles  et  longs  que 
doivent  élre  les  calculs  à  faire.  Il  resle  alors  à  reconnaître  si  un 
groupe  déterminé  est  le  groupe  de  transformations  de  l'é(|ualion  dif- 
férentielle. 

Soit  (i  un  tel  groupe;   d'après  ce  que  nous  axons  \\\  (§    in,  nous 
pouvons  former  une  fonction  rationnelle 


^^{■^'.yï^yî.  •••'-*'"' 77;^'  *  *  '  ) 


restant  iiixariablc  (|nand  on  ellectuc  sur  les  y  les  substitutions  du 
groupe  (i.  mais  qui  n'est  pas  un  invariiinl  pour  un  groupe  d'un  plus 
grand  nombre  de  parauièlres.  Nous  axons  vu,  d'atilre  pari  (  v^  13),  que 
celte  fonction  satisfaisait  à  une  é(|uation  dillérenlielle  algébrique  E 
d'ordre  //*-  —  p,  va\  désignant  par  z  le  nombre  de  paramètres  du 
groupe  Ci,  les  coefficieiils  de  cette  é(|uation  étant  des  fonctions  symé- 
triques desr.  A  Tendroit  cité,  les  j^^ étaient  des  fonctions  arbitraires  ; 
ici  ce  sont  des  intégrales  de  Téquation  linéaire  dounée  ;  mais,  si  Ton 
prend  au  hasard  w\n\  fonction  R  jouissant  de  la  proprit'té  dinxa- 
riance  indi(|uée,  on  peut  encore  affirmer  qu'elle  ne  sera  pas  inva- 
ri.inte  pour  un  groupe  d'un  plus  grand  noud)rc  de  paramètre*^,  les  y 
formant  tin  sxstèuie  fondamental  de  l'équallon  linéaire.  Ceci  dit,  sup- 
posons cpie  1  é([ualion  donnée  soit  à  coefficients  rationnels  ;  avant  pris 
le  groupe  (i  et  la  fonction  correspondante  R,  nous  formons  l'étiua- 
tion  E,  (pii  est  aussi  à  coefficients  rationnels.  Si  G  est  le  groupe  de 
transformations    de   l'équation  linéaire  donnée,    la   fonction   ration- 
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neile  K,  qui  reste  invariable  par  les  substitutions  de  G,  devra  être 
une  fonction  rationnelle  de  x^  pour  un  système  convenable  d'inté- 
grales fondamentales,  à  savoir  pour  celles  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion /  en  V'  de  notre  théorie  générale.  11  résulte  alors  du  second 
lliéorème  fondamental  que  l'équation  E  admettra  une  intégrale 
rationnelle.  Nous  sommes  donc  conduit  à  rechercher  si  une  équation 
dilVérentielle  algébrique  admet  pour  solution  une  fonction  rationnelle  ; 
c'est  un  problème  que  l'on  ne  sait  pas  actuellement  résoudre  dans 
toute  sa  généralité,  mais,  dans  bien  des  cas,  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  permet,  avec  des  considérations  spéciales  à  la 
forme  de  l'équation,  de  trouver  la  solution  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  commencera 
les  essais  en  prenant  d'abord  les  groupes  algébriques  à  un  para- 
mètre (^);  puis,  s'il  n'existe  pas  d'intégrales  rationnelles  pour  les 
équations  E  correspondantes,  on  passera  aux  groupes  ayant,  après 
les  groupes  à  un  [)aramètre,  le  moindre  nombre  de  paramètres,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive,  pour  un  certain  groupe  (i  à 
;•  paramètres,  à  une  érjuation  E  ayant  une  solution  rationnelle,  tandis 
<|ue  pour  tous  les  groupes  à  un  moindre  nombre  de  paramètres  cette 
condition  ne  s'était  pas  trouvée  réalisée.  Le  groupe  F  de  Téquation 
dépendra  de  /•  |)aramètres,  car,  s'il  dépendait  de  moins  de  /*  para- 
mètres, nous  aurions  trouvé  dans  les  essais  précédents  une  équation  E 
à  intégrales  rationnelles;  d'autre  part,  il  ne  pcjut  dépendre  de  plus 
de  r  paramètres,  (;ar  dans  le  cas  contraire  une  fonction  rationnelle 
des  r,  invariante  pour  les  substitutions  de  G  et  prise  au  hasard, 
n'étant  pas  invariante  pour  les  substitutions  du  groupe  F  qui  aurait 
plus  de  /•  paramètres,  ne  pourrait  s'exprimer  rationnellement.  Il  ré- 
sulte de  là,  ou  bien  que  F  coïncide  avec  le  groupe  G,  ou  bien  que  F 
est  un  groupe  complexe  à  /•  parauïètres  contenant  le  groupe  G.  En 


(*)  Kii  dehors  des  éqiiaiions  linéuires.  nous  citerons  rOcjualion  aux  dérivées  lojça- 
rilhmiques  des  intégrales  d'une  équation  linéaire,  qui  a  été  étudiée  à  ce  poinl  de 
vue  par  IJonville.  Dans  son  Mémoire  couronné.  Sur  les  équations  différenticlleii  du 
premier  ordre  {Annales  de  l'École  Normale,  1892),  M.  Painlevé  a  montré  comment 
on  pouvait  résoudre  le  problème  proposé  pour  loutes  les  éifuations  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré. 

(')  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  cas  où  le  groupe  do  transformations  ne  serait 
pas  un  groupe  continu,  c'est-à-dire  un  groupe  dépendant  d'un  ou  de  plusieurs  para- 
métres arbitraires.  Dans  ce  cas.  Téquation  aurait  son  intégrale  générale  algébrique, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  dans  une  note  du  §  20. 
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étudianl  de  lii  même  tiianiéi  e  cluicim  des  types  de  groupes  k  r  ptra- 
mètreSf  on  déterminera  aînâi  le  groupe  F»  qui  pourra  être  nn  groupe 
non  roinpleite  ou  un  groupe  complexe  formé  de  plusieurs  groupes  G 
à  r  paramttres. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  dans  ce  paragraphe,  pour 
obtenir  le  groupe  d*une  équation  linéaire^  est,  à  très  peu  près,  celle 
qu'a  suivie  M.  Vessiot  dans  sa  Tlièse,  déjà  eitée,  sur  les  équations 
linéaires.  Le  savant  géomètre  se  sert  même  de  ces  considéra tiou^ 
pour  arriver  à  la  notion  de  groupe;  mais  cette  marche  très  nalurelle 
et  très  inlêre*^sante  pour  obtenii  le  groupe,  quand  on  a  acquis  cette 
noiion,  laisse  subsister  des  diilîcukés  sérieuses  pour  arriver  aux 
deux  théorèmes  fondamentaux,  \ussi  me  parait^il  préférable,  pour 
poser  les  bases  de  cette  théorie,  de  suivre  la  voie  que  j'avais  anté* 
rie ure ment  indiquée  et  qui  préserjtc  une  analogie  si  complète  avec  la 
marche  suiue  ]>ar  Galois  dans  la  théorie  des  équations  algébriques. 

Remarquons,  en  terminant,  tpj'il  ne  faut  pas  s*exa gérer  riiiipor- 
tance  des  difficultés  pratiques  relatives  à  la  recherche  du  groupe  «ie 
transformations  d'une  équation  linéaire,  M  en  est  ici  comme  en 
Algèbre;  les  théories  de  celte  nature  ont  surtout  pour  objet  d' éta- 
blir des  ciassfjicaùons  et  d'indiquer  des  tjpes  pour  les  dîHerentes 
circonstances  qui  peuvent  se  présentei".  fl  arrivera  généralement,  dans 
les  ap[)licaliiuis^  que  les  considéra hr>ns  qui  ont  conduit  a  une  équa- 
tion donneront  des  renseignenienls  sur  son  groupe;  e^est  ce  qui 
arrive,  par  excjuple^  quand  on  élucbci  au  point  de  \ue  algébrique, 
les  équations  modulaires  de  la  tliéorie  des  fonctions  elHjïliques, 


V*  —  Étude  de  quelques  cas  particuliers. 


28.  Vrrétons-nous  sur  quelques  exemples,  et  cotnmençons  par 
Tétiide  des  équations  difTérenlielles  linéaires  du  second  ordre  k  coef- 
ticieuts  rationnels.  Le  groupe  d'une  équation  arbitraire  est  le  groupe 
linéaire  et  homogène  d'ordre  quatre.  Les  cas  particuliers  correspon- 
dront aux  groupes  a  iiHi  dea^  ou  ^ro/.î  paramètres,  sans  parler  du 
cas  où  l'intégrale  générale  de  réqualion  serait  algébrique,  et  que 
nous  laisserons  de  vMé. 

Considérons  d^ a  bord  mj  groupe  linéaire  à  un  paramètre  ;  sup- 
posons d'abord  que  les  deux   racines  de  l'équation  cantctéristique 
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correspondant  à  la  substitution  infinitésimale  sont  distinctes  :  dans 
ces  conditions,  en  effectuant  une  combinaison  linéaire  convenable, 
les  équations  définissant  le  groupe  sont 

el  l'on  a  alors  le  groupe  défini  par  les  deux  équations 

Il  sera  algébrique  si  t  est  cominensurable,  et  Ton  a,  par  suite,  le 
groupe 

ni  et  n  étant  des  entiers.  Si  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à 
coefficients  rationnels,  admet  ce  groupe  comme  groupe  de  transfor- 
mations, on  aura  évidemment  comme  invariants  du  groupe 

dx  dx  y^f 

Il  existera  donc  un  système  fondamental  (ru  yi)  pour  lequel 
ces  trois  expressions  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Il  en 
résulte,  en  particulier,  que  Téquation  de  Kiccali,  admettant  une  inté- 
grale—» admet  deux  intégrales  rationnelles;    ces   intégrales  étant 

obtenues,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  quand  elles  existent,  on 
aura  j^i  et  j^a  P»"'  des  quadratures,  et  il  n'y  aura  même  en  fait  qu'une 
seule  quadrature  distincte,  puisque  la  troisième  des  expressions  ci- 
dessus  doit  être  rationnelle. 

Dans  le  cas  particulier,  où  nous  ne  pourrions  avoir  la  forme  ré- 
duite qui  précède,  nous  aurions,  conformément  à  la  théorie  de  la 
réduction  des  expressions  linéaires,  les  deux  équations  suivantes, 
pour  définir  le  groupe, 

dv\ 


dyi  __ 
dt    "' 

P.  —  m.  37 


-^-^y.-^ay,. 
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et  rintégration  de  ces  équations  nous  conduit  au  groupe 

Si  a  n'est  pas  nul,  ce  groupe  ne  sera  pas  algébrique;  le  seul  cas 
qui  nous  intéresse  est  donc  celui  de  a  =  o,  qui  donne  le  groupe 

Puisque  j^i  est  une  fonction  invariante,  Vi  est  une  intégrale  ration- 
nelle. Un  second  invariant  sera  fourni  par 

^^  dx       ^'  dx 

Cette  expression  sera  donc  une  fonction  rationnelle,  et  Ton  ob- 
tiendra par  suite  y^  à  Taide  d^ine  seule  quadrature  portant  sur 
une  fonction  rationnelle.  Telles  sont  les  circonstances  extrêmement 
simples  qui  se  présentent  quand  le  groupe  de  Téquation  est  à  un 
paramètre. 

!29.  Passons  au  cas  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  dont 
le  groupe  serait  à  deux  paramètres.  11  faut  commencer  par  énumérer 
les  types  de  groupes  linéaires  et  homogènes  à  deux  paramètres.  Nous 
avons  deux  substitutions  infinitésimales,  réduisons  Tune  d'elles  à  sa 
forme  canonique;  si  aucune  circonstance  particulière  ne  se  présente 
dans  cette  réduction,  nous  pouvons  prendre,  en  nous  reportant  aux 
notations  du  §  7, 

A, (/)  =  c/j,  ^^by^^         {a^:b), 

qui  représente  la  première  transformation  infinitésimale,  la  seconde 
étant 

Aj  (f)  =  («714-  ?72 .)  ^  -"  ^  ï>'i  -^  i>'2  )  ,-^  • 

Mais  nous  devons  écrire  que  le  crochet 

(A,  A,) 

est  une  combinaison  linéaire  X.V,(/)  -h  |jlA2(/).  En  calculantce  cro- 
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chel,  on  Irouve  de  suite 

On  doit  donc  avoir  identiquement 

A  Cl  |JL  désitji^nant  des  constantes.  Ces  équations  donnent 

(  rt  —  6  )  Y  =  i^Y,        X  ^  -h  11$  =  o. 

l^uisque  <7  —  6  7^  o,  il  faut  que  [3  ou  que  y  soit  nul;  mais  ces  deux 
hypothèses  rentrent  évidemment  dans  le  même  type,  en  permutant 
entre  elles  les  lettres  ^^1  ci  y*  ;  faisons  donc  ^  =  o,  et  nous  aurons  les 
deux  expressions 

A.(/.  =  «r.,^  +  *^.,^. 

qui  définiront  un  groupe  à  deux  paramètres  si  l'on  a  la  relation, 
résultant  immédiatement  des  équations  ci-dessus, 

rtS  —  />a  =  o, 
et  nous  poserons 

-=^  =s 
rt  ~  a  ~~    * 

Pour  obtenir  le  groupe,  il  faut,  conformément  à  la  théorie  générale 
indi(|uée  dans  la  première  Seclioii  de  ce  Chapitre,  considérer  les 
deux  é(|uations 

-jl  =  Xj/>>-,-t-  Xj(  vri-i-  oKj;, 

et  les  intégrer  en  choisissant  les  constantes  de  nianière  que,  pour 
t=:o,  on  ait  }*i=j)'",  y.2=yl.  On  Irouve  ainsi  le  groupe  à  deux 
paramètres  entre  (j',,  y^)  et  (r^J,  yl)^  les  deux  paramètres  étant  A|  / 
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Cl  X3/.  On  obtient  ainsi,  en  changeant  seulement  de  paramètres,  le 
groupe 

Vi  et  0-2  étant  les  deux  paramètres  du  groupe  qui  sera  algébrique  si 
s  est  rationnel.  On  voit  que 

sera  un  invariant  du  groupe,  et  par  suite,  si  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  admet  le  groupe  précédent  comme  groupe  de  transfor- 
mations, Téquation  de  Riccati  donnant 

dr 

aura  une  intégrale  rationnelle.  Mais  on  peut  trouver  autrement  y^^ 
car,  en  éliminant  Ti  et  0*2  entre  les  équations  du  groupe  et  les  équa- 
tions dérivées,  on  trouve  un  autre  invariant 

•^'  dx      ^'  dx 


Pour  le  mettre  sous  forme  entière,  posons  5  =  —  ;  nous  aurons  alors 
l'invariant 

Celte  expression  devra  être  une  fonction  rationnelle,  et,  par  suite, 
le  numérateur  étant  connu  par  une  (piadrature,  on  obtiendra  y^  par 
une  extraction  de  racine. 

Nous  nous  sommes  placé,  pour  obtenir  les  équations  du  j;roupe, 
dans  le  cas  général  où,  pour  Tune  au  moins  des  deux  substitutions 
infinitésimales,  les  deux  racines  de  l'équation  caractéristique  corres- 
pondante étalent  distinctes.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  examljier  tous 
les  cas  particuliers  possibles;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire 
cette  discussion  et  de  montrer  que,  dans  tous  les  cas.  l'équation 
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sHntégrera  par  quadratures,  quand  son  groupe  de  transforma- 
tions est  à  deux  paramètres, 

30.  Si  nous  voulions  maintenant  passer  aux  groupes  à  trois  para- 
mètres, nous  aurions  à  faire  une  assez  longue  énumération.  Je  ne  m'y 
arrêterai  pas,  et  je  remarquerai  seulement  que  Ton  ne  doit  pas  s'attendre 
à  ce  que  le  fait  d'avoir  un  groupe  de  transformations  à  trois  para- 
mètres diminue  toujours  la  difficulté  de  l'intégration  d'une  équation 
du  second  ordre.  H  suffît,  en  effet,  pour  s'en  rendre  compte,  de 
prendre  l'équation  linéaire 

où  p2{^)  est  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x.  On  voit  de  suite 
que  le  groupe  de  transformations  de  cette  équation  est  un  groupe  à 
trois  paramètres  ;  on  a,  en  effet, 

■^'-^-•^''^ =*"'""■ 

Le  groupe  de  transformations  sera  donc  le  groupe  à  trois  para- 
mètres 

Yi  =  ayx  -h  byt, 

Y,=  cyx-hdy^, 
avec  la  relation 

ad  —  Ac  =  I , 

et  nous  n'avons  pas  ici,  comme  dans  les  cas  précédents,  une  équation 
intégrable  par  quadratures. 

31.  Pour  faire  une  application  d'une  autre  nature,  considérons  une 
équation  linéaire  du  troisième  ordre 

/17X  d^Y  d^y  dy 

à  coefficients  rationnels,  dont  tous  les  points  singuliers  sont  réguliers, 
et  supposons  qu'entre  trois  solutions  ^i,  y^^  y^  formant  un  système 
fondamental,  il  existe  une  relation  algébrique 
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homogène  et  d'un  degré  nécessairement  supérieur  à  runité  (*),  la 
courbe  algébrique  représentée  par  l'équation  précédente  en  coor- 
données homogènes  étant  irréductiole.  Envisageons  le  groupe  G  de 
l'équation  (E).  On  peut  évidemment  supposer  que  le  s^slcme  fonda- 
mental ^1,  r2,  y%  correspond  à  une  solution  de  l'équation  en  V  dési- 
gnée par  /  dans  la  théorie  générale  de  la  Section  précédente.  Ceci 
posé,  la  fonction 

ayant  la  valeur  zéro  est  exprimable  rationnellement,  et,  par  suite,  elle 
reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G. 

En  désignant  par  Y|,  Y2,  Y3  les  expressions  linéaires  en  Vi,>'j,  y\ 
correspondant  au  groupe  de  transformations  de  l'équation,  on  aura 

F(Y„Y„Y3)  =  o, 
puisque 

^^^yuyt^yz^^  «• 

Ces  deux  relations  entre  Vi,  ^2,  ^l'a  ne  peuvent  être  distinctes, 
puisqu'il  ne  peut  manifestement  exister  deux  relations  homogènes 
distinctes  entre  les  intégrales  d'un  système  fondamental  d'une  équa- 
tion du  troisième  ordre.  I^a  substitution  faite  correspond  donc  à  une 
transformation  de  la  courbe  en  elle-même. 

Or,  supposons  d'abord  que  la  courbe  F  soit  fie  genre  supérieur  à 
un;  elle  ne  pourra  alors  être  transformée  «mi  elle-même  que  pour  un 
nombre  fini  de  transformations  hirationnelles  (t.  Il,  p.  /\MS).  Si  donc 
on  pose 

^^ic.     :>:!  =  ., 

l'équation  de  la  courbe  d(;venant 

F(i,  u,  V)  =  o, 

il  résulte  du  théorème  ra))pelé  (|ne  les  substitutions  de  G  conduisent, 
pour  w  et  i',  à  un  groupe  fini  de  substitutions  linéaires  fractionnaires. 


(')  Ce  problème  a  élé  uiudic  par  M.  Puclis  <lans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  I 
àt%  Acta  niathematica  {C'eber  Uneare  homogène  Differentialgleichungen,  Zivis- 
chen  deren  Intégral  en  homogène  Relationen  hoheren  als  ersten  Grades  bestehen). 
M.  Fuchs  ne  se  place  pus  au  poinl  de  vue  de  la  théorie  des  groupes  de  transfor- 
mations des  équiitions  linéaires,  qui  n'était  pas  encore  créée;  on  va  voir  combien 
celle-ci  se  présente  naturellement  dans  cette  question. 
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Or,  le  groupe  de  rcquation  linéaire  étanl  conlenu  dans  son  groupe 
de  transformations  (%  2-i),  le  groupe  des  subslitutions  linéaires  frac- 
lionnaires  relatives  aux  diverses  délerminalions  de  //  el  i'  sera  con- 
tenu dans  le  groupe  G'  des  transformations  linéaires  fractionnaires, 
relatives  à  //  et  v^  qui  se  déduisent  du  groupe  de  transformations  de 
Téquation.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  gi'oupe  G'  ne  con- 
tient qu'un  nombre  fini  de  substitutions;  donc  u  et  i'  n'ont  qu'un 
nombre  limité  de  déterminations.  Nous  arrivons  donc  d'abord  à  la 
conclusion  que  les  deux  quotients 

21!     et     :>:i 

sont  des  fonctions  algébriques  de  .r,  que  nous  désignerons  par  u  et  r. 
Or  on  a 


I  y\  yt  yz 

:  dy^  dyt  dy^ 

I  dx  dx  dx 

j  d^  d^  d\r, 

I  dx*  dx*  dx* 


-Çpxiir 


On  en  conclut,  en  remplaçant  y 2  et  y 3  par  uy^  et  vy^^ 

^  ^  / du  d*v        dv  d*u\  __    -Çpi^jr 

^^  ^'\Jid^*'"di'd^*]'-^^ 

et,  par  conséquent,  y^  s'exprime  par  une  quadrature  et  il  en  est  de 
même  pour  y^  et  y^.  Si  les  racines  des  équations  fondamentales 
déterminantes  pour  tous  les  points  singuliers  de  E  sont  commensu- 
râbles,  l'exponentielle  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  né- 
cessairement une  fonction  algébrique,  et  l'intégrale  générale  de 
l'équation  sera  alors  algébrique.  Ainsi  l'étude  de  la  nature  des  inté- 
grales (le  l'équation  (E)  est  très  facile  quand  le  genre  de  la  relation  F 
est  supérieur  à  l'unité. 

Nous  sommes  dans  des  circonstances  moins  simples  si  le  genre  de 
la  relation  F  ne  dépasse  pas  Funité.  La  courbe  F(i,  m,  i^)  =  o  doit 
être  alors  une  courbe  qui  se  transforme  en  elle-même  pour  un  groupe 
de  transformations /?royV:'C//ié?5.  Or  MM.  Klein  et  Lie  ont  déterminé 
toutes  ces  courbes  {Comptes  rendus,  1870)  et  voici  le  résultat  au- 
quel ils  sont  parvenus;  ces  courbes,  pour  un  clioix  convenable  de 
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coordonnées,  se  ramènent  à  une  des  formes 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  recherche,  il  ne  sera  pas  long 
d'en  indiquer  le  principe.  Le  groupe  projectif  qui,  par  hypothèse, 
transforme  la  courbe  en  elle-même  admettra  au  moins  un  sous-groupe 
à  un  paramètre  ;  soient 


les  équations  définissant  ce  groupe  F  à  un  paramètre.  Supposons  que 

soit  Téquation  d'une  courbe  que  F  transforme  en  elle-même.  On  aura 
nécessairement  alors,  pour  tout  point  de  la  courbe, 

dx         dy  * 
et,  comme 

■•^  dT  ->r  -jr-dy  —  o, 

ox  dy   " 

il  en  résulte  que  la  courbe  satisfait  à  Féquation  différentielle 

dx  _  dy 

T"T' 

La  courbe  cherchée  sera  donc  une  courbe  intégrale  de  cette  équa- 
tion différentielle.  On  conçoit  alors  comment,  après  avoir  fait  la 
recherche  de  tous  les  groupes  projectifs,  on  peut,  par  l'intégration 
d'une  équation  différentielle,  arriver  aux  courbes  cherchées. 
MM.  Klein  et  Lie  démontrent  de  plus  que,  pour  les  deux  premiers 
types,  en  supposant  que  le  premier  ne  se  réduise  pas  à  l'équation 
d'une  conique,  il  n'y  aura  pas  d'autre  groupe  projectif  transformant 
la  courbe  en  elle-même  que  le  groupe  à  un  paramètre 

\^ax,         \^by        {a^b^) 
pour  la  première,  et,  pour  la  seconde,  le  groupe 

Revenons  maintenant  à  notre    problème.  En  laissant  d'abord   de 


ÉQUATIONS   DIFFÊRKNTIELLES    LINÉAIRES.  585 

côté  le  cas  de  la  conique,  nous  aurons  pour  relation  entre  u  et  v  le 
seul  tjpe 

m  et  n  étant  des  entiers,  puisque  le  second  type  est  transcendant. 
Donc,  pour  Téquation  linéaire  Ë,  en  excluant  les  cas  déjà  étudiés  et 
celui  où  la  relation  entre  j^i,  y^^  .Vs  serait  du  second  degré,  on  peut 
admettre  que  cette  relation  a  la  forme 


en  posant  toujours  u=--t  !'  =  •—.  f.e  groupe  relatif  aux  transfor- 
mations de  II  et  v^  déduit  du  groupe  de  transformations  de  Inéqua- 
tion E,  sera  nécessairement,  s'il  dépend  d'un  paramètre  arbitraire,  le 

groupe 

U  —  au,        V  =  bi>        (  a'"  =  ^«  ). 

On  voit  que  l'expression 

dx 
u 

est  une  fonction  rationnelle  de  j^i,  y2^  y^  restant  invariable  par  les 
substitutions  du  groupe  de  l'équation,  et,  par  suite,  u  s'obtiendra  par 
une  quadrature  et  v  s'en  déduira  immédiatement.  Il  en  résulte  que  u 
et  V  seront  de  la  forme 

{x  —  rt|)»i(3c  —  at)^» 

On  aura  ensuite  j'i  par  la  formule  (X),  et^i  sera  de  même  forme 
ainsi  quej%  et  ^3. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  racines  des  équations  fondamen- 
tales déterminantes  soient  commensurables  pour  tous  les  points  sin- 
guliers de  E;  il  est  visible  que  y\^  y-i^Vt  seront  alors  algébriques,  et 
nous  retrouvons  alors  un  théorème  donné  par  M.  Fuchs  dans  le 
Mémoire  cité  : 

Si  la  relalion  F  est  de  degré  supérieur  à  deux,  Véquation  E 
s* intègre  algébriquement. 

32.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  relation  F  est  du  second  degré. 
M.  Fuchs  démontre  alors  que  l'équation  E  est  l'équation  donnant  le 


586  CHAPITRE    XYll. 

carré  de  l'intégrale  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Nous 
allons  l'établir,  en  nous  plaçant  toujours  au  point  de  vue  de  la  théo- 
rie des  groupes  de  transformations. 

On  peut  supposer  que  ta  relation  quadratique  a  la  forme 

Le  groupe  de  transformations  de  Féq nation 

i   Y,  =  aj't  -^  byt  -H  ^Jj» 
(S)  Yj=rt>,-h6>,-+-c>j, 

sera  nécessairement  un  sous-groupe  du  groupe  général  à  quatre  para- 
mètres, transformant  en  elle-même  Téquation^',  — ^^,  > -.j:=  o.  Posons 
alors 

on  en  déduira 
nous  avons  donc 

Soit  de  même 
nous  aurons  alors 


13=  MV-; 

Y,=  U«,         Y,=  V«,        Y,=  LV; 

U*=  rta*   -f- 6t'*  -\-  cuVy 
V«  —  a  u^  _}-  ^V=*  -r-  c'  m\ 

Or,  //  et  i'  étant  fonctions  de  deux  quantités  j  1  et  y.,'»  ainsi  que  U 
et  V,  il  est  clair  que  U  et  V  sont  des  fonctions  de  u  et  r,  et  ce  sont 
les  expressions  de  U  et  V  en  //  et  t*  que  nous  nous  proposons  précisé- 
ment de  trouver.  Or,  des  trois  dernières  équations  écrites,  on  peut 
conclure  que  U  et  V^  sont  des  fondions  linéaires  de  u  et  i-.  Les  «,  h,  c 
sont,  en  effet,  tels  qu'on  a,  quels  que  soient  //  et  i',  l'identité 

(au^-T-  ùv^-h  CUV  )  (  a'  u^  -r  b\''-\-  c  uk')  =  {a'a--^  //t'^-»-  c  uv  )-. 

Il  en  résulte,  ou  bien  que  les  deux  trinômes 

au-  H-  hv'  4-  cuK\         a'  u^ -h  />'  i'-  -:-  c  uv 

ne  <lifrèrent  que  par  un  facteur  constant,  ou  bien  (pie  chacun  d'eux 
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est  un  carré  parfait.  La  première  hypothèse  est  inadmissible,  rar 
on  aurait  alors 

a  ^  h  ^  c 

et,  par  suite,  le  dëterminaiit  de  la  substitution  (S)  serait  nul,  ce  qui 
est  impossible,  car  les  Y  doivent  être  comme  les^  des  intégrales  for- 
mant un  système  fondamental.  Il  en  résulte  que  nous  sommes  dans 
le  second  cas,  et  alors  V  et  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  //  et  i'. 
Par  suite,  Féquation  linéaire  du  second  ordre  ayant  pour  intégrales 

sera  à  coefficients  rationnels,  puisque  les  coefficients  de  cette  équa- 
tion, mise  sous  la  forme 

seront  des  fonctions  rationnelles  de  r,,  y^i^  invariantes  par  les  substi- 
tutions du  groupe  de  l'équation  (E).  Nous  arrivons  donc  à  la  conclu- 
sion que  V équation  (E)  est  V équation  obtenue  en  posant 


z  étant  l'intégrale  générale  d'une  équation  (E')  du  second  ordre  : 
c'est  le  résultat  obtenu  d'une  autre  manière  par  M.  Fuchs.  On  pourra 
aussi  consulter  sur  ce  sujet  divers  Mémoires  de  MM.  I^aguerre,  Appell 
et  Goursat  (*).  Je  montrerai  seulement,  pour  terminer,  comment  on 
pourra  reconnaître  si  une  équation  linéaire  donnée 

dx*  ax*  dx 

rentre  dans  la  catégorie  précédente.  Si  l'on  pose 

J  =  ^^ 

z  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d'-z  dz        ^ 

dr^  dx 


(')  Laoukuiu:,  Comptes  rendus,   i.  LWWIII,  p.  124  et  216;  ;Vi»pkll,  Annales  de 
l'École  A'ormale,  1881  ;  (iounsAT,  Bullelin  delà  Société  mathématique,  i883. 
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on  aura,  pour  j^,  d'après  ce  que  nous  vu  (§  10),  une  équation  du 
troisième  ordre  ;  un  calcul  facile  donne  pour  cette  équation 

En  identifiant  cette  équation  avec  celle  qui  a  été  écrite  plus  haut, 
on  a 

L'élimination  de  a  et  b  entre  ces  trois  équations  donne  l'équation 
de  condition 

dx        dx*  dx 

qui  exprime  la  condition  cherchée. 


VI.  —  Réduction  du  groupe  de  transformationB  d'une  équation 
linéaire;  théorème  de  M.  Vessiot  sur  les  équations  intégrables 
par  quadratures. 

33.  On  peut,  relativement  à  la  réduction  du  groupe  de  transforma- 
tions d'une  équation  linéaire,  développer  une  théorie  analogue  à  celle 
qui  a  été  étudiée  dans  la  Section  VI  du  Chapitre  précédent;  c'est 
l'objet  de  la  thèse  déjà  citée  de  M.  V^essiot.  Ce  sujet,  pour  être  appro- 
fondi, demanderait  sur  les  groupes  de  transformations  des  études  plus 
complètes  que  celles  qui  ont  été  faites  plus  haut;  il  appellerait  d'ail- 
leurs encore  bien  des  recherches.  Nous  allons  nous  borner  aux  ana- 
logies les  plus  immédiates  entre  les  deux  théories  en  nous  plaçant  à 
un  tout  autre  point  de  vue  que  M.  Vessiot  et  en  prenant  toujours 
pour  guides  les  idées  de  Galois  sur  la  théorie  des  équations. 

Nous  considérons,  pour  un  domaine  donné  de  rationalité,  une 
équation  linéaire  ayant  le  groupe  G  comme  groupe  de  transforma- 
tions. Soit 

une  fonction  rationnelle  d'un  système  fondamental  d'intégrales,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine  de 
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rationalité.  Reprenons  aussi  l'équation 

d'ordre />  qui  joue  dans  notre  théorie  le  rôle  essentiel.  En  rempla- 
çant les  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V,  on  peut  regarder  cp 
comme  une  fonction  de  V  et  de  ses  dérivées,  et  nous  écrirons 

Si  la  fonction  ^  est  prise  arbitrairement,  elle  dépend  de  p  con- 
stantes arbitraires,  quand  on  prend  pour  V  l'intégrale  générale  de 
l'équation /*;  la  fonction  o  satisfera  alors  à  une  équation  différentielle 
d'ordre  />.  Mais  il  pourra  arriver  que,  V  étant  toujours  l'intégrale 
générale  de  /,  la  fonction  'f  ne  dépende  que  de  p'  constantes  arbi- 
traires {p'<i  />).  Dans  ce  cas,  ©  satisfera  à  une  équalion  différentielle 
d'ordre  p\ 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine  de 
rationalité.  On  voit  que  cette  équation  est  analogue  à  l'équation 
S(çp)  =  o  considérée  dans  le  Chapitre  précédent  au  §  32. 

Si  l'on  prend  pour  V  une  intégrale  déterminée  i'  de/,  la  fonction  '^ 
est  complètement  déterminée,  (^uand  on  y  remplace  i'  par  la  combi- 
naison linéaire  de  r  et  de  ses  dérivées,  qui  donne  l'intégrale  générale 
dey(§  20),  on  obtient  par  hypothèse  une  fonction  dépendant,  non 
de  Pj  mais  seulement  de  p'  arbitraires.  Il  en  résulte  que  la  fonction  © 
restera  invariable  pour  les  substitutions  d'un  groupe  G'  de  transfor- 
mations dépendant  de  p  — //  arbitraires.  Ce  groupe  G'  dépendra,  en 
général^  de  la  solution  choisie  i»,  mais  il  peut  arriver  que  ce  groupe  ait 
un  sous-groupc  F  ne  dépendant  pas  de  r;  alors  ce  sous-groupe  F,  dont 
nous  désignerons  par  s  le  nombre  des  arbitraires,  laisse  invariables 
toutes  les  fonctions  o  déduites  de  la  fonction  initiale  par  toutes  les 
substitutions  du  groupe;  on  peut  encore  dire  qu'il  laisse  invariables 
toutes  les  intégrales  de  S.  Il  est  l'équiN aient  du  groupe  (H)  qui,  en 
Algèbre,  laisse  invariables  les  fonctions  cp  racines  d'une  équation  S(y) 
(§  34  du  Chapitre  XVI). 
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3i.  Avant  (rallcr  plus  loin,  cherchons  quelle  dépendance  existe 
entre  deux  fonctions  rationnelles  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées 
restant  invariables  par  les  substitutions  d'un  même  groupe  G|  contenu 
dans  G  et  dépendant  de  q  arbitraires;  nous  supposons  que  la  fonc- 
tion o  considérée  ci-dessus  reste  invariable  par  les  substitutions  de  G| 
et  par  ces  substitutions  seulement. 

Quant  on  met  à  la  place  de  V  une  intégrale  déterminée  v  de  l'équa- 
tion/, la  fonction 

/..  d\  dp\\ 

envisagée  plus  haut  (§  33),  représente  une  fonction  déterminée  de  x, 
que  nous  désignons  par  9^  et  elle  reste  invariable  quand  on  met  à  la 
place  de  v  une  autre  intégrale  \  dépendant  de  q  constantes  arbi- 
traires, celte  intégrale  correspondant  précisément  au  groupe  G|  de 
transformations;  ceci  revient  à  dire  que  les  deux  équations  diflféren- 
tielles  en  V,  désignées  par  (/)  et  (a),  ont  une  solution  commune 
dépendant  de  q  constantes  arbitraires.  On  peut  former,  par  des  cal- 
culs d'élimination,  Féquation  diflerentielle  d'ordre  q  donnant  cette 
solution  ;  elle  sera  de  la  forme 


«(v.s- 


d'I  V  drd 

dx'i  '  "^'lïx 


où  nous  avons  mis  en  évidence  »  et  ses  dérivées. 

Soit  maintenant  'J|  une  seconde  foncli(»n  rationnelle  des  intégrales 
restant  invariable  par  les  substilnlions  (ie(i|  ;  nous  pouvons  exprimer 
les  intégrales  r,,  . . .  ,^,^  à  Faide  d'une  fonction  V  intégrale  de  l'équa- 
tion R  :  cette  fonction  c»i  prend  alors  la  forme 

/^   dV  d'f\        d^  \ 

et  elle  doit  rester  invariable,  ((iiand  on  inel  à  la  place  de  V  une  inté- 
grale quelconque  de  l'équation  l\.  Si  rettcMlernièrc  équation  est  algé- 

bri(|uement  irréductible  par  rap[)orl  à  -^— ^  et  que  A  soit  son  degré  par 

rapport  à  celte  dérivée,  on  réduira  dans  y,,  mis  sous  la  forme  d'un 
quotient  de  polvnoinos,  le  numérateur  cl  le  dénoniinalcur  à  être  seu- 
lement de  degré  A  —  i    en  -j—- y  en  se  servant  de   Ténuation   R,   et 


\ 
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dans  yi  ainsi  préparé  on  voit  immédiatement,  en  raisonnant  comme 
nous  l'avons  fait  dans  l'étal)lissemenl  du  second  théorème  fondamen- 
tal (Section  IV  de  ce  Chapitre),  que  V  et  ses  dérivées  doivent  dispa- 
raître, el,  par  suite,  o,  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  cp,  de  ses 
dérivées  et  des  quantités  du  domaine  de  rationalité. 

Si  R  n'était  pas  algébriquement  irréductible,  le  groupe  G|  serait 
complexe;  mais,  0|  restant  par  hypothèse  invariable  pour  le  groupe  G|, 
le  raisonnement  précédent  est  applicable  à  tous  les  groupes  non  com- 
plexes composant  Gi,  et  nous  avons  toujours  la  même  conclusion  qui 
rappelle  entièrement  le  théorème  de  Lagrange  étendu  aux  valeurs 
numériques  des  fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  équation  : 
la  fonction  cp,  s^  exprima,  rai  ion  ne  lie  ment  à  Vaide  de  o  et  de  ses 
dérivées. 

3o.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  réduction  du  groupe  d'une 
équation.  Adjoignons  au  domaine  primitif  l'intégrale  générale  'f  de 
l'équation  S  considérée  plus  haut,  qui  reste  invariable  par  les  substi- 
tutions du  groupe  F  du  §  33.  IVous  allons  établir  que  l^ adjonction 
de  ff  réduira  à  V  le  groupe  fie  V équation  donnée^  proposition  toute 
semblable  à  celle  qui  a  été  établie  au  §  33  du  Chapitre  précédent. 
En  effet,  après  l'adjonction  de  «,  le  groupe  de  l'équation  ne  peut 
contenir  que  des  substitutions  du  groupe  initial  G  n'altérant  pas  o; 
donc  le  groupe  ne  peut  être  que  V  ou  un  groupe  contenu  dans  F. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  substitutions  de  F  feront  partie  du 
groupe  cherché,  car  toute  fonction  des  intégrales  exprimable  ration- 
nellement, après  l'adjonction  de  '^,  s'exprimera  rationnellement  h 
l'aide  de  '^  et  de  ses  dérivées;  elle  restera  donc  invarialje  par  toutes 
les  substitutions  de  F.  Inversement,  toutes  les  fonctions  des  intégrales 
invariables  par  les  substitutions  de  F,  s'expriment  rationnellement  à 
l'aide  de  es  et  de  ses  dérivées,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  pré- 
cédent. Le  groupe  de  l'équation,  après  l'adjonction  de  '^,  est  donc 
bien  le  groupe  F. 

36.  On  peut  étendre  à  un  sous-groupe  F,  contenu  dans  un  groupe  G 
de  transformations,  la  notion  de  sous-groupe  invariant  si  important 
dans  la  théorie  algébrique  ;  il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  définition. 
Montrons  que  le  groupe  F,  auquel  nous  venons  de  réduire  le 
groupe  de  l'équation,  est  invariant  dans  te  groupe  initial  G.  Nous 


5g2 
avons 
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'X    '  dx  €l^i'J 


et  celte  foiiclion  ne  eliange  pas  truand  on  reiii|îlace  *'  jiar  une  combi- 
naison linéaire  de  r  et  de  ses  d^-rivées  repondanl  j*récîsenient  au 
groupe  r.  Soient  A  une  substitution  de  P,  et  .5  une  subslitutioii  quel- 
l'orique  de  G;  hi  substitution  s  transforme  les  y  en  Y,  et,  par  suite^ 
1  en  une  certaine  intégrale  \  de  f.  I^a  fonction  o  devient  «l»,  et  l'on  a 

Cette  fonction  4>,  considérée  comme  fonction  des  Y,  reste  inva- 
riable quand  ou  elïeetue  sur  eeui-ei  hi  substitution  A,  re  qui  revient 
a  rempJacer  \  par  Ja  combinaison  linéaire  de  V  et  de  ses  dérivées 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Si,  enfin,  on  remplace  les  Y  par  les  y, 
c'est-à-dire  si  Ton  efieclue  la  substitution  s"*,  on  retombe  sur  la 
fonction  es;  par  suite,  la  substitution 

transforme  la  fonction  o  en  elle-même.  Donc  cette  substitution 
appartient  â  i\  Ainsi  la  tran^forniée  de  A  par  une  subslilution  quel- 
conque 5^*  de  G  appartient  à  F:  c'est  dire  que  ce  dernier  groupe  est 
invariant  ffans  (i. 

37*  On  voit  que  Fou  est  conduit  par  les  théorèmes  précédents  â 
décomposer,  s'il  est  possible, G  de  manière  à  avoir  une  suite  de  groupes 

algébriques  linéaires  et  homogènes 


G,    G,, 


G., 


tels  que  chacun  d'eux  soil  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  le 
dernier  groupe  Gj  n'avant  pas  de  sous-j^roupe  invariant  dépendant  t)e 
paranîètres  arbitraires.  Par  railjojifliun  successive  des  intégrales 
d'équations  S,  nous  ramènerons  à  ne  plus  avoir  d'arbitraires  le 
groupe  lie  Téquation  qui  sera  alors  intégrée.  Déjà  M*  Lie,  dans  lu 
théorie  générale  de>  groupes,  avait  été  conduit  à  envisager,  pour  uu 
groupe  de  transfonn étions  quelconque,  une  suite  analogue  à  la  pré- 
cédent^, où  chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent. 
On   peut  même  supposer  de  plus  que  chaque  gi^oupe  est  un   sous- 
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groupe  invariant  maximum  Au  précédent,  c'est-à-dire  que,  étant 
considérés  par  exemple  G  et  (j|,  il  n'existe  pas  de  sous-groupe  in- 
variant de  G,  dépendant  d'un  plus  grand  nombre  de  paramètres  que 
G|.  L'établissement  (i\ine  telle  suite  constitue  ce  que  M.  Lie  a  appelé 
une  décomposition  normale  du  groupe  (j  en  une  série  de  sous- 
groupes,  et  Ton  peut  établir  à  ce  sujet  un  théorème  qui  rappelle  celui 
de  M.  Jordan.  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  tous  ces  points,  (|ui 
nous  entraîneraient  trop  avanl  dans  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations. Nous  allons  étudier  seulement  le  cas  où  Ton  adjoindrait 
les  intégrales  d'une  équation  différentielle  auxiliaire,  étude  analogue 
à  celle  qui  a  été  faite  au  §  3f)  du  (^Jia pitre  précédent. 

38.     Supposons  que   nous   adjoignions   au    domaine    primitif    de 
rationalité  l'intégrale  générale  /•  de  l'équation 

que  nous  désignerons  par  F(/-)  =  o.  Nous  supposons  que  l'équation 
n'a   de  solution  (commune  avec  aucune  équation  algébrique  d'ordre 
moindre;    les  coefiicients  de  P,  qui   est  rationnel  par  rapporta  /•  et 
ses  dérivées,  appartiennent  au  domaine  de  rationalité. 
Si  l'adjonction  de  r  réduit  le  groupe,  l'équation 

....   dS  dP\. 

•^  ^         ff.r  dxr  ) 

aura  une  intégrale,  correspondant  à  un  système  fondamental,  commune 
avec  une  équation  différentielle  d'ordre  moindre,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  du  domaine  primitif,  de 
/•  et  ses  dérivées.  Soit  fy  Téqualion  d'ordre  minimum  jouissant  «le 
celte  propriété;  l'équation 

^  /\.    c/V  ^//'  V         dr  d^-ir\ 

-^M^'Tz;. d7F-''^:i^""'^i^rï)  =  ''      '^'<^> 

joue,  dans  le  nouveau  domaine  de  rationalité,  le  rôle  que  jouaity  dans 
le  domaine  primitif.  Le  groupe  de  transformations  de  l'équation,  après 
l'adjonction  de  /*,  dépend  de  p'  paran)ètres.  Nous  allons  établir,  au 
sujet  (le  ce  nombre,  une  inégalité  très  importante.  Je  dis  que  Ton  a 

P.  -  III.  38 
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Supposons,   en  eiVel,  /?' = /?  —  A  —  p;  différent  ions  a  fois  Téqua- 
lion  /*|.  Nous  aurons  ainsi  X  H-  i  rqualions  entre 

dV  df'-py  dr^  d»    ^r 

'     'di'      ""      dxi-?'      ^'     dx'      "*'      ^/j->    «' 

Nous  pouvons  entre  ces  équations  éliminer  /•  et  ses  a  —  i  dérivées, 
et  nous  aurons  ainsi  une  relation  de  la  forme 


•(v.g 


d\  dP-9\ 


où   les  coeffirients  appartiennent  au  domaine   initial  de  rationalité. 

L'expression  V,  correspondant  à  un  système  fondamental,  satisferait 

donc  à  une  équation  d'ordre  moindre  que  />,  ce  qui  est  impossible. 

Celle  équation  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car  chaque  équation 

contient  une  dérivée  de  V  ne  figurant  pas  dans  les  précédentes. 

L'inégalité 

//>/?  — À 

est  donc  établie,  et  nous  pouvons,  par  suite,  divcqu^apfès  l^adjonc- 
tion  de  /•,  le  groupe  de  l'équation  contient  au  moins  p  —  X  para- 
mètres. Nous  désignerons  par  G  le  groupe  initial,  et  par  Y  le  groupe 
après  l'adjonction  de  r. 

11  importe  d'approfondir  davantage  la  nature  de  ce  groupe  F.  Pour 
une  Intégrale  /•  de  F  (r)  =  o,  nous  avons  une  équation ^i  déterminée, 
et  riiitégrale  générale  de  cette  équation  s'obtient  linéairement  à  l'aide 
d'une  intégrale  particulière  et  de  ses  dérivées,  les  coefficients  (pii 
appartiennent  au  domaine  primitif  dépendant  de//  arbitraires.  Je  dis 
que,  si  Ton  mel  à  la  place  de  /*  une  autre  Intégrale  R  de  F,  l'intégrale 
générale  de  la  nouvelle  équation /i  s'exprimera  de  la  même  manière 
au  niojen  d'une  Intégrale  particulière  et  de  ses  dérivées.  Désignons 
pur 

l'expression  de  l'inlégrale  de  /, ,  correspondant  à  /•  ;  les  deux 
équations 

.  (^    d\  di'\  dr           \ 

•'  *  \    '  dx  dx/'  '  dx           / 

df) 


/.(••^ )=" 
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sont  deux  rqiiatioiis  en  V,  el  toutes  les  solutions  de  la  première 
appartieiiiieul  à  la  seconde  :  ceci  enti  aine  des  relations  entre  r  et  ses 
dérivées,  qu'on  peut  ramener  à  Tordre  A  —  i  au  plus.  Ces  équations 
de  condition  doivent  être  des  identités,  d'après  Thypotlièse  faite  sur 
rirréductihililé  de  K,  et  I  on  en  conclut  de  suit*'  le  résultat  annoncé. 
On  remarquera  encore  (|ue  Ton  passe  de  l'équation/,,  correspondant 
à  /*,  à  Féquation  /«,  qui  correspond  à  R,  en  remplaçant  V  par  une 
combinaison  linéaire  con\enal)le  de  V  et  de  ses  dérivées. 

39.  L'intégrale  générale  de/,  appartient  à/;  pour  une  intégrale  r 
de  F,  l'équation  /,  en  V  a  son  intégrale  générale  dépendant  de  // 
constantes  arbitraires;  en  faisant  varier  /*,  on  doit  obtenir  toutes  les 
intégrales  de/,  <!ar,  si  l'intégrale  générale  de/  dépendait  de  moins  de 
p  constantes  (  y  c(unpris  les  constantes  figurant  dans/*),  on  formerait 
par  des  calculs  algébriques  Téquation  (Kordre  inférieur  à  p  dont 
dépendrait  cette  fonction,  et  cette  équation  aurait  ses  coefficients 
appartenant  au  domaine  initial  de  rationalité.  Le  nombre  p  ne  pour- 
rait pas  alors  correspondre  au  groupe  de  Féquation  pour  ce  domaine. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  que  F  est  un  sous-groupe 
ùivarlnnl  de  G.  Soit  une  intégrale  r  correspondant  à  une  équation 
/,  dans  laquelle  on  a  mis  une  certaine  intégrale /'de  F;  il  correspond 
à  i*  des  intégrales  Km  .>'2î  ••-.///  Je  Féquation  proposée.  Etlectuons 
sur  lesj'  une  substitution  quelconcjue  .v  du  groupe  G;  les  ^'deviennent 
des  Yaux(piels  correspond  une  fonction  V.  Celle-ci  est  une  intégrale 
d'une  équation/  dans  laquelle  /a  été  remplacée  par  R.  Eneilectuant 
sur  les  Y  une  substitution  //  de  F,  on  remplace  \  par  une  autre  inté- 
grale \'  de  la  même  équation,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut;  enfin  la  substitution  s~^  nous  ramène  de  V'  à  une  intégrale  4*' 
de  Féquation  initiale/  relative  à  /•.  La  (conclusion  est  (jue  la  substi- 
tution 

transformer  de  li  par  .v~',  appartient  au  groupe  F,  puisqu'elle  est  la 
substitution  correspondantau  passage  de  r  à  c';  donc  F  est  invariant 
dans  G. 

11  est  inutile  d'insister  sur  l'analogie  des  tli(*orèmcs  précédents  avec 
les  propositions  établies  au  s5  3()  du  Cliapitre  précédent. 

10.  Nous  allons  appliquer,  avec  M.  Vessiot,  le  théorème  précédent 
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à  la  reciierche  des  équations  linéaires  inlé  g  râbles  par  quadratures  ; 
c'est  un  problème  que  Ton  peut  regarder  comme  Fanaiogue  du  pro- 
blème de  Galois,  relatif  aux  équations  résolubles  par  radicaux.  Mais  il 
nous  faul  auparavant  re\enir  un  instant  sur  la  théorie  générale  des 
groupes  de  transformations  pour  définir  une  classe  particulière  de 
groupes  étudiés  par  M.  Lie.  In  groupe  de  transformations  est  dit 
intégrable  s'il  contient  un  sous-groupe  invariant  avant  un  paramètre 
de  moins  que  lui,  celui-ci  de  même  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 
donc  une  suite 

G,     G|,     . . .,     G.<, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  iu\ariant  du  précédent  et  ayant 
un  paramètre  de  moins  que  lui,  et  le  dernier  groupe  étant  à  un  seul 
paramètre. 

.VI.  Lie  a  donné  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
groupe  d'ordre  /•  soit  un  groupe  intégrable.  Cette  (Condition  est  la 
suivante:  on  pourra  prendre  les  /•  transformations  infinitésimales  du 
groupe,  que  nous  désignons  connue  précédemment  par 

(le  telle  sorte  que  tout  crochet 

qui  doit  élrc  une  combinaison  linéaire  des  \,  soit  seulement  une 
combinaison  linéaire  de 

X,(/),     X^l/) \/^/.   ,(/... 

11  s*ai;il  ici  de  groupes  de  transformations  quelconques.  Si  Ton 
considère  des  groupes  linéaires  et  homogènes,  M.  Lie  (  '  )  a  démontré 
que,  le  groupe  étant  supposé  intégrable.  on  peut  choisir  les  \ariables 
de  manière  que  toutes  les  transformations  infinitésimales  du  groupe 
soient  de  la  foruKî 

Ç4  ne  ({('pendant  (pie  de  x^,  Çj  (pie  de  .r,    et  ./j,   ....   et,  d'une  ma- 


';  S.  Lie,   Théorie  der  Transforniationsij;ruj)pen,  l.  I,  p.  J89. 
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nière  jj^énérale,  q,  de  X|,  x^^,  . . .,  J?/,  toutes  les  lettres  ;  représentant 
d'ailleurs  des  fonctions  linéaires  et  homogènes. 

•il.  Considérons  maintenant  une  équation  linéaire 

que  nous  supposons  iniégrable par  quadratures.  Soit  G  son  groupe. 
L'adjonction  d'un  certain  nombre  de  quadratures,  qui  se  présentent 
d'abord  dans  le  calcul  de  l'intégrale,  peut  ne  pas  réduire  G,  mais 
il  arrivera  nécessairement  un  moment  où  l'adjonction  d'une  quadra- 
ture réduira  le  groupe  de  Téquation;  or,  adjoindre  une  quadrature, 
c'est  adjoindre  une  intégrale  de  l'équalion 

/>  appartenant  ici  au  domaine  |)rimitif  auquel  on  a  adjoint  les  qua- 
dratures antérieures  qui  par  hypothèse  ne  réduisaient  pas  le  groupe. 
1 /adjonction  de  /•  diminuant  le  nombre  p  des  |)aramètres  de  G,  le 
groupe  se  trouve  ramené,  d'après  le  théorème  du  §  39,  à  un  groupe 
<rau  moins  p  —  i  paramètres  (a  =  i)  :  le  groupe  réduit  G|  aura  donc 
oe  nombre  de  paramètres.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  réduction 
du  groupe  de  Téquation  à  un  groupe  ne  renfrrmant  plus  d'arbitraire, 
et  alors  l'écpiation  sera  intégrée. 

Nous  aurons  donc  une  suite  de  j;:roupes 

G,     Gi.     . . .,     G.V, 

chacpie  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédiîiit,  la  dilVé- 
renre  du  nombre  des  paramètres  de  deux  groupes  consécutifs  quel- 
conques G/  et  (j/^,  étant  égale  à  l'unité,  et  le  dernier  groupe  ne 
dépendant  que  d'un  paramètre.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  si  une 
équation  linéaire  est  iniégrable  par  quadratures,  snn  groupe  de 
transformations  est  intégrable. 

42.  La  réciproque  de  ce  théorème  est  exacte  :  nous  allons  montrer 
<[ue,  si  le  groupe  de  transformations  d'une  équation  linéaire  est  inté- 
grable, cette  équation  sera  intégrable  par  quadratures. 

Il  résulte  d'abord  du  théorème  du  §  iO  que  Ton  peut  choisir  les 
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intégrales  d'un  svslènie  fondamental  de  telle  sorte  que  les  transfor- 
mations finies  du  groupe  soient  de  la  forme 


^  m  ~  f'/nlj'l  •+-  «//lîJ^J  -^«  •  •  -r-  ^^mmym' 


I.e  groupe  (j  de  Téquation  ne  comprenant  que  des  transformations 
de  celte  forme,  il  est  visible  (|ue  l'expression 

y\ 

reste  invariable  par  les  subslilutions  de  G  et  esf,  par  suite  y  expri- 
mable rationnellement. 

Nous  aurons  donc  une  première  intégrale  dont  la  dérivée  logaritli- 
nii(|ue  sera  rationnelle.  Faisant  alors  le  changement  de  \ariable 


y 


=  r,  j  zdx. 


nous  aurons  une  équation  d'ordre  m  —  i,  dont  l'inlégrale  générale 

sera 

(i 


ih'\yj' 


Vax  désignant  par  :;,,  z-^.  ...,  z,n..\  les  intégrales  de  (;elle  équatitui 
correspondant  à  ro,  ...,  r,„,  son  groupe  aura  seulement  des  substi- 
tutions de  la  forme 

Z,       =  (lit  z\. 


^m—\  —  ^'//;.2  ^1  "'~  ff  m ,:\  * 


'  ni ,  ni  —m-    I  • 


Nous  |)()Uvons  donc  raisonner  sur  Téquation  en  3  comme  Mir 
l'écpiation  initiale.  Nous  aurons  pour  l'équation  en  3  une  intégrale 
dont  la  dérivée  logarithmique  sera  ralionnelle  dans  le  nouveau  domaine 
de  rationalité,  c'est-à-dire  a|>rés  l'adjonction  de  r,  au  domaine  pri- 
mitif. On   continuera  ainsi,   de   proche  en  proche,  et  Ton  voir  «pie 
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l'on  trouvera,  par  des  quadratures  successives,  tous  les  éléments  d'un 
système  fondamental.  Le  lhéor«»mc  énoncé  est  donc  établi,  et  nous 
avons  la  proposition  ^ui^antc,  due  à  M.  Vessiol: 

La  condition  nécessaire  et  su/fisanle  pour  (fii^ine  équation 
linéaire  soit  intéf^rable  par  (/uadratures  est  que  son  groupe  de 
transformations  soit  intégrable, 

13.  Il  résulte  innnédialement  de  là  et  des  théorèmes  généraux  de 
M.  Lie  sur  les  groupes  linéaires  que  Téqualion  générale  d'ordre  /w, 
C'est-à-dire  une  équation  linéaire  donl  le  groupe  est  le  groupe  général 
à  ni^  paramètres,  n'<'sl  pas  intégrable  ))ar  (juadratures.  M.  Lie  a,  en 
ell'et,  montré  (')  que  le  groupe  linéaire  à  ///-  paramètres  admet  un 
seul  sous-groupe  Invariant  d'ordre  /;/-  —  i  ;  c'est  le  groupe  pour  lequel 
le  déterminant  de  la  substitution  est  égal  à  Tunité.  De  plus,  ce  dernier 
groupe  n'admet  aucun  sous-groupe  invariant.  11  est  clair  alors  que  les 
conditions  du  paragraphe  précédent  ne  sont  pas  remplies. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  des  groupes  de 
transformations  crune  équation  linéaire.  Nous  pensons  avoir  suffi- 
samment montri',  dans  cette  Section  et  dans  la  précédente,  Tintérèt 
de  cette  théorie,  qui  n'est  (pie  l'exteîision  bien  naturelle  à  une  ques- 
tion dWnalysf  des  idées  si  fécondes  introduites  en  Algèbre  par 
Galois. 

(')  s.  LiK,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  t.  I,  Cliai».  \XVI. 
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ERRATA  DU  TOME  II. 

Page  'J07,  ligne  4,  lire  (.r,  y),  au  lieu  de  (x\  y'  ). 


ERRATA  DU  TOME  III. 


Page    6  ),  ligne  \  L*n  remontant,  lire  a 6',  au  lieu  de  a  1  0*. 

Page  i55,  ligne  6  en  remontant,  lire  «  entre  a  et  ù  »,  au  lieu  de  «  enlre 
«  et  6  ». 

Page  2'Jto,  ligne  8,  la  pcmctuation  est  mauvaise.  //  faut  lire  m  n'annulant 
pas  P;  pour  Wo H-  *a A: tt  ( A*  étant  assez  grand),  la  fonction  J  ». 
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